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SUR LE PROLONGEMENT DS FONCTIONS MONO-
TONES ET DLS FONCTIONS CONVEXES DEFINIESf
SUR UN NOMBRE TFINI DE POINTS

PAR

FIBERIU POPOVICIU
Note présemtée par M. G. Tritpdica, M. 4. R

1, — Je considere des fonctions f{x) téelles, de la variable réelle %,
définies et uniformes sur 2 points

(1) Xy << Hy e K e

Jai démontré que si la fonction f(x) est d'ordre et # 1 oh ne
peut pas, en général, prolozger cette fonction dans un intervalle con-
tenant les points (T)*). Le prolongement est & fortiori impossible, en gé-
néral, sur tout Uaxe 1éed (—oo, + w). Il en résulte guil n'existe pas,.
en général, un polynome d’otdte # prenant les valeurs f(#y) aux points %
I] est d’ailleurs évident qi'il en est ainsi si ia fonction n'est pas copvexe
ou concave, sans ére poly:omiale d'ordre # suf {r). D'autre part une
fonction monotone et une fonction d’ordre T sont toujours et partout.
prolongeables.

Dans la siite je me propose de démontrer gue si 1a fonction est stricte--
ment monotone (done croissante ott décroissante) ou bien si elle est con-
vexe ol concave dordre 1, le profongeisent est toujouts possible par un.
polynome. En d’aittres termes, je démontrerai les théorémes suivants:.

1. Sim > 2 et f(mg) < flwg) <...< {(%y), o peut trovver 4 polynome:
croissamt P(x) tel que Pon ait Plx) = H#x), + = L,2,...,

11, Si m >3 of f(¥) esi convexe su¥ (x), done (%, ¥ito %ita) fl>=o0,
G 12, .., m—2%), on peut trouver Uk polynome convexe Pz e que
Ton it P(x) = f(%), i == T2, ¥

Dans ces deux théordmes et dans la suite il s'agit de polynomes crois-
sanits el de polynomes convexes Sur tout Vaxe réel (— oo, - 0}, & moins
quon ne dit pas le contyaire. -

e

1) Voir: Tiberin Popovicly, Sur lIs prolongement des fonclions conveyes dordre
supdrieny, « Bulk, Math, Soc. Roumaine des Se.d, t. 36 (1934), pp. 75—108.
2y pour les notations volr mes fravaux antéieurs,

o g TR
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’ie:_ei:vhéoréme I. Soit P(x) le polynome cherché, Il
ombres

y E=12,,.,.,, #—1

mmés #— T nombres pnsszs czl, Bpyersy fy—r, OB
me oroissant P(x) lel que Von aif

2. -
& point 7 (Pv Pose s Pany) de coordonnées P; dans espace
dimensions. A chaque polynome croissant P(#) cot-
point M, YLorsque P{x) varie, M décrit un domaine qui
convexe (pmsque sl P, P; sont deux polynomes crois-

_atussi cr01ssant) D’autre part, le point

pos1t1ves @; appartient augsi a un
e le lemme I résultera duo

_1"2,. (o, — I ef pour fout & >0,
ke Z’on ait

x<b

poﬁr x,mrl

, dans {a, b)

ot & << min (-—u s -E—] On voit alors immédiatemént que le polynome

4 4

Q% 41) — Q{x))

vérifie le lemme IT.

®) Voir Tiberit Popovicin, St Pafrprozimation des fonclions convexes d'ordre
supérieure, dans ce Bulletin, . - -
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3. — Passons & la démonstration du. théordme IL Dans ce cas il faut
que les nombres .

{3) ?i = [xia Higoxs X¥dpg s ﬂ 1 4= 1,2, 000, M—2

solent positifs, Le théordme revient alots au
Temme IIT. Efani downés m—2 nombres positifs ay, dgsve. Gpyn
on peut trowver wn polynome convexe P(x) tel que Von ait

Pi=aix ?:mI,Z,?.., mﬁ“"zj

i élant les nombres (3). .

Comme plus haut, on voit que cette propriété résulte de la suivante,
exprimée par le

Temme IV, Pour chague valewy de §==12,...,#—2 & pour lout
& > 0, on peut trowver un polynome convexe P(x) tel que Von ait

p=1I <& i=5L%..., —Li+ ..., m—2

La démonstration se fait comme plus haut pout le lemme 11, en con-
sidérant la fonction

0, dans (a, %pp.q)
%— %qx, dans (% b)

R{x) = i

Dans ce cas nous pouvons trouver ‘un polynome Q{x) convexe dans
— 00, + o) tel que Ton ait

|A—-Q| < ¢, dans (g, B),
guel que petit que soit le nombre positif &%), .

4.— Sans insister sur les démonstrations disons, pour ferminer,
gtie nous avons encore les propriétés suivantes:

I, Si o > 2 et la fonction (%) est croissante o convexe sur (1), on
peut trowver un polynome Plx), croissant dans un intervalle (a, + w) ok
@ <, % e convexe dans (—oa, 4 oo} fol que Pon ait Plw) = f(x); v =1,
Zye ooy e )

IV. Si m > 2 et la fonction f(x) est décroissante et convexe sur (1), on
peut rouver un polynome P(x), déeroissant dans wn iniervalle (— o, b)
ot b > %y of comvexe dams (— oo, o) tl que Pon ait Plug) = f(x),
t=1,2,..., # :

Ceornduti, 28 seplembre X938,

%) Voir loc, cit. {note précédente),
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