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1.

r. Considérons une fonction l(x) non-concaúe stTr un ensenrble linéaire Il'
Si E est borné nous désignerons pãf û':mirr E, a<b: max E ses

extrémités. I,a fonction l(i) est bornée sur tout sous-ensemble borné lìt
de,L qui contient ses extrèmités c, d.. De p1us, 1e nraximum de l(x) sur Et
est toujours atteint et ne l'est c1u'en l'une au moins des extrémités

c,d,àmoinsque la fonction ne se réduise pas à une constante sur Íir. 11 en

"st'ainsi 
pour toutes 1es fonctions Í(x) * Qx+ fr, a, þ étant cleux cotr-

stantes. D^'après une femarque de M. s. saÄs 1) la réciproclue est vr¿rie et

on peut énoncer la propriété suivante:
Þo* q* tø lonciioi l(x) soit n,n-concøI)e swr E il' fau1 et il su'ffit qttc'

qwel que ioit tø constønte a et le sous-ensentl¡le borné E, de E. contenunl st:s

extr¿tn¿t¿s, Iø lonction Í(x) * øx atteigne sott' m.øx'irnwtn en l'otne ctt¿ tttoi¡ts

de ses extrémités c, d.
on vérifie, en effet, que la propriété est équivalente à f inégalité de

définition

I
I
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xr Í(rr)
xz Í(xr)
xz Í@")

Zo, xt, 1rz1xs, x1, xr, xuÇE

:i

de 1a fonction non-collcave l(x).
Les fonctions conL)exes peuvent être caractérisées cle 1a même matrière,

mais il faut alors dire dans 1'énoncé que l(ø) I ax atteint son maximurn
seulement en I'une au moins des extrémités.

z. Si une fonction non-concave atteint son minimum en deux þoints
frr, xz de-E, e11e l'atteint en tout point de E compris entte 11, ør' Nousf
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1) S. Saks, O funhc'jøah wyþuhl.yck i þodharmonicznych, << Mathesis Polska r>,

VI (r93r), pp. ß-65.
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chercherons encore à énoncer une réciproclue. Nous suppcserons main-
tenant E borné et fermé et nous dirons qu'une fonction est continue
súr E si elle est continue en tout point du dérivé E' de E. Nous avons.
alors la propriété suivante:

I-ø lonction l(x) lini.e, unilornoe et continue swr I'ensetnble f ermé et borné E
e.st non-concøae si lorsqwe þowr un a, Í(x) | ax atte'int son rninirr¡,um en.

deuxþoints xr, xrde E, elle l'øtteint entout þoint de E comþris entre x, et xr.
Remarcluons d'abord clue la fonction Í(x) -f dx + ß oìr p est une con-

stante jouit de 1a même propriété. Nous tiendrons compte du fait qu'une
fonction continue s1lr un ensemble fermé atteint toujours son minimum.

Toute la difficûlté consiste en à montrer que, quel que soit øn C E'
et clifférent des extrémités de Ë', on peut trouver un o tel que le minimurn,
égal à zéro po1lr un choix convenable de B, de l(x) I ax * B soit atteint
po&r x.: ro. Ceci revient à direquepar tout poínt Ao@0, l@o\,d'ab-
scisse ro Ç E passe une droite d'appui 2) de la courbe y : l@). On sait
alors que la fonction est nécessairement non-concave.

Quel que soit I il existe une droite d'appui de la courbe de direction /,
(de coefficient angulaire r'). I,a courbe est d'ailleurs non-audessous de'
cette droite. 11 faut donc démontrer que si xsÇE il existe wne droile'
d'øþþwi þassønt þør Au.

Si la para1lèle à l'axe Ox, mené.e par Ao, est une droite d'appui, la pro-
priété est démontrée. Dans le cas contraire, menons la droite d'appui /o
parallèle à Oø 3). Cette droite contient au moins un point de la courbe
y: Í(x); soit ,4 un de ces points et, pour fixer les idées, sllpposons son
abscisse xt--- xo. Considérons maintenant toutes les droites d'appú A¡
(<1e direction i) de la courbe C représentée par y : lØ) lorsque x C E
varie dans f intervalle fermê (ø, øo) et soit C' 1a courbe représentée par

V: l@) lorsque x CE varie dans f intervalle fermé (*0, b). Tous les
points de C' sont au-dessus de toute droite /1 avec ,1 ( o. I,orsque .l
commence à croître àpartir de o, deux cas peuvent se présenter:

I. On arrive (en vertu de la continuité) à'une valeur it'>o telle que
Á1, est une droite d'appui de C. Dans ce cas, cette droite Áy corfttent
atr moins un point de C et au moins un point de C'. I1 faut donc qu.e Ao.

appartienne aussi à cette droite et la propriété est démontrée.
II. I,a courbe C'est au-dessus de /1Qael que soit l. Je dis que ceci.

est impossible. En effet, l¡est non-au-desso1ls de la droite ô¿, de direc-
tion 7, passant par la projection de ,40 sur /o. I.a courbe C' doit donc
être au-dessus de ô¡ quel que soit ,1, ce qui est manifestement impossible.

I,a propriété énoncée est donc démontrée'

3. - Supposons, en particulier, que .E soit un intervalle fermé et fini
(ø, å), nous pouvons énoncer la propriété suivante:

2) Uge droite d'appui est une clroite qui passe par un point de la courbe qui
est iituée toute eutière il'un même côté de cette droite.

8) Le lecteur est ptié de faire la figure'
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La fonctio.n l(x) linie et continue dans l'intert'ølle ii.ni cL lcrrnë (ø, b)
est conaexe si, qwel qøe soit le notnbye u, la fonclion lQ) r ux c¿lteint sou,
ntinimwm en un sewl, þoint.

f'hypothèse de la èontinuité ne peut être supprimé dans ces énoncés
pour tirer les conclusions précédentes. Considérons pour cela 1a fonction

sþ):

On vérifie facilement que g(r) ! rtx atteint toujours sorr minilnunr
et en un seøcl þoint, la fonction g(x) n'est pourtant pas col1vexe. On peut,
au contraire, substituer à la continuité une hypothèse nloins restrictive,
par exemple la semi-continuité inférieur.

II

r. - Soit E un ensemble linéaire. Je dis que .E est déconrposé en deux
sous-ensembies consécutifs E, et E, si: ro Er, E, ne contiennent que des
points de E, z" tout point de.L'appartient à un et à un seul des ensenr-
bles Er, Ez, 3o tout point de,E-, est à gauche de tout point de 8". Tout
point compris entre maxB, et minÐ, est un point de déconrposition. IJn
tels point peut ou non appartenir à l'un des ensembles -IJ, , Z-r. I1 peut
cl'ailleurs arriver que l'un des ensembles Er, E, soit vicle, l'autre criïncide
alors avec ,E'. Dans ce cas il n'y a pas de point de décomposition.

On sait que:
Si l(x) est non-concøue sur E on þectt décomþoser I'enseml¡le E en dewx

sous-ensembles consécutils Er, Ertels que su.r chøcun la f onction soit mow¡lone.
Si -8, est vide l(ø) est non-décroissante sur .E et si E, est vide l(r) est

non-croissante sur E, Ên général, 1a fonction est non-croissante sur .8,
et non-décroissante sur -É', a).

Mais, il y a des fonctions plus générales qui jouissent de la nrême pro-
priété. Nous nous proposons de caractériser ces fonctions par des inéga-
lités entre trois de leurs valeurs.

z. - De f inégalité de définition il résulte imrnédiaternent que si
l(ø) est non-concave on a

(t) Í(*r) S.maxll(xr), Í@s)1, rr< xz< xs, x1, xr, xrCE.
Mais, cette inégalité ne caractérise pas les fonctions non-concaves. I,'in-
égalité est vérifiée, par exemple, par toute fonction non-négative dont
la pème puissance, avec þ à r, est non-concave. I'es fonctions qui verifient

a) I,'exemple -E: intetvalle (o,r), l(o) : r, /{*): x pour o < tt < r flous
moûtre que .81 peut bien être formé par un seul point (de même E2). Nous con-
verorrs, bien entenclu, que toute fonction définie sur un seul point est monotone
et iudifféremme¡t croissante ou décroissante.
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f inégalité (r) peuvent être regardées justement comme 1e cas limite
poar þ * +oo.

Nous nous proposons de démontrer çlue:

Soit l(x) wne lonctíon finie, uniforme, et délinie sow l,ensetnble E. pour
qw'on þuisse décomþoser E en dewx sous-ensernbles consécwtifs 81, E, su.t,

chøcwn lø fonction étønt rnonotone, íl løwt et il, swllit que cetie ionction iérilie
lø þroþriété (r).

Nous supposons que si Er, E, ne sont pas vicles 1a fonction est non_
croissante sur .8, et non-décroissante sur .Er. Dans le cas contraire la
fonction - Í(*) doit vérifier f inégalité (r).

on voit facilement que la condition est nécessaire. rl reste à montrer
qu'elie est aussi suffisante, donc que:

Si lø.fonction l@), finie, wnilorme et défin'ie søry I'ensembte E aérilie
lø þroþriété (r), on þewt décomþoser I'ensemble E en deur sotts-ensembies
consécutifs tels qot,e swr chøcwn lø fonction soit tnonolone.

rrr' 4: + oo. on voit de ra même manière que ra fonction est n<.¡rr-croissante sur -8.
I,a propriété est donc complètement démontrée.
On peut encore remarquer [ue si dans (r) l,égalité n,est jamais pos_sible, la fonction est strictemeit monoton" 1ae"i"irrãJ" ït'irTirrurrt"¡sur les sous-ensembles de décomposition E, ei E, "t i""iprãi""ä"t.

Semínarul, Møtematic, (Jniuersitøteq Cernd.uli

3. - Démontrons donc cette dernière propriété. Soit 7a : min l@)
(E)

qui peut être un nombre fini ou - oo. Soit

()\ E È t\-/ 5l' C2..., çfr',,,

une suite depoints, d"istinctsounon, telle que Í(Ê,)*/n pour lt+æ.
Nous_ pouvons toujours supposer que la suite (z) est ou bien convergente
ou. bien tend vers f oo ou - oo. pour simplifier on peut dire qãe la
suite tend vers un point f fini ou infini. on voit d'aill"uis facilement que
si rn : - oo i1 n'existe qu'un seul point f. Trois cas peuvent se présentãr:

I. { est fini. Considérons deux points xt I xz à gauche c1e 4. On ne
peut_avoir Í(x) < l(ør) puisqu'alors on pourrait trouver w [nS y, ¡"1
que.l'on ait l$,) < Í(xr),En prenant donc øu : I non est én contra_
diction avec l'inégalité (i). I1 faut donc que lút)>l(x). On voit de ta
.mêm9 mqnilre que si ø, ( x, sgnt à droite de € oit fi|ìrf'< l(ør). Si donc
le point f n'appartient pas à E la propriété est démonìré"fi ì"it" à mo'-
tter qu'i1 en est encore ainsi si € CE. Deux cas peuvent se présenter:t' l(6) : m, ce qui n'est possible que si m estfini.burr, 

"" 
cas on a évi-

d'emment Í(x) 2l(f) pour € ) \ CE et Í(t) Sl@z) pour f < xrCE.
l,a propriété résulte donc dans ce cas aussi et 4 app.tii"nt indifféremment
à^fl o-q.¿r, z" lG) )m.Dans ce cas f ne peutèir" q.r" limite d,un seul
côté. S'il est limite de gauche (de clroite) ìn a l(ð) < lU,) pour tout
Ê { *, C E ¡l(x) >_ l@ pour tout t > *1, C El 'è;' ià 'prá;r,åi¿ 

résulte
encore,,le point de décomposition f appartenant à E, (resp. à Er).IL ð : - oo. Ce cas ne peut arrivei que si E est äoi-bãrn¿ iniérieure-
rnent. On voit alors, comme plus haut, que si xt 1 xz sont deux points
cte E on a l@t) < Í(xz). I,a fonction est ð.onc noi-décioissante sur E.
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