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1. Considérons un systeme invariable fixe Sy, un systéme in-
variable §; mobile par rapport a §p et un systéme invariable S,

mobile par rapport & §;. Désignons par

- - >

w,, W, w, les rolalions

instantanées dans les mouvements SLZ , :g_l i () et par -‘7:
SO S] ? SU 2

V,, V., les vitesses d’un point M de S, dan les mouvements (%) ,
),
(Sg S,
51/ 7 \8,
Désignons par () le systéme des vecteurs dont la résultante

générale est ;): et dont le moment résultant en M est V: Nous
considérons également les systemes des vecteurs (3,) et (Zo)

On sait que le systéme des veclewrs (X est la somme des
systémes des vecteurs (3) et (Z2) (), Cest a dire

¢)) (EBad =)+ [E, .
Ce théoréme résulte de la formule de composition des vitesses
(2) '\7“ - i?, L _\_r:

3 . ¢
et d’un théoréme sur les systemes des vecteurs: lorsque deux

Systemes des vecteurs ont le méme moment résultant en deux points
quelconques, ils sont identiques.

(") Notations du Cours de Cinémati

que par G, JULIA 2-e édition p. 48.
) Encyclapédie des Sc. Methéma

tiques, 1016, Tome IV, vol. 2, fasc. 2. p.-241.
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‘ 4 & . . - " e
fl résulte du théoréme précédent la relation important
— — —

(3) v, =, ©,
¢ nci steme Sy, on a
Lorsque le systéme S, coincide avec le sy )
o .
== ' ite
w, = 0 et par su o
W, + W, = 0.
p ents inverses
Cette formule montre que dans deux mouveme
— —_ . . "
. _ o L 0
(§9) - (%) les rotations wg et wi, sont liées par la relation (?)
S, 0 N N
wor + wp=20
Dési Wy © e 1érivé ar rapport au
2. Désignons par o'y, o', et o', les dérivees p PP

_— =

= . ’ .
temps des rotations w,, w,, w.. Dans ce travail nous allons démon
trer la formule importante

- — — — -
(4) we=w,+ 0.+ w X o,
i

Considérons les triedres rectangulaires O,y 21, O:x2y2 2
attachés aux systémes Sy et Sp. Désignons par p, ¢, r et ps, ga, 7

) — —
les composantes de w, et de w, sur les axes O, 22, O2y2, O223; les
- 7 A £ o B W
composantes de o', et de o', sur les mémes axes sont Py ¢, r,et
x4 e - "
P2y ¢z, r'a. Désignons enlin par p;, q,, ry, les composantes de w,

. —
sur les axes O, %, O,y,, Oyz1; les composantes de w, sur les
axes O,x;, Oyy1, 0127 seront p’, ¢, r'1.

— = l

Soient iy, J2y k2 des vecteurs unitaires placés sur les axes
Oz222, 022, 0222 €t a0, B, v; ay, By, 715 02, B2, y2 leurs composantes
i = . - — ——3 — —>
sur les axes O, xy, Oiy1 et Oyz,. Les pro]ect:on_s Py qiy, rp de o,
sur les axes O, %2, 02y, Os2 seront

pi= apy + Bqy +yry
Gr=cp1+-Bigityir
r=aspy+p 1+ yor.
La formule (3) montre que
P =petapi+ Bqg, +yr
9= Getapi+Bigi+yn

I'=ratoapi+Bagi+yory.

(*) G. TULIA Cours de

cinématique 2-e édition, page 56.
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En dérivant ces formules nous ayons:
p'=petap'+ B¢ +yr'v + & pi+ B g4y
(d) qg = q'z+a1p'1+ﬁ1q'1+71r'1+a'1pn+ﬁ'1q1-l—y'1r1
r'=ratap's+-Bag 14y 1t e pr+-Blagi v ary.

Le vecteur dont les composantes sur les axes 0, xy,
0; 2z, sont

ap1+B9 1+yr'1y  ap's+Bg iy, a2 p" 1+ Baq’ 1+ yary
a les composantes p'y, ¢'y, 7y sur les axes 0121, O11, Oy z,; Cest

—_
donc le 'vecteur w’,.
Les formules (5) montrent que

O2y>,

(6) &=, 0

.
ou 2 est le vecteur qui a sur les axes O2x2, O2%2, O:2, les com—
posantes

L=a'py 4L g1 +yr
(" &, =a'1pi+81q1+y 1
= aop1+B'aqi4-var.
Mais on sait (1) que

)
di, — - - —
qr Y =Taa— ks

d_; - — —
dr =X ja=poks—rsi,

dk, — - - —
dr =X 172=92 le—pa s

En projetant ces formules sur les axes O
avons

1%1; 011, Oz nous
o'= ozlrg—c:gq-_a 5 cz’1= ag_pg——arg; 05'2:. Qe — oy D3
B'=Pir ——B‘.’f[s; B'y= 132}72—* ﬁf'zs Blo= ﬁq: —Blpz
TSN— 0 Yi=ppi—ar; e Y2==71Pe-

En introduisant ces expressions dans les formules (7) nous
aurons

Qe = pi(ayry —age)+q, (Brre—Bage)+ri(yirs —2¢)
, =py(2:pp— @73) +qi(Be ps— Brs) +rilyspe—1yrs)

_— & =p1(ags—a;p,)+ (B2 —B1 p)+ ri(yge—v1p3)
(*) G. JuLiA cours de cintmatique 2

~-e édition, p, 33,
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ou bien

Q, = 1o pi7a +uBitriv) — g proz+qiBetriye)
Q, = pu proa+qiBeHriy)—re( pra+ ¢ B+11y)
Q, = q:(pre+q B+ 11y) —pa(pretq1By +7riy1)

ou encore _ —
Qo= q1ir2—T1gz

Q, =rpe—p17:
Q, =p1g—q1 Pe.
= . -

Ces formules montrent que @ est le produit vectoriel des
vecteurs qui ont pour composantes sur les axes Oy, Os¥s, 0222
Pisqis Ty €L Py, @y, 1y, Cest & dire

—_ s of —
Q= We X w,.

IEn revenant a la formule (6) nous avons

ot T TN
u).,=m,—|—u)g+we><w,

et par suite la formule (4) est démontrée,

Note. JVadresse mes remerciements chaleureux a M. le Profes—

seur V. Viicovicl qui a bien voulu me signaler la démonstration
suivante de la formule (4).
Considérons trois triedres 'I';, Ty, 'I'y en mouvement, 'un par
v L) roa = . .y
rapport a T'autre, et désignons par wy la rotation du trisbre T, par
rapport au triédre 'I'y. On a alors la formule

— — —
W12+ w3 +wy =0,

qui coincide avec la formule (3), et que M.le Professeur V. VaiLcovici
a recontré dans un travail recent (%).

On peut écrire la formule précédente de la fagon suivante
—_ — —
w21 = a3 + wy,

et en dérivant par rapport au temps,

(8) D;‘r’zx = Dl.(;;28 + Dlabai

) ] .4 ’ ’
ou d Une maniére geénerale, D
au triedre T,

nous avons

: représente la dérivée par rapport

§carea relativi.
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Mais on sait que
— —_ — —
D23 == Dytrz3+wg1 X wzs.
En remplacant cette expression dans la formule (8), noug
avons '

— — — — —
(4" Djwz1 = Diwsi+Dyong 4 w31 X g
qui est justement la formule (4),
—>
Il est & remarquer que dans la formule (4'), Djwy estla dé-
. - : oy . e
.rivée du vecteur wg par rapport au triedre T, tandis que D,w,g

—_
est la dérivée du vecteur w,; par rapport au triédre T.

. e ——

|




