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Cj 1 I C1 2 J • • • I C1 k 

se nume~te un ~ir partial al lui (1). E clar ca un ~Ir (1) cu m termeni 

l?irul 
2. Fiind date numerele naturale i1 < i2 < ... < ik ~ m; 

- Ct 1 - C2 1 • • • 1 - Cm 

este resp. descrescator, necrescator, etc. l?i reciproc. Putem dec:i 
lua ca tip de ~ir monoton, ~irul descresc<'itor. 

Evident ca sirurlle crescatoere ~i constante sunt cazuri par­ 
ticulare ale sirurilor nedescrescatoere. Daca sirul ( 1) este crescator, 
nedescrescator, etc. ~irul opuselor 

i=!,2, .... m-1 ti c, > , > , = , L. resp. < 0 

de m numere reale. Daca toate difereniele 
ilc1 = c1 -j-1 - Ci , i = 1, '2 , •.• , m - l 

sunt de acelasi semn sau nule se zice ca sirul (1) este monoton. 
Mai precis sirul (1) se zice crescdtor, nedescrescdtor, constant, 
necrescator resp. descresciitor, dupa cum avem 

(1) 

JI cxlste un nornbre nalurel Nn tel que de Lonie suite tie uornbres 
reels ayant au rnolns Nn lermes on peut extraire au moins une suite par­ 
lietle monotone de n terrnes mais, on peut construlre une suite ayant Na - 1 
lermes dont aucune suite partielle de n termes n'est monotone. On demootre 
que Na = S et (n -1)2 ·< N < ~ n J La valeur exacle cleNn resle a trouver 
(~gale, tres probablemeot, a (n-1)2+ 1). 

1. Sa consideram un sir finit 
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Arlfcolele ~i oolele trlmise trebue sii fie originate. Ele se pub1Jca In 
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articole, note ~i de paragrafe cu o Unie ondulata , aceste lnsemnarl sa fie 
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se Ia ca model, pentru aranjare, chestiunile aoaloage publicate in revlsta, 
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1 A ~ 2 A in loc de T ~i .:g:: A ln foe de A 
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nedescrescator :;;i 
(I) c<il (i) 

C1 , 2 , • • · , Cn-1 

c(1+1) cU+O cU+tl , - 0 1 1 
1 ) 2 ' ••• ' n-1 ' 1 - ) ' ••• n - 

Urmatoarele doua cazuri se pot atunci intampla 
a) Existti printre :;irurile (5) doua eel pufin, de monotonie 

opusii. 
Fie de ex 

(5) 

ceeace e absurd. 
Din teorema precedenta putem deduce urmatoarea 
T eorema 4. Grice sir de (eel putin] t11 ! termeni are eel 

putin un sir partial monototi de ti termeni (11>-3). 
Fie sirul (I) cu m = i11 ! Vom demonstra teorema prln 

Inductie. Proprietatea e deja demonstrata pentru 11 = 3. Sa pre­ 
supunem ca ea e adevarata pentru n - 1 :;;i sa aratarn ca va fi 
adevarata ~i pentru ti. Daca punem k = f (n - 1) ! , fiecare din 
sirurile 

(4) c1k+1 , c1H2, ••• , C(1+1)k, i =O, 1 , ... n-1 
confine prin ipoteza, eel pufin un :;;ir partial monoton de n - 1 
termeni. Din :;;irurite (4) sa scoatem deci :;;irurile partia1e mono~ 
tone de 11 - 1 termeni 

sau 

C1 , C2 ' Ca ; C2 ) Ca ' c, ; Ca ' CJ ' C5 ; C2 ' ('~. ) Cs ; C1 1 C2, C4 

trebue sa fie monoton. In cazul contrar ar trebui sa avem 

(c2-c1)(c:i-c2)....;:: 0 (c,1-c2)(c~. -c:i) <O, (c"-c2)(c5-c4) <O 
(c·1-ca)(cs-c4) <O , (c2-c1)(c4-c2) <:o 

3. Se poale pune acum Intrebarea daca un sir oarecare ( 1) 
confine slrurl par\iale monotone de eel put!n trei termenl. 

Vom demonstra pentru aceasta urmatoarea 
T eorema '.J. Grice sir (!) de (eel pulin] cinci tertneni are 

eel putin un sir partial monoton de irei termeni. 
Intr'adevar, eel putin unul din sirurlle 

ilc3 p .r + ~Cr+i + .... +ilc •. r)=( Cs+1 - c,)(cs-cr)<o 

care e in contrazicere cu (2). 
Cele ce preced demonstreeza complet teorcrne (2), 
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daca s > r+ 1. 

Daca s = r + 1, avem 

A Cr A Cs = (er + 1 - Cr)( Cr + 2 - Cr + 1) < 0 
care e in conlrazicere cu (2). 

Daca s > r + 1, avern 

Sa demonstram acum teorema 2. Condl]la este evident ne-. 
c:sara dupa teorema 1. Sa demonstram ca ea este :;;i suticienta. 
Sa pre~upunem ca (2) este satisfacuta, oricere ar fi i L j L k -s m. 
Daca sirul (1) nu ar fi monoton, sirul dfferentelor 

(3) A c1 , A c2 , • . • , Ac m _ 1 

ar avea eel putin doi termeni diferltt de zero :;;i de semne con­ 
trare. Fie A Cr primul term en =fa O in . (3) :;;i A Cs , s > r primul 
_terme~1 =/= 0 :;;i de sernn contrar cu Ac,. in (3). Avern A Cr A Cs < o, 
rar prm construcna Jui s 

A Cs A Cf L 0 1 i t + J + 0 =· ,r "'-, ... ,s-1 

(2) 

" . T eore11Da ll. Condiiia ttecesatti si suficientii ca strut (/) 
s~ fie monoton este ca toate sirurite partiate de trei termeni sa 
fie monotone. 

Pentru sirul partial Ci , C; , ck , i <) < k, conditia necesara 
:;;i suficienta de monotonie este 

sa fie crescatoare, nedescrescatoare, etc. 
D~ca consider am monotonia far a a specifica sensul ci, aj ungem 

le urmatoarea 

i = J, 2, ... rn - l 

are (J:) slruri partiale cu k termeni :;;i in total s= - 1 sirurl par» 
[lale cu un nurnar oarecare de tcrmeni (flecare Ierrnen ci for­ 
meaza el singur un slr partial). 

Avem proprietataa aproape evidenta. 

Teorema 1. Dacd strut ( /) este cresciitor, neaescrescator 
etc. orice sir partial (evand eel putin 2 termeni] este deasemene; 
crescdtor, nedescrescator, etc. 

Recipr_oca teoremei este banala. Insasl deflnljia ne spune ca 
pentru ca srrul (1) sa fie crescator nedescrescator etc e n . . . . . . , . . ecesar, :;;1 suficient ca sirurlle partiale 
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