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Despre sirurile monotone
pE TwsEriu Poroviciu
It exfste un nombre naturel Np tel gue de {oute suile de nombres
ayant au moins Np termes on peut extraire au moins une suite pars

3! onotone de 7 termes mais, on peut construire une suite ayant Np— 1
termes dont aucune suite partielle de n termes n'est monotone. On demontre

gue N3 = 5 et (n—1)* <N <~: 11 La valeur exacte deNp reste d trouver
(égale, trés probablement, a (n—12+1).

1. S& considerdm un sir finit
/ Ci, Cay C5, + v s« Cy
m numere reale. Dacd toate diferenfele

Aci= ci+1—¢ , i=1,2,...,m—1

nt de acelagi semn sau nule se zice cd sirul (1) este monofon.
precis girul (1) se zice crescdtor, nedescrescdtor, constant,
scitor resp. descrescdtor, dupd cum avem

ey > , =, =, LTesp. <0, 1=4,2,....m—1

- Evident cd sirurile crescdtoare §i constante sunt cazuri pars
ticulare ale sirurilor nedescrescdtoare. Daca sirul (1) este crescétor,
rescdtor, efc, sirul opuselor
=@y Gy v e iy T M
. resp. descrescator, necrescétor, etc. si reciproc. Putem deci
ca tip de sir monoton, sirul descrescdtor.

2. Fiind date numerele naturale iy < iy < ... << = m;

.cii » Cig y «vvy Cig

numeste un sic parfialal lui (1). E clar cdun gir (1) cu m terment
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are (T) siruri partiale cu £ termeni §i in total 2= — { siruri par-
fiale cu un numdr oarecare de fermeni (fiecare termen ¢ fors
meazd el singur un sir pariial),

Avem proprietatea aproape evidentd.

Teorema 1. Dacd sirul ( 1) este crescitor, nedescrescitor,
efc. orice sir partial (avand cel pulin 2 termeni) este deasemeneca
cresedtor, nedescrescdtor, efe,

Reciproca teoremei este banald. Insdsi definifia ne spune ci
pentru ca girul (1) si fie crescétor, nedescrescdtor, etc, e necesar,
st suficient ca sirurile partiale

&, Ct41 , i=1,2...m—1
sd fie crescdtoare, nedescrescdtoare, etc.

Dacd considerdm monotonia firs a specifica sensul ef, ajungem
la urmdtoarea

Teorema 2. Conditia necesar $i suficientd ca sirul (1)
sd fie monoton este ca toate sirurile parfiale de trei termeni sg
Jie monotone.

Pentru sirul partial ¢ , G, €[ <<j < k, conditia necesars
si suficientd de monotonie este
(@) (6 —e)ley—e) 7 0

Sd demonstrdm acum teorema 9. Condilia este evident ne—
cesard dupd teorema 1. S& demonstrim ci ea este si sulicientd,

Sd presupunem cd (2) este satisfdcutd, oricare ar fi i = j .~ k — m,
Daca sgirul (1) nu ar fi monoton, sirul diferentelor

(3) ACI)ACQ)'-';ACL“‘-I

ar avea cel pufin doi termeni diferifi de zero si de semne cons
trare. Fie A¢, primul termen =£0 in (3) sides, s> r primul
termen == 0 si de semn contrar cu A ¢, in (3). Avem A¢ Ay <o,
iar prin constructia lui s

Ac,Ag 20 Pt pil 2 e e o
dacd s > r-+1.
Dacd s =r + 1, avem
*-\CrACs=(Cr+1—cr)(0r+2—0r+x) <0

care e in contrazicere cu (9).
Dacd s > r + 1, avem
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36, (47 Ao -+ - 0=t ~ et <o

care e in contrazicere cu (2). )
Cele ce preced demonstreazd complet teorema (2).

3, Se poale pune acum intrebarea cla‘cﬁ un sir oarecare (1)
confine siruri parfiale monolone de cel ptitm trei termeni.

Vom demonstra pentru aceasta urmétoarea \ .

Teorema 3. Orice sir (1) de (cel putin) .L‘ffIL'i termeni are
cel pufin un sir partial monoton de tf"e;! .termem.

Intr’adevdr, cel pufin unul din girurile
Cs3 Cp , Oy C

CJ.JC")C.'}; C'J)CRJ y Ca3 C, Cpy C35 Cpy €4y

trebue sd fie monoton. In cazul contrar ar trebui sd avem
(ca—ci)(es—c)<< 0, (e—cy)(c, —cy) <O, (C4—'C_‘.'-)(C5_C4) <0
(ct—ay)les—c) <0, (ca—ey)(cs—cy) <O

gau L
[(co—cy)(ca—ca)(cq—cs)les - co(cs—ey)]* <O

ceeace e absurd. u

Din teorema precedentd putem deduce urmétoarea
; N ; W

Teorema 2. Orice sir de (cel pufin) —n ! termeni are cel
pufin un gir parfial monoton de n termeni (n>=3).

Fie girul (1) cu m= gn! Vom demonstra teorem:t prin
inductie. Proprietatea e deja demonstratd pentru n = 3. S4 pre~
supunem c# ea e adevdratd pentru n— 1 gi sd ardtdam cd va fi

5 : 3
adevdrata si pentru 7. Dacd punem k= (n —1)!, fiecare din
sirurile
(4) BTl Chbg ¢ » -y B0E » 1=0 , 1, c... =1
confine prin ipotezd, cel pufin un gir parfial monoton de n—1
termeni. Din girurile (4) sd scoatem deci sirurile partiale mono~
tone de n — { termeni
(B)  cfito | it

Urmadtoarele doud cazuri se pot atunci intampla |

a) Existd printre sirurile (5) doud cel pufin, de monotonie

opusd.
Fie de ex

i Ol i=0,1 5 sss 1

i (i)
gl el e ol

nedescrescétor si
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(i) :(j) L)
('I ) L'Q, R
necrescdtor. Se poate presupune [<j
Dacs o, < el sirul

e ol ol

(j)
b G ) n—1 s ‘G

e de n termeni, e un sir partial al lui (1) si este monoton

Daci ¢, ~ il sirul de n termeni
(i) (i) (1) (i
Bty G e Cn—t

¢ monoton §i e un sir extras din (1).
b) Toate sirurile (5) sunt monotone de acelasi sens. Putem
presupune cd toate sunt nedescrescdtoare. Dacg acum existd un

[ astfel ca c,(,”ﬂ < cf,ii}) atunci girul de 7 termeni

cli) cli+1)
n—1

() (i)
C1)02)°'-’ Y -n=1

¢ monoton si extras din {1). In cazul contrar ftrebue s avem

ciz')—i = Cffir}) yi=1,9 ... » 1 — 1 si sirul de n termeni

"S.r’)—x 5 Cx')j—r Seae 4 5 g
este monoton si extras din (1).

Teorema 4 e complect demonstrats,

4. Rezultd din cele ce preced cd existd un numdar N, astfel
ca orice sir avand cel pufin N, termeni confine cel pufin un sir
parfial monoton de termeni, dar existd cel pulin un sir (1) cu
Nn — { termeni care nu confine nici un §ir parlial monoton de
N1 termeni.

Teorema 4 ne aratd cy N < ‘g/z ! Pe de altd parte sirul
=1, n—-=0 Jelia 2l s LM l— 3; ceewy Iy 31— 3
Sn—4y 05201y, (m—1)% (n—1 — 1, .. y (1=2)n—(n-3)
de (7 — 1)? termeni nu confine nici un gir partial monoton de n
termeni. Rezultd cd& N, > (n — 12

Numadrul N, este egal cu 5 pentru n =3, Ar fi interesant
de determinat valoarea [ui pentru n oarecare, E foarte probabil
cd No=(n—1)24 1, acest lucru rdmane insg de demonstrat,

Se mai poate pune problema determingrii numdrului minim
de siruri parfiale monotone de n termeni cari se pot extrage dins
t'un §ic avand un numdr dat m >N, de termeni, E usor de
vazut cd acest numdr este cel pufin egal cu
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[{"_‘,‘Z&A] o

o s X i ro

de [¢] insemneazéd ca de obiceiu, partea intreagd a lu" ’ Elpl .

;)mb'? & numdrul despre care vorbim este egal cu minimul lui
abil ¢

R le (An—1]
(ﬂl} + (IZ ) to Tt n
cand intregii A > O verificd relafia

Mttt rar=m

Acest numdr e egal cu

m—r m+n—r—1)
(n—1—1r) (}11—1] iy ‘ n-1

n 1

cand r este restul impdrtirii lui m prin n — 1.v Pl
Se poate ugor constata cd problc?ma p.usa a'{md e; fv ‘ e(r_
lentd cu o problemd de analizd combinatorie. Fiin . a aru Ede
mutafie a primelor m numere natur'file, e‘ vorba c‘a ev?ar?du_$i
n termeni existd in aceastd permutatxevcan termeni, pds rvt .
locul lor siformeze o succesiune crescdtoare sau descrescidto

Observare. Problema extragerii de giruri partiale mc()inofjo‘r(l)i
se poate pune si pentru girurile infinite de numere. Sel v‘enﬁenif$i
cd din orice gir infinit se poate extrage }1n $tr part‘l'a dx il
monoton. Problema nu trebue consideratd insd (‘_'a ffm epuhlite
astfel. Problema ar trebui examinatd §i peniru 'slrurlle transfi
de un numdr ordinal (transfinit) dat de termeni,
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