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on a ìi, 0 si et ¡eulernrrit r;i att lltcirls I : I tlcs r:ociiicietrts ¡, sottt

¡rositi[s et ott a alots tiúc,:ssAìt,ltl,:ttt '),, - 0, ì, , (), , ì,-- r ;-- 0-

Désiqnorts rìrajlìtriltnt par U (,,, ,i,,. , ,\,r ,; Ï) Ie cl,:tcrlttirttlrt

c¡Lr'oit olttic¡it tlc V (t-,, r,,, , \,,-: r) lr)t':ìrlt!'orì l ttlìl)i:jc' 1,,':; ,iiúttltL.tis

.ri' I p:rr f'(r ) i.t:slltctivctilctlt, Ctl a alor:l

\/ (,t,,, -Ti,,, ., -ii, 
t,r) 

U (,';,,, -r,,, , ii,, 
F, ;./)

Vr (,r¡r, ,,,, , -y,,, l,r) l,-i¡,, .\,.,, ., -\r,, 
i_¿i 

i' l --.

.Bt,ri_.t (V (/,,t,,,, . .,, t,,.r,.,i) u (1r, f,, ,,t,,2; i))

A (/, g) : )-l I ',,, /(,;) .e (rúr),
¡ -. I j. I

clairs lc charltps cles fouctiorls /, g tlétirlies sur les 1)oints (l), cherchons

les conclitiolts potlr qtte l'ott ait

(21) A (/, -s) -:= 
0'

pour tout cotr¡tle clc tle trx fonctions /, !. trot't-condavcs d'orclre n sur (1)'

Illatrtcl,abot.r-lqttecetteinégalitésoitvérifiéesi/resp.gestutt
polynorue cle clegré /¿ et,,3 resp. .f une fonction llon-colicaVe d'orclre n,

On trouve clotlc les coltclitions nécessaires

(22) i\ (-tr, l) : A(T, ri):0, i:0, 1, ' ,tt,

oir./ est une fottction llol.l-collcave d'ol'clre lt quelconqtte'

Retttarclttotls qtle

L.tnme 3. si A (1) c.s/ Ltnc f 0ttctionnellt, littt:uít't' c1 si A (l) - 0

¡tour toLttc f ottcttott ,iro,r-r u,,'u't' d'ordrc n, cettc ttp'aLitö est vëri¡ itta

iderúiquente rú par touti: f ottt:tiort (c'esi-à-clire que la lonctionnelte A (/)

est nulle iclentiqtrement)
En eftet, cle A (- r) -= - A (/) il résulte que A (/) s'annLrle atrssi

¡torrr toute lonctioti llon-corlvexe d'orc1t'e lt. Mais, toute Tonction/(x)

sur (l) est la cliliér'cnce clc clettx toncticlns llt)11 -collcave d'orclre n (ou la

sontilte cl'Urte IonCtitltt non-CoucAve et tl 'ttne fOnCtion non-COnVeXe

cl'orclre n). D'oir la ¡rropriété.
N¡us pottyotts clolrc cliLe que lcs égalités (22) sont vér'itiées identi-

rluentertt par rapport à la fonction
D'aUtres cottclitiorls trécessait'cs poul i'inégalité (21) sont

(23) A(./,,+, ,,Íì*,,¡)lì0, i, i:7,2, .'ttt-tt' 1.

Orr voit facilement tlue les conclitions précéderrtes sont attssi suf-

tisantes.
En eÎÎet, cot¡pte teua¡t cle la fornlule (11), o¡ tfout¡e, si /, g sottt

non-concaves cl'orclre ll'
tlt:tr I t¡t-lt-l

Ã (1, s ) : I )-ì (r¿+,¿+r - .r-¡) (x¡a,,+,' 
";) 

li,r' (/) l', r r(s)
l:l j:l

A (r ,i*r,¿, ./,,'*,,¡)ì o.

ì:niin, potlr qtle l'inégalité plus précise

(24) A (1, g) '' 0'

soit vériiiéc par t(-)ttt couple tle cleux fonctiorts cr)llvexes cl'orclre ll, il
laut et il suffit de plus qtte

(25) A (xn+t, 'tt-t) '- 0'

Ell eÎ[et, A (xtl+r. g.) est une fonctiottnelle ]inéaire de g et on a

A (x,+t, g) > O pour toute fonction convexe cl'orclre n, g, d'après le

[,r-r, l,,. , xr.,.,;fl
LJ(.r",, r,, ..,:t,t_,,,; .i')

V(.r,. .r,,,, . .. .'.',.,,)
l

I

I

Tetltnt coutltir: cl,.l l'erpr essiorr (1 tì) tlcs 1lol1'tt,'r,lres ortltogrlttattx,
rirt trouve, en sttl)l)os¿tttt ì-, -- (1, ò,,:r4'.),

(ls) \' ò,, ìì,,,, B (P,, rr i ) .-
I

! lt 1l, tl, l) ¡,, i.z

. lt .t Iu l.!

8,, 8,,

- lll. p.
' tl' tJ

Qt i 2)l

et on obtient le

T he or ì m e 2, Si B (1 ) cs/ tt tit f o ttc i i o tut c l l,' l i i t tt tti t' t tt tt tt- ¡t tt.t: Lttl i v c

telle tTue'),,1-r-- 0 c/ sl [',,,, rsl La polT'tiotttc oì'lito.tltttttrl (ei rtoLlrral)

tle tlegrë t t, 7 t:orrcsltottditttt it c.ettc.fottcli0¡tittlla, ()tt u

(19) lì (P,,,.r. /') . : 0, t'e sp, ) 0,

p0Uf toUte f onCtÌOtt ttO¡i- CotttO l,l I t's/). ccttvrJ:(t J.'ot'tlrC lt ,srll' 1¿.s

points ( 1).

Pitts exttct¿tttcttt, lt:.;,.'liltt r,"¿,¡r; il!),\ ti,:;i ¡:t't:;:;iitlt', ¡l¿rt.5 li'.

Cltutttps tlas lOnCtioi¿.ì /ÌL)/t C0it.Cott.'S t.!'ot',itL'tt, (lltL' :;i itt.ittttCt¡i)/1 s¿

rtduit ti utt poll,¡¡,tltte tlt: dt:t1t tt l1 'ì1¿l' /i','ì l.tttirri,: ('1) tt!t:tliltt t',:ll t',r/ i ('.';-

pontletú tles co'i'.1 icicitís p- Itott ttit'::,

D¿us le czrs pat licttliel'oir '\ (¡) csi tic ia i, ,trllt: IJ (P,, t-, ,i') ori a iltt

établir ì'ì¡ógalitó r,ìircetcttit'iti,;ì l'aiclt: tit'(13), sttts ertlpit-ryel'lcs corttli-
tions (4) et ([ì) trotrvtles 1l1tts ltatti.

Il csi évitltit i tltt'rrt.L ltettt t'ciillllacer cl¡,trs (l()) tc llrlli'11(l¡1,. 
tr,, 

r, ¡l3l

cPu,1, c étliitt tlltr.' cortstaltte prtsifiv,:.

4. - Consiclt-1r.t.rtts ltlairttettant ttllr: fotlctiotltttllc bililléalre

(20)
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9. - Une combinaisons linéaire de polynomes de degré n et d'un
nombre fini de fonctions de la fortne '?n+t,). est dite une fonction ëlë-

mentaíre d'ordre n. Pour le moment nous supposons n ) 0. Une fonc-
tion élêmentaire est donc de la forme

(35) P (x) - t ,,'r, * ,, ;, (x)
i:1

oit u{I, ( À, { . .'-)',,, 1lt.
Les polynomes de degré n et les fonctions ?n+t,r sont des fonc-

tions élémentaires d'ordre n particulères. Remarquons que toute fonc-
tion élémentaire d'ordre n (> 0) est continue dans [a, Ó].

Lemme 6. Pour que la fonction élementaire d'ordre n (35) soit
non-concave d'ordre n dans [a, b] i/ fout et il suffit que les constantes
c, soi e nt tto it- nó gat tv e s.

Les conditions sont évidemrnent suffisantes. Montrons qu'elles sont

aussi nécessaires. Si nous désignons la lonction (35) par 'f (x) et si nous

prenons les points x1, x2, , x, , tels que

Considérons les fonctiof,s ?,+r , , (x) définie par la formule

(82) ?,,*,, 
^ 

(x):(fa-1i")"- (U:tltl-_1){,-i),,-', o-1.). .b,

en supposant n ) 0. Cette fonction est donc nulle dans l'intervalle

[ø, ).] et se réduit au polynorne (x - À)" dans I'intervalle f)., á1. Nous
complétons la définition pour n :0 par la suivante

,e,,, (x): 
{ ?: ;,ií;lì

Nous avons la relation de récurrence

(33) ,?n+1,).(x):(x-L)9,,,, (x).

Lemme 5. La Jonction ? ,+1, .. est non - nëgottve et (n I l) - fois
monotone dans I'itúervalle la, bl.

Le signe de ?n+,,,. .st éviclent. Pour démontre la monotonie il
faut montrer que

(34) Lx, xr, . . . , xt rti ? r, r,,¡.] Þ 0,

quels que soient xr{xr.7,.. { xr+r et k: 7,2,...,nï7.

Nous allons procéder par induction. Supposons la propriété vraie
jusqu'à n et démontrons-la pour n.

Si xo*, ( À, la différence divisée (34) est nulle.

Si x, )À et k:ttl l,la différence divisée (34) est encore nulle.

Si x, ) ), et k -{ n nous employons Ia fornlule

lx, x,r, . ..) xtr*ti (x - ).)"1 .:
k

f-ì:f tr,,xz, .., x,_,;(x ,.)" Á.+¡-l](r,*,-).)-l- (rl -À)tr-Åi: I

qu'on déduit facilement de la formule de Lnreurz donnant la dilférence
divisée du produit de deux fonctions 7).

Si x,{À 4 xx+r nous employons la formule cle récurrence

fxp xr, . . , xt +i ?,r+ r,,¡.1 
:

(x¡,+r-)')Lxr,x3, .. ., xk+t;?,,, j) + (À-_x,)[x,,xr,. .,x¡,i?u,11
x¡;+ t - xt

qu'on cléduit de la rnême formLrle de LEreNrz appliquée à (33).

z) loc. cit. z)

I
¡
I

I

I
¡

),,_,{ xt{x"1 ...1--Tr+r{)',1xu*ri).,,, 1 (À,, : rl , ìr,r Lt) ,

i

nous avons

lx, xr, ., r,,-r,f, - G,-ùi#) > 0.

On voit facilement que pour qu'un polynome de degré n soit

non-négatil et (n 11)-fois monotone dans fa, Ól il faut et il suffit que si

on ordonne ce polynome suivant les puissances de x - o, tous ses

coefficients soient Þ 0. Nous en déduisons le

Lemme 7. Pour que lo Jonction ëlëmentaire d'ordre n (33) soit
non-ntlgativeet(n + 1)- fois monotone dans I'intervallela'bl il faut
et it suff it que les constantes c, soient.-.10 et que Ies coeff icients '¡, dtt

polynome

P(x) -ro 1 r, (x-a)+. .!^(,,(x - a)"

soient aussi non-négatifs.
Dans le cas des fonctions definies sur un nombre fini de points

nous avons déjà rernarqLré que toute fonction non-concave d'ordre n

est de la forme (9) avec des coetficients c, non-négatits. Le polynome

P (x) de cette formule peut aussi s'écrire

P(x) - P(x,, xr' , ., iu.,,;,f ìx):
IL

:f (x) i lix,, xr, .., x¡.r;Il(x-x,)(x -*r)...(x- x¡).
i:. l

l.

I

I

I

I

;
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D'ailleurs, si les conditions (64) sont satisfaites par / non-concave
d'ordre n, elles sont satisfaites identiquement pour toute fonction / con-
tinue dans [a, á]. Cette propriété résulte du lemme suivant.

Lemme II. Si A(f)esf unefonctionnellelinéaire ¿f slA(f):0
pour toute fonction continue et non-concove d'ordre n dans larbl, on
a cette même égalité A (tl : 0 pour toute fonction continue donsla,bl.

En effet, de A ( - Í) : - A (/) il résulte que l'égalité est vénfiée
aussi par toute fonction non-convexe d'ordre n. La propriété est donc
vraie aussi pour toute lonction qui est Ia somme d'une fonction non-
concave et d'une fonction non-convexe d'ordre n. Or, toute fonction
continue est la limite uniforme de fonctions qui sont des tels sornmes
(des polynomes par exemple). D'où la propriété.

La nature des conditions (64) est donc précisée.
Le lemme 4 nous montre que les conditions r

(65) A (?n*,,1,, 9na1,,,) à o, a 1\ 1 b, a 11:. 1 b,

sont aussi nécessaires pour l'inégalité (63).
Les conditions (64), (65) sont aussi suffisantes. Pour le voir il

suffit de construire les fonctions gn correspondantes à f et à g suppo-
sées continues et non-concaves d'ordre n dans fa, á]. Soient þ'^, þ') ces

fonctions. On voit d'abord que

A (,h, +,;)>0
'et ensuite

lim A (,þ'^,, ,þ';,,) : A(Í, +';,,), lim A (1,,þ';,,) : Aç, Ð .

mt -)æ m" -)ø

Pour que I'inégalité plus précise

(6ô) A ("f, g) > 0

soit vérifiée par tout couple de deux fonctions convexes d'ordre n, il
est nécessaire de plus que

(67) A (xn*t, ¡çn+t) ) 0.

Cette condition est aussi suffisante. En effet, si (64), (65) et (ô7)
sont satisfaites on a

A (xn+r, g) > o,

pour toute fonction €r convexe d'ordre n, puisque la fonctionnelle
linéaire A (xn+t, g) de g vérifie les conditions (48), (a9) et (57). g étant
une fonction convexe d'ordre n, la fonctionnelle linéaire A (f , g) de f

NorES suR LEs FoNcrroNs coNVEXES D'oRDRE supÉRlnuR (lx) ll7

vérifie aussi les conditions (48), (49) et (57). On a donc I'inégalité (66)
si I est aussi convexe d'ordre n.

Enfin, si les fonctions /, g ne sont pas continues, en voit que les

résultats subsistent. En effet, f*, g* étant les fonctions (30) correspon-
dantes, on a d'abord

A (./*, g*) > o.

d'oir

A(lg*)>0.
La lonctionnelle linéaire A (/, g) de g nous montre alors la

propriété.
Finalement donc
Thëorème 15, Pour que I'inëgatité (62) soit vërifiëe par tout

couple de deux Jonctions nzn-concaves d'ordre n dansla,bl,il faut
et il suflit que Ies conditions (64), (65) soient satísfaites.

Pour que I'inégalité plus précise (66) soit vë.rifiée par tout couple

de deux fonctíons convexes d'ordre n duns [a, b], il faut et il suffit
que les conditions (64), (65) et (67) soient satisfoites.

Si les conditions (ô4), (65) et (67) sont satistaites et si g est une

fonction convexe d'ordre n donnée, on trouve les conditions sous

Iesquelles

A(/,g):o
pour une fonction non-concave d'ordre n, comme plus haut, en consi-
dérant la tonctionnelle linéaire A' (1, g) de f

20.- Les résultats du Nr. 5 peuvent se généraliser immecliate-

ment. Ce que nous avons établi jusqu'ici nous permet d'énoncer le

Théorème 16. Si B (f) esf une fonctionnelle linéaire non-négative
telle que àn+r ) 0 et si on considère les polynomes orthogonøux (et

normaux) (/6) relatifs à cette fonctionnelle, on a

n

(68) B (/g)Þresp. t x B (P,/) B (P,s),
r:0

pour tout couple de deux fonctions non-concaves resp. convexe d'or-
dre n dans I'intervalle la,bl.

Cette propriété résulte d'ailleurs immédiatement de I'inégalité

BuBr, ...Brr*r(U (f1, f2' . .,tn+zi f)U (tt,t2, ,tn+2;g))>0'

En particulier, on peut prendre Ia lonctionnelle positive (61). Dans
ce cas, si p (x) reste plus grand qu'un nombre positif fixe, on peut affir-
mer que l'égalité dans (68) n'est possible, si I'une des fonctions egt
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convexe d'orclre n et I'autre non-conçave cl'orclre /¿, qtle Si cette dernière

se réduit à Lrn polynome de degré ll dans l'intervalle ouvert (a, b).

Prenons le cas particulier p (x) - 7, a - - l, b :1' P, sont

alors, à des facteurs constants positifs près, les polynontes de LBçeNone

(ô2). On a

P,: l2r;- 
t x,

et noLrs dédLrisorts le

Théorème 17. Si X0, Xr, ., X,, sonf les polynorttes de L¡c¡nrRe

tlc degrés 0, 1, . ., n, on o l'inégaliré

NOTES SUR LES FoNcrroNS coNVEXES D'oRDRE suPÉRIEUR (lx) II9

I

+r

b
I

-u

I

I
-+ù

I

Théorème IB, Toute fonction bornée et ayont au plus des dis-
continuitës de première espèce dans la,bl, vérifie l'inégalttë t7)

(70) B ç')= É [B (P," Í))' ,

r:0

oitR (f) etP, ortt la ntême significatíon que dans le théorènte 16.

c'est n'est autre que I'inégalité de Bnss¡l correspondante au déve-

loppement de la lonction / suivant les polynomes orthogonaux et

normaux Pr.
Dans certains cas on peut àffirmer inunédiate¡ent que l'égalité

dans (70) n'est possible que si / se rédLrit à un polynome de degré n.

Il en est ainsi, par exemple, si /est supposée être continue et B (/) est

de la fornte (61) avec p (x)>'¡ )0, dans [4, Ó1.

S 5. - Sur quelques limitations d'une lonctionnelle linéaire

22. - Considérons une f onctionnelle linéaire A (/). Dans ce $
nous supposefons toujours que cette tonctionnelle vérjfie l'égalité

(71) A(1):0,

donc qu'elle ne dépencl pas d'une constante additive de /.
Il en résulte que si !2 est l'oscillation de la fonction / (là ou elle est

clétinie), il existe une constante M, indépendante de la fonction /, telle

que I'on ait

(72\ lA(/)l<M.!r.
La tonctiorrnelle A (/) étant donnée, le nombre M de (72) a un

minimum Mo qui est évidemment donné par l'égalité

Mo:ntaxlA(/)1,

le maximum étant relatif à toute les tonctions (admises) dont les valeurs

restent comPrises entre 0 et 1.

Nous allons chercher à préciser Ia linlitation (72) lorsqu'on impose

à la lonction / des conditions supplérrentaires. Supposons, pal'exemple,

que/soit k-lois monotone. Le nombre M de (72) a alors un minimum

M^ qui est donné Par
Mr:maxlA(l)1,

où le maximum est relatifs à totrtes les lonctions k - f ois monotones dont

les valeurs restent comprises entre 0 et 1.

rz¡ L'inégalité reste vraie dans des cas beaucoup plus génér

si on prenct la fonctionnelle (61), pour toute fonction /mesurable et
aux. Par exemple,
bolnée dans [4, ó].

(6e) I / (x) g (x) d x ìÌ resp. >

t'

I

't
c)

I

I

L

l

\

Ð^'+[.],'-' (x)/(x) "] [ l.,' 
*,(x) g (x) d' 

]'
pour tout coupLe tle tleux fottctions nott-coticaves resp. cotûexes

d'ordre n dutts I'intervttlle I 1, 1 l.

D'ailleurs, si I'une des fottctittll.s f, Q est totruexe et l'ttutre ttott-
('onceve cl'ortlre n dans l - 1, 11, l'égaliti tlons (69) rt'esl possible que

si cette secontle .fonttiort sc réduit ti urt polyttrtttte de degré n tlatts

l'intervulle ouvcrt ( - 1, 1).

Il est facile c{'éloncer une propriétê analcrgtre poLrr la fonctionnelle
plus générale (61).

21. - Le théorèrne l6 génér'alise une inégalité tle TcH¡svcHe¡r
Pour n - 0 I'inégalité (69) revient à celle de Tcse¡vcsn¡r. Sous une

forme un peu plus générale cette inégalité pettt s'écrire

Ì

I

t, t
l.

lt

p(x)tlx p(x) Í(x) s (x) r/x ; p (x) Í (x) d:r p (x)g(x)tÍx,

f, g étant non-décroissantes dans (a, b) et p (x) de la nature incliquée

dans (61).

De toute inégalité bitinéaire (63) resp. (66) on décluit une inégalite

lirréaire, en particularisant I'Ltne des fonctiotls./,.{'. Ainsi le théorème 13

peut se déduire clu théorème l6 en preuant g - xt'+t.

L'inégalité (68) est vérifiée identiquement si /-- g et nous obte-

nons ainsi le

f.,0

ì
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Si la fonction est définie dans un intervalle, on peut aussi
considérer des fonctions complètement monotones. Dans ce cas le
minimum M* de M est donné par

M*:maxiA(/)1,

le maximum étant relatif à toutes les fonctions complètement rnonotones
dont les valeurs restent comprises entre 0 et l.

La suite

(73) Mn, M,, ..

est non-croissante. Si /(x) est définie sur m points cette suite am termes.
Si /(x) est définie dans un intervalle la suite est intinie et on a
évidemment

lg

lr I-'i-
:!

(

i

NorES suR LES FoNcrroNS coNVEXES D'oRDRE supÉRl¡uR (rx) l2l

nt -I
Le nombre M, est donc égal au maximum tle I X t, O (/i ¿ I

¿:1
Iorsque les nombres non-négatits c, ont leur somme égale à 1.Mais,

nous avons

ot,¡:A(/,,,): X r,, i:1,2, ..,m-l
j: í+r

et il en résulte que

Ml: max( I a,, , l,l ot,2l , ..., 1ar, ^_11)

Ce maximum est atteint par toute fonction (75) dans laquelle
tous les c, sont nuls, saut ceux pour lesquels I ar,,l - Ml.

Si k > l, la fonction f @) est de la forme

nl

(74)

(75)

lim
k-)-

M*ÞM*

23. - Supposons c{'abord que la lonction /(x) soit détinie sur les m
points ordonnés (1) et considérons Ia fonctionnelle (2) satistaisant, bien
entendu, à (71).

On voit immédiatement que

Mo:lË,',,,

et ce ntaximunl est atteint par toute lonction qui prend la valeur 0 en
tous les points x, auxquels correspondent des coelficients r, de même

signe et la valeur I en tous les points x, auxquels correspondent des

coetficients c, qui ont le signe contraire.

Voyons maintenant comment on détermine les nombres M*, k>0.
On voit immédiatement que pour trouver Mo il suffit de considérer
seulement les fonctions non-négatives k - lois monotones et telles que

f Q) :0, f (x,,) == t.

Si k: l, nne telle fonction est de la forme

(7ô) f @):Xt,(r-x,)(x-xr) . (x-x,)+ \- ciÍik,i@),
k-l m-k

¡:t

où les T¿, c¿ sont non-négatifs et vêriiient l'égalité

(77) E r,G^- x,) (x^- rr) . , .(xo, - x,) *
k-l

i :1

+ E t,(x, - ,,*r\ (ru, - x,+r). ..(xn, - x¡+u-,): I
nt-k

i:l

Le nombre Mo est alors égal au maximum de

k-l nt- k

I X t,A((¡ --x,)(x- xr) ... (x - x)) + X c,Affl,,) l,
i: I

lorsque les 7,, c, restent non-négatifs et vérifient l'égalité (77).

Posons

A((x-x,)( x-x2). (.r -x,)) | ",G,-x)(x,-xr). . .(r,-r,)
i (r) - I c¡Íi, i(x),

nt-l

i:1
o¡: (x,-x,)(x 

^-xr). 
. .(x,-x)

i:7,2,

(x.--x,)(x 
^- 

xr)

,nl-2

(x. - x,)

où crÞ0, cr* cr l. . -l c,,,_r : 1
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^ 
(Íi, ) Considérons d'abord les nonlbres

M* : max (l ar, rl ,l au, rl , . . ., I ak, 
^-kl),

k:1,2, ...,\fl-7,

Nous avons

X (tr**- x) (x,,-xi+,) (t.-t¡+2)' ' ' (x^-x¡¡r-r) ao, ¡

i:1,2,

(*^-r,*,) (x 
^- 

x, *2). . -(x 
^- 

x ¿¡*)

.., m-k-1, k:1,2r .'. rllt-Z
et

nt-k

E (r,*n- x j) (x^- x¡*,) (x^- ,¡*r) . . . (x^- xi'o_ r) :
j:i+l

: (x^- x,r,) (x,r-.- x,+r) . . . (x^- r,**) ,

donc
Lemme 12. Le nombre âr+r, i est une moyenne arithmëtiqu¿ (gé-

néralisée) des nombres âr, i+r , ãk,i+2, .-., ar.,,-k.
Il en résulte que '

I or*r,, | { max (l ar,¡+r L I do,,*,1,..., I a*,rr-*l),

l'égalité n'étant possible et ayant effectivement.lieu seulement si

ax,i+t: ok,i+2: "': ok,^-*

., 

Remarquons aussi que nous avons

ak, 
^-k 

: tm'

quel que soit k. Nous pouvons alors énoncer le- 
Lemme 13, Si M; : M'r*ron r¡ cussi M; : M'**,: ' ' : Mí"-t '

Tout d'abord du lemm e 12 il résulte Que

(80) Mi > M;>... >

Je dis que l'égalité M;: M'o*, entraintM':lc'l' En eftet, sup-

posons le contraire. Il existe alors un indice r tel que Mi : I ar,,l>b^l '

Le lemme 12 nous montre alors que

l laft+r,, I <

ak,, (x^- x,+,) (r,, t)

II
t
I X ",(x¡-x¿+,) (*¡- *,*r) (x¡ - r¡-,¡-r)

k

(x^- r,+,) (Í,, - x,+r) . . . (x n,- r,+,,_,)

;lL - rtZ, .', ffi-k, k :2r3, ..', m-1.

Nous avons alors

(78) Mr:ffiax(l a, l,l arl,. . .,1 ao_rl,l ao,, l, I ao, rl, . . .,1 o*,^_*l)'

et ce maximum est atteint par toute fonction de la forme (76) où tous
les 7r, c, sont nuls saut ceux pour lesquels | ø¡ l: Mr resp. I ao,, | :Mo et

les 1r, c, non nuls satisfaisant bien entendu, à (77).

?[.-L'êgalitê, Mo : Mr a certainement lieu si la suite des

coetficients de A (/),
(79) Ít, rz, . . ., Ím,

présente une seule variation de signe r8). Dans ce cas, en effet, Mo est

atteint par une fonction qui est I -fois monotone (non-décroissante).
Plus exactement nous avons le

Thëorème 19. Pour que I'on ait Mo: Mr i/ faut et il suf fit que

la suite (79) prësente une seule variation de signe.
Nous avons déjà remarqué que Ia condition est sutfisante, Montrons

qu'elle est aussi nécessaire. Soit

Mr: lat,rl: ltr+r* tr+zl.'...*cn, l : lr,trrf.. ftrl.

De Mo: Mr on déduit

i -1 i:t+l

nt-k

:¿+l

I

ax+t, i

ü

I

l

i;

{

E

I l', l+ E l', l: lr,*trt...*r,' lf lr,+rÌr,*rl ...1' nl

ce qui exige que rl,c., ...,, r,' d'une part et rr¡ttr¡¡2t ., r^ d'autre

part soient de même signe. Le théorème est donc démontré.

Examinons maintenant Ia possibilité de l'égalité MÉ : Mr+r, k>0.

te¡ Cette suite présente au moins une variation de signe, en verlu de (71). Nous
supposons, bien entendu, que les t, ne sont pas tous nuls. Le cas contraire ne

présente aucun intérêt puisqu'alots A (/) est nul identiquement.

t

N
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Si M* est atteint par un tel polynome on a nécessairernent M*:M¡-¡1:

- Mr,-t'
25. - Donnons un exemple. Prenons les points

donc M'* ) Mi*,, ce qui est impossible. Nous avons donc bien

M'u: i r,,, I : M;,-1, ce qui démontre le lemme 13.

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théorème 20. Dans le cas de la fonctionnelle (2), vérifiant la
condition(71), la suite M, Mr, ..., Mn'-l est, ltt bien dëcroissonte,

ou bien il existe un indice k, I < k { m -2 tel que I'on ait

: Mr,-t '

x¡:i, i:1,2,"''ttl
et soit

m i-l nr

A (/) : Zl,\,(i - i)tf (Ð- r(Ùr : I Qi- m- 1) f () ,

m iiît r':r

qui est une fonctionnelle de la forme (18)'

Ici nous sommes précisément dans le cas où, d'après le théorème

19, on a

Mo : Mr : + "" - 
!+!(suivant qtre mest pair ou impair)'

Dans ce cas nous pouvons faCilenent calculer les nombres oi , Q k , ¡

On trouve

im (nt1-t) (t-,) t(t-l) (t+ l) + 2 /l
o,:(¡+fG+4, Qk.t:@

Supposons maintenant que Mo : Mo + , . Il suf lit de démontrer qu'on

a alors aussi Mo+r : Mr-+2. Si Mk+,:Mí*, la propriété est démontrée

puisque le naximum Mu*, est alors atteint par un polynome qui est

aussi (k * 2)-fois monotone. Si MÅ.+, : Mi.*,, de Mi 1 M'í*, et cle

max (M'o , 
^'í) 

: max (M'o*,, Mí+,),

il résulte que M; : M'o*,, donc aussi, d'après le lerume 13,

M;:M',**,:M't,+2.
L'égalité Mr : M*+, résulte alors de

Mr+l : M'r+r àMo+r: fIlâX (M'o+r, M'í*r) à M'*+r'

Le maximum M, est toujours atteint par une fonction de Ia forme

/i,, et le maximum Mk, k ) l, par une fonction de la forme

li, , @)
x,,,-x¿..1)(x^-x¡¡z)

ou par un polynome de Ia forme

(x - x,) (x - xr) (x - ¡,)
, í =:k-l(x^- x,) (r,, - (x,, - x

M* 
= 

M¡*+t : ¿
I

I

ì

I
I

I

I

i

Posons

M'í: max ( | atl ,l arl , ...,1 ot-, I ), k :2,3,

Nous avons alors

M, : Mi, Mr : max (M'*, M;1), k : 2,3,

, m-l

, m-7

ì(

T

{

et on en déduit

M;

m(3 m 12)
l6

(3mtl)2
T,

nt 0 (mod 2)

I (mod 4)

n1 3 (mod 4)

k:3,4,"..,tfl-\,

m m*1)
6

m

M;: (m-r k-1) (nr * 1 +21

M'í:
6

Nous avons donc

Mo:M,)MzlMe-M¿:

k(k+1

m m]-r) k:2,3,...,111-l'

t

(xr,- x,+o-r)
)

13

)

ú

: Mr,-t -

æ rl-t¡:ll lll' æ-e-'
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Cet exemple nous montre aussi que l'égalité Mo : Mr est bien
possible sans que tous les Mo soient égaux.

26. - Considérons maintenant des fonctions / (x) définies dans un
intervalle la, bl et prenons la fonctionnelle linéaire (45), satisfaisant
toujours à (71).

On peut facilement calculer le nombre Mo. Sans insister ici sur la
démonstration, disons seulement qu'on a

IM:;(V+l¡', 1)

où V est la variation totale de la fonction ø (x). Mais, en général, il
n'est pas sûr que ce maximum est atteint par une fonction ayant seule-
ment des discontinuités de prenière espèce. Par exemple, si A (/) est de
la forme

€

b
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On en déduit, comme plus haut,

Mr : max I A (1e,,r, (x; Ð) |

Ir[a,b]
o(q(l

Qeprenons la f onction F lÀ):A (?,,r) Uu Nr. 16. Alors A (9t,,. (x; f,))
est toujours compris entre F (I) et F (À + 0). On a donc

(82) Mr: max 1 A (9,,¡,) | .

). e [4, á]

Considérons le cas k > 1. Toute fonction k-fois monotone est, ou
bien une fonction élémentaire d'ordre k - | et É-fois monotone, ou bien
la Iimite uniforme de telles fonctions, éventuellement corrigées par la
fonction (43). On voit encore que, pour calculer Mk, il suffit de consi-

dérer seulement des fonctions élémentaires d'ordre k I l, k-fois mono-
tones, corrigées par la fonction (43) et telles que I @): O, I (b) : l.
Une telle fonction est de la forme

k-l m

T.
A(/): p (x) Í (x) dx + tr'¡ I G),

où p (x) est sornmable et bornée dans fa, bl l'intégrale étant prise au
sens de Lnnnscun, le maximum Mo est atteint par la fonction qui es1

égale à 1 en tout point où p (x) est positif (négatif) et en tout point x,
auquel correspond un coefficient r, positif (négatif) et est égale à 0 aux
autres points de Ia, á]. Cette fonction est mesurable et bornée, donc
p (x) Í (x) est sommable.

Quelquefois on peut immédiatement conclure que Mo : Mt. Il en

est ainsi, par exemple, si

l"A (/): p(x)Í(x)dx,

où p (x) change une seule fois de signe dans [ø, ó]. Dans ce cas, en effet,
Mo est atteint par une fonction non-décroissante.

Voyons maintenant conrment on peut déterminer les nombres
Mk,k>0,

Si k : l, une fonction non-décroissante est, ou bien une fonction
élémentaire d'ordre 0, ou bien la limite uniforme de telles fonctions. On
vqit facileinent que, pour calculer M*, il suffit de considérer seulement
des fonctions élémentaires d'ordre 0, non-décroissantes et telles que

I @): o, Í (b): 1. Une telle fonction est de la forme
m

(81) /(x) : 1 r,,tr,1., (x;,,), a 1\ ( Àr( . .. <
¿: I

où c,Þ0, c, * crt...I c,,: 1. (pr:0 si\t:aetp^:l si À,n: ó).

oira(Àr{Àr( 1),^1b, Tr>.0,c,20,c*}0et

(83)

(84)

E t,G - 4)'+ lt,vr,,.,(x) + c* 9,,u (x),
i:t t:l

k-l fiL

Dl,@ - a)' + E r,@- ).¡t-t t c* : 1

i:t i:l
b

Posons encore

", 
: Yfp, i : t,2, ., o*,).:ø{4^y-,, k :1,2, ..

(85) 
^'r: rl?lo,l 

ou,r. i , M';: max( I orl,l arl , ...,1ao-rl).

Nous avons alors

(36) Mr : max (M;, M;, A (p,, ,) ).

Si I'extrémité á de l'intervalle la, bl n'est pas un point critique
de A (/), on a A (ç,, ,) : 0. Dans ce cas donc

(87) Mr : max (M;, M;).
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27.-La fonction dr, ) de À n,est autre que A (?,, l). Nous savons
que cette fonction est borné: et n'a que des discontinuités de première
espèce au plus. On a, d'ailleurs,

129

(88) ot,).:

[,',
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Démontrons aussi le
Lemme 14. Si k->oo,la fottctiofl ãu,).de)' tend uniforntëment

vers la constonte r" dons l'íntervqlle [a, b)'
Pour démontrer ce lemme montrons d'abord que la partie intégrale

de (S8) tend unitormément vers zéro pour k-> oo.

Désignons toujours par V la variation totale de la tonction
a (x) dans la, bl et par Vo sa variation totale dans I'intervalle

r I tl I \

lU-72, ,l 
lO 

> 
A _afJ . La fonction z. (x) étant continue et à

variation bornée dans fa, bl on a

lim Vu : 6.
k-7-æ

Nous pouvons écrire

tlt, ) : d a(x) -f \- t.
/-/ t

ri >)
et il en résulte que

',.1.\ u 
o'' )' : 1" re)'

où nous désignons pã¡ r".un nombre égal à zéro si á n'est pas un point
critique de A (/) et égal au coelficient r¿ correspondant au point
critique á, dans le cas contraire.

Prenons maintenant la fonction oo, L d. À pour k>1. Nous avons

b

('--À)*-' da(x)* 
,,!,. 

,, (j'-ll--'.
lrb

I I (x- i)u -' ct o7x¡ .. (b - ).)o -' V,

' l/r

et,si ). <b- L_ 
,

VK

, ^tt-L

If:1,o-,,t"çx¡ I =,, -;r-,)*-'V,
d'aprés la formule de la moyenne d'une intégrale de SrterrJss.

Nous en déduisons

J.,'o-).)o- 
'ct o1x¡l 

= 
u^ * (,- ,îä-ú)--'u

I

(á - À)u-'
).

C'est une fonction continue de À dans l'intervalle la, b).
La partie intégrale de (88) tend vers zéro pour À -> ú. Il suffit, en

effet, d'écrire

,[,
b

r-À)*-t d a(x): (b _À)o-t((ó) - (k - r (x -))k-za(x)d x

et d'appliquer à la dernière intégrale la première formure de ra moyenne.

compte tenant de I'absolue convergence de la série | ., on déduit
aussi que

xÞ)x¿ )
(++)

k-l I
(b -)'

Mais,
k-l k-r

l. I \o-t f l, I \r'r'r"-i.)-ll/r'(¡-).) --ll\1/t1t'-41
\t-v-au-,¡) 

:L\'-vk(b)) ) '\7i
et on voit que le s:cond membre est indépendent de i et tend vers zéro

pour k -> Ø.

D'autre part l'absolue convergence de la série E 1- notls montre

immédiatement que (89) tend uniformément vers zéro pour þ -s - .

Le lemme l4 est donc démontré.
(ì

(8e)

tend vers zéro si À -> ó.

II en résulte donc que

(e0)

r.
I

olim

).

t' ).l)

r" ayant la signification du plus haut. cette formule est donc vraiepourk:1,2,...

1e) Les fonctions n'étant définies que dans l,inte¡valle [a, ó], ). -) å signife).->ó- 0.

I
I

i

J
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Considérons aussi les nombres 4,. Nous avons o¡: ai+r, n. L€
lemme 14 s'applique donc et on a

(e1) lim a, : r"
i->*

28. - Nous pouvons maintenant étudier les nombres Mo .

Remarquons que

NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE SUPÉRTEUR (IX) 131

Si å n'est pas un point critique de A (l) ce dernier cas ne se présente

pas puisqu'alors i// : 0.
Nous obtenons ainsi I'analogue dtr lemme 13,

Lemme 16. - Le suite (93) est, ou bten décroissante ou biett íl
exÌste un índice k tel que

Si I'extrëntité b cle l'intervolle Ia, b] n'est pas un point uitique
de A (1), nous somntes touiours dons le premíer cas.

Examinons aussi Ia suiteA (?*+r, ).) 
: A (?k, ) dt

M Mí , M',í,

cette suite est éviclemment bornée et non-ciécroissante. D'après le

lemme 14, on a

(95) Iim M'/ ì I ." I .

þ-7*

D'ailleurs, A (/) étant supposé non identiquement nul, les Mi.l rte

sont pas tous nuls.

Considérons maintenant la suite non - croissante

(e6) Ml ,M2, ..,MÅ-,

une démonstration identique à celle employée pour le théorème

20, nousmontrequesiMu : M¿-¡r onaaussiMu-- Mu r r : Mr-t z- ...
Si le point á n'est pas un point critique, la fornrule (94) nous tnontre

qu'il existe nécessairement un indice k tel que Mr - Mo+, .

Pour trouver le nonlbre M* il suriit de considérer seulement des

polynomes en x - a à coeff icients non- négatifs, cor¡igés éventuellement

par la tonction (43) et prenant la valeur 0 en a et la valeLrr 1 en Ó, Il
en résulte que

(97) M* : lirn M"
þ--s ø

et, contpte tertant de (94) et (95),

I\4,x -

ce qu'on peut aussi écrire 2t

t,
b

(b - t)o-1 ao,, dt

(92) ok+t, ).: k 1 2

{
I-).

h

(t - t¡r-t at

donc

Lemme 15. - La fonction âo+,, ;. de i' est une mlyenne aritmé'
thique de la fonction ao,.,,de )' duns l'intervolle (),, b).

C'est I'analogue du lemme 12.

Il en résulte que la suite

(e3) Mi,Mi,...,M'¡,

est non-croissante. D'après le lemme 14, on a

(94) lim M'o : l r" L

k->*
donc nous avons aussi M'o 2 I "" | .

Nous avons A (pr, 6) : st'. On peut donc toujours substituer la

formule (87) à la formule (86).

Nous supposons évidemment que A(/) n'estpas identiquementlnul.
Il est facile de voir alors, en appliquant un raisonnement analogue à

celui que nous avons employé pour la démonstration du lentme 11, que
tous les nombres (93) sont non nuls, donc positifs.

Si nous supposons M; > I ," L d'après de lemme 15, on doit
avoir aussi M; > M'o*,. ll en résulte que si M'tr: M'o*, on a néces-

sairementM;: It" l, doncM'o:M'o*r: Ml+z:...: lr"l

linr M
þ-;-

Á

ce qui précise, enfin, la fornrule (74)'

F-rl
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Finalement donc nous pouvons énoncer l'analogue suivant du

théorème 20,

Thëorème 21. Dans le cas d'une Joncttonnelle A $) de la fornte
(45),vërifiant Ia condition (71), ta suite (96) est, ott bten Üoissante,

ou bien il existe un indice k tel que I'on ait

M, )-' M, > ...

si I'extrëmité b de l'intervalle Ia, b] n'est pas un point critique

de A $) nous sornmes touiours dans ce dernier cas'
'Le 

nontbre M* est toujours ëgal ù lo linúte tle la suite (96).

De I'analyse précédente il résulte que le maximum M, est atteint

par une tonction de la forme ?,, i. ' L. maximum M* est toujours atteint

par une lonction de Ia torme C'l*,r,, ou par un polynome C (x - c)'

avec i .< k - 1 . Si Mk est atteint par C. (x - a)' on est sûr que

Mo: M¿ar : : M*. C est ici partout une constante conve-

nable.
29. - Examinons quelques exemples'

Considérons d'abord

TIBERIU POPOVICIU

f (x) dx - / (0).

ll suttit, d'ailleurs, de remarquer que, dans ce cas, M, est atteint

par le fonction ,?r, 
bi.x-) qui est aussi complètement rnonotone.

Considérons aussi la fonctionnelle

Iin(/l: f (x) dx

C'est une fonctionnelle de Ia forme (60). x est précisément le polynome

cle L¡c¡NoRe de degré 1. Dans ce cas on a encore Mo : Mr : î "t

2i -),)(À+d¡: (i+t)$+Ð' k(k+1)

donc

2(k-r k 3 4M;: k(k+t

' M',í: +, k :2,3,

or,).:

M;: å

A(/): I, Nous avons donc M, : å, rvr,: ] et

Dans ce cas Mo - Ml : l ' Les a¡' dt,,j. se calculent facilement'

Nous avons

o,:#, ek.,:?
et il résulte que

1 - ¡¡ A/t>kMz:7, Mo:MrlMz:Ma ' M.:+

Considérons aussi la lonctionnelle

J,
A(/): f(x)dx-Í(1)

L'extrémitê droite de l'intervalle est, dans ce cas' un point critique' On

a encore Mo : Mt : I ' Nous trouvons

Mo:Mr:Mz t' '' M*:1'

1

Mo:MrlMrlM3:Mn: M*:
3

Si nous prenons la fonctionnelle

r+t
A (/) : I X,,* r(.x) r @) dx,

J_,

où Xn*r (x) est le polynome de L¡c¡t'¡lRe de degré n: l,le calcul des

nombres Mu, est plus conlpliqué. Touteiois il est encore facile d'obtenir

le nombre M *. Nous avons' en ef [et,

2i (i-1) i-tt)
oi: i+ (i+2)...( +n+

dont le maximum s'obtient pour i : n2 * 3n +'1' Nous avons donc

M*: 2l(nz*3n*1)!12
n +2)l [(nr l)(n f 311!'

ì
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Le nombre N a un minimum, soit No, qui est déterminéparla con-

dition de maximum

(100) No : max Aç, Í)

relative à toutes les lonctions / (admises) dont les valeurs sont compri'
ses entre 0 et l. De même soit No leminimumdeNlorsque/reste,t-fois
monotone et N* Ie minimum de N lorsque / reste complètement mono-

tone. Les norÍbres Nk, N* s'obtiennent par des conditions de maximum

telle que (100), exactement comlre pour les nombres MÆ, M* du Nr' 22'

Les nombres No, N* étant déterminés, on déduit de (98) des limi-
tations

lA(¿s)l<N.É)/f¿s,

où Q' Qrsontles oscillations de l, 9et N: No, N: N*resp.N: N*

suivant qu,on impose à ces tonctions/, g les conditions de monotonie

signalées.

on peut facilement trouver une limitation supérieure pour No. Nous

avons évidemment

A(l,f)<B(1).maxlJlz.

Si / reste comprise entre 0 et 1, nous pouvons écrire r-+ -l-z
donc

A(,f,/): A r 1I
2',

B (1)
42

On a donc nécessairement

(101) *,=%D

Mais, il est à remarquer que l'égalité peut ne pas avoir lieu même

dans des cas très simples. Il en est ainsi, par exemple, si

B(/) :/(x,) + f@,\+ . . +l(x^),

m etant.impair. Ce fait se présente d'ailleurs settlement si nous nous

trouvons dans le cas des tonctions détinies sur un ensemble fini (1). Au

contraire l'égalité dans (101) a lieu généralement si les valeurs des fonç-
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Dans ce cas dl - 4z - a" : 0 ' donc surement'

M,)Mr)..>

Cette observation est d'ailleurs valable pour toute fonctionnelle

A (/) qui vérifie les relations

R (¡') : o, i: o, 1 , , n

et poul laquelle I'extrémité droite de I'intervalle Ia, Ó], n'est pas rn

point critique. En etfet, une égalité Mr : M*+r , k 1n entrainerait

0 < M* { Mo : M't: M'o*, .,, qui est en contradiction

avec (94) (t" : 0)'

s 6. - sur quelques limitatíons d'une fonctionnelle bilinéaire.

30. - on peut aussi se proposer de chercher des limitations ana-

logues pour une fonctionnelle biJinéairt A (/, g)' Nous nous conten-

terons ici de donner quelques indications sur ce problème dans le cas

particulier de la fonctionnelle

n (/,g) : sUs) - É B (P,../) B (P,. g),
r:0

que nous avons considéré au Nrs. 5 et 20. Nous supposerons donc que

fi t¡l est une tonctionnelle linéaire non-négative telle que òn*, ) 0 et

que P, sont les polynomes orthogonaux et normaux (16) correspondants'

Remarquonsquecettefonctionnelleestsymétriqueen/etget
queAU,Í)>0,quellequesoitlafonction/'Ilestfaciled'endé-
duire I'inégalité de Scswlnz

(es) lA(/, s)lr<VÑÍirT(s:õ
Il suflit de nous occúper de la fonctionnelle quadratique 

^ 
u , f ) .

Nous avons

A(1,"f): 
^u,l):0,

identiquement par rapport à lafonction /, donc A (/+ c,f +c): A(l,l)
si c est une constante. On voit alors qu'il existe une constante N telle

que

(ee) A(Í,Í)<N.o,
o étant toujours I'oscillation de Ia fonction / (là où elle est définie).
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tions interviennent etfectivement dans une infinité de points. Il en est

ainsi, par exemple, si
ou

N; ^(r;,
, f o J

I':
I

max
2 ,, - t, l(x 

^ 
- x,*r) (x r,- x r+r) . . . (x 

^- 
x,* o_¡))z

A ((x-x,)( x-xr). .. (x-x,), (x-x,)(x-xr)... (x-x))
B(l) (x) dx,

Nk max.
i:1,2, ..,, k-l [(x,-x,) (x^-xr). . (rn,-r,)]'

comme nous le verons à la fin de ce travail (nous prendrons o: -- l,
b:1, ce qui ne restreint pas Ia généralité).

Nous pouvons, en tout cas, énoncer le

Théorème 22. SÌ B (f) est une fonctionnelle linéaire non-néga-
tive et telle que òr+r ) 0 et si P0, Pl,...,Pn sont les polynomes ortho-
gonaux (et nornraux) de degré 0, 1,. . .n, correspondants à cette fonc-
tionnelle, on a

Remarquons que

m-k

l*u*r, ,: X (x¡+* - ,) li, i.
j:i+r

Nous en déduisons

e(/g)- 
åu,0," /) 

B(P, s) 
I

B(t)
4

O()aaf '¿s'
m-k

A(.Í*o+r, r l|*r, ,) : X (x¡,¡¡-x¡,)(x¡"¡x-x¡,) A(1I, ¡,,1.r, n)
hiz:I*l

Ql, S)" étant les oscillations des f ottctions f, g.
.* 

Bien entendu, les fonctions/, g sont définies sur, les points (l) ou

dans l'intervalle [ø, ú] suivant les cas.

31.-Cherchons à déterminer les nombres No dans le cas où les

fonctions sont définies sur les m points (l).
Prenons d'abord le cas k:1. On voit encore qutil suffit de

considérer des fonctions de la forme (75) avec

et, en vertu de (98),

i
t, (r02) V ^(Íi*,, u Íi*,, ,) <:

(x.-r¡-¡r) (x,n-x ¡¡2) . . . (x 
^-x,+o) -

nt-k t'tli, ¡,fi, ¡)I t* r* o-*,) (x rr- x ¡ ¡1) 6 
^- 

x 
¡ ¡)..(x ¡1- x 

¡ ¡ rc- (x^-x )(x^-x ,tr)' .(x^-xiat if b-l

c,Þ0, cr* cr+ ... * c^_t-l (x 

^-x ¡¡1) (x nr- x ¡¡2). . . (x nr- x ¡¡ ¡).

Alors A (/,/) devient une forme quadratique en ct, c2,.. .,cm_', C'est la formule analogue à la formule de la moyenne du Nr. 24.

On voit que la suite
tn-1

A(Í, Ð: X c,c,A(fi,, fi, ). N,,t¡,, N,n_,
tl

Cette forme quadratique est non-négative et on voit donc, compte

tenant de (98), que

Nr: . max .A(/i, uli,).' ,:l'2,...,m-l

est non-croissante. On a encore

I
I

Dans le cas k)1, un raissonnement absolument identique nous

montre que

Nr : max N;, N; )

qui est donc indépendant de k. On en déduit, comme pour le lemme 13,

que si N* : Ni*, on u uurii No : N**, : Nu*, : Nr-,.
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D'autrc part la suite

ní, Ní, . .,Ni_,

est évidemment non-décroissante.
Finalement on obtient I'analogue suivant du théorème 20.
Théorème 23, - Lø suite

Nl, N2, ,.. , Nr_r

est, ou bien décroissante, ou bien il extste un indicektel que

N,)Nr>...

La démonstration est Ia même que pour le théorème 20.

Il est clair que si N* est atteint par un polynome de la forme

(x-x,) (x - xr) ., . (x- x,)
(x^- x) (x^- *r) . . , (x^-x¡)

on a nécessairement Nr : N*+r : ... : Nm-l,

32, - Supposons maintenant que les fonctions soient cléfinies dans
I'intervalle li, a, b1 .

On voit alors que

Nr : max A (gr,¡,9r,1.)
À e ta,al

Nous pouvons alors écrire, en tenant compte de (98)'

t,

b

?*+1,1. , ?o*t

(b-

o.__rV ^T%j(b-

þ-ùk-t dt

(b -t) dt

N ,nu* A (9r, l. , 9r, l.)
).e (a,b) (b-)')'o-' '

A ( (x - a)i , (x-- a)')

k :1 ,2,

i

I

I

, tl.

b4
t.

I

i

I

I
I

It.
I
I

j

qui est la formule (102) correspondante et est I'analogue de (92).

Dans ce cas, encore la suite

(103) Ni,N;,...,N;,..'
est non-croissante et si N'* : N'o+' on a nécessairement

N'o:N'*-tt:N'lr+,

La suite

Ní,Ní,..,Ní,...
est non-décroissante.

Qemarquons que

^ 
(Í, Í) : B (l\ - å tB (P," ./)F

et alors le lentme 15 peut s'appliquer aux fonctionnelles linéaires

B(P, Ðdel etàB (Ír)deÍ2.onencléduit que la suite (103) tend

vers une limite Pour k -) * ,

lim N'o : t
k->Ø

qui est nécessairement nulle si I'extrémité Ó n'est pas un point critique

de B (/). On a aussi

Nil Þrfr-

En poursuivant le raisonnement comme au Nr. 28, on en déduit le

Théorème 24. - Dans le cas d'un intervalle [a, b] , la suite

(104) Nl,N2,...,N*,...
est, ott bien décroissante, ou bien il existe un indice k tel que l'on ait

N,)Nr>...

Si l'extrémitë droite de l'intervalle la,bf n'est pas un point

critique de B (1) , nous sommes touiours dans Ie second cøs'

k

N maxk
k 2,3,

lim
k->@

(b - a)'' -

Nr. : max (N'*,N;), k:2,3,

Nous avons, dans ce cas

f
).

b b

A (?**1,1.,9¡-u r,1,): kz A (pr, t,pr, u) dtdu ,

qui est une formule.facile à véritier.
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t-n

i:0, 1,

ll suffit de montrer

, n i l, de manière

Enf in, le nombre N* esf toujours égal ù la limite de lq suite ( 104).
Les nombres Nft, N* sont atteints par des fonctions éléruentaires

simples comme dans le cas du théorème 21. ll est clair que si N* est

atteint par un polynome de la forme ^Q- 4',, on a nécessairement(b-a)''
Nr,:N*+ ":N*'

33. - Pour donner un exemple prenons la fonctionnelle bilinéaire

AU,Ð: Í!,(x) g (x) dx -

(x) I @) dx l!,,(x)s@)dx

où X, (x) sont les polynomes de L¡c¡NoRn.
Dans le cas n : 0 nous avons

. A((¡+l)', ("+f)'): #;;HTt

si n ) 0 la détermination exacte des nombres N* est un calcul plus

compliqué. Si n : I on peut obtenir facilement N, : å '

Le nombre Nx peut être déterminé car

2¡z (i_t)Z
# ^ 

((x + 1)', ('+ 1)) :

égalité dans la forntule (101), donc que No :

Pour cela construisons la fonction

l0, relxz¡, x2¡¡1),
l(-r):{J \--/ 

I t, 
" 

e [f z¿+r , x2¡¡2),

t
i+1 (i+2)2, inlt), (zi+t)

et il suffit de chercher le nombre naturel i tel que cette expression de-

vient maximum. La valeur de ce maximum est la valeur de N* '

Pour terminer, nous allons montrer que dans ce cas nous avons
1

z

où -1 :xo ( rr { . .. I Xn*r1 Xu+z : I

qu'on peut déterminer les points x,, i:1,2,
queI

A (?*, r., 9*, r.) 
: (l - ^f 

* - tI I l-À
2k-l 2k2

k

l!:'n"': I;,ix) 
dx : , (x)/(x) dx:0,(1 05)

Nous en déduisons N, : et

I
50 k2(2k_l)'

2&-Ð2

:2, 3,

I
2

r:1,2,...,fl

Le système (105) est vérifié si

xì - rå + ... +(-l)nx),-..r:

s:7,2r.. ,n!l
et d'après un résultat de A. KonxrNn et G. Zoror¡.Re¡r zt¡ ceci a effec-

tivement lieu si les x, sont les zéros du polynome trigonométrique

sin { (n * 2) arccos x} 
.

Vt-x'
2r) A. KoRKIT¡ et G, ZolornREnr' ,,Sur uncertainminimum" Nouv' Annales

de Math , (2) 12,337-355 (1873).

Bucureçti, 15 SePtemvrie 1942

N;: å 54NNí

:N-:å

(-1)" + (- 1)'
2

Ní:å K

k

On en déduit que

N,:å,Ne:å,*n-Ns: ¡

Ce résultat est du à MM. G. Gnuss et E. Llrlonu 20).

æ) GERHARD GRuss ,,Uber das Maximum des absoluten Betrages vott

b b b

f (x) g (.x) dx - f (x) dx g (x) dx ."1

@-úb- a

Math. Zeitschrift, 39, 215-226 (1934). Eo¡vruruo Lnruoau ,,Uber mehrfach monotone
Folge n" Prace mat.-fiz., 44, 337 -351 (1937).
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