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NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D’ORDRE SUPERIEUR (IX)

PAR

TIBERIU POPOVICIU

Inégalités linéajres et bilinéaires entre les fonctions convexes.
Quelques généralisations d’une inégalité de TCHEBYCHEFF

§ 1. — Sur les inégalités linéaires et bilinéaires entre les
fonctioh convexes définies sur un nombre fini de points.

1.— Considérons m (= n + 2) points ordonnes
(1) x1<x2<"'<xm

et une fonctionnelle lineaire

m

2) A(f) = X, e f (x)

i=1

définie pour les fonctions f(x), finjes et uniformes sur les points (1). Les
constantes ¢, qui caractérisent la fonctionnelle A (f), sont indépendantes

de la fonction f.
Nous avons étudié les inégalités linéaires de la forme

®) A(f)=0,
vérifices par toute fonction f, non-concave d’ordre n (=0) sur les

points (1) 1)
Nous allons reprendre ici ce probleme.
Tout polynome de degré n est non-concave d’ordre n, P'inégalite

(3) doit donc étre vérifice, en particulier, par les fonctions
x, —x,i=0,1, ...,n.
On trouve ainsi les conditions nécessaires

4) A(x)=0,i=0,1,...,n

1) Voir les notes Il et 1V de cette série dans Mdthematica, 16, 74— 86 (1940)
resp. Disquisitiones Mathematicae et Physicae 1, 163 — 171 (1940),
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Pour trouver d’autres conditions nécessaires, considérons les
. * rps e
fonctions fn41, o définies par

0, 1<r<ij-+n (oul=<r <

(5) f:+1,i(xr): (xr‘— xi+1)(xr_xi+2) (xr_xi+n)’
' n+i+1==r=m (oui+1=r=<m)
=1,2, ..., m—n—1.

La fonction f:+ 1, ; €st donc nulle sur les { + n premiers points (1)

et est un polynome de degré n sur les m—i derniers points (1). En
particulier nous prenons
Ona=]lx2% 1 £

* W s
S () {l,r:i+1,i+2,...,m.
Nous allons démontrer maintenant le

,”Lemme 1. Les fonctions f v 1, (X) sont non-concaves d’ordre n
sur les points (1).

Employons, comme d’habitude, les notations

(6) A; (f) S [x," x1+1’ cey x,'+j; f]: (A(t) (f) T f (xi))’

_ =12, .. ,m—j j=01,...,m—1,
pour les différences divisées de la fonction f, prises sur des points
consecutifs d’une suite ordonnée, telle que (1).

La démonstration du lemme 1 est alors immédiate. On a, avec la
notation (6),

A (far =0, sij+nl=n-+iouj=itl,
e

*

g frz+1,l(xi+n+l)
(xi+n—Fl—xi)(xi+n+l_xl+1)‘ (X pnp1— %4 0)
1
L= o gy,
A 41 N
2) Celte démonstration est basée sur la propriété suivante: La condifion

nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit non-concave d’ordren sur les
points ordonnés (1) est que l'on ait

A 205 151,2 L, = 1,

Ceci est une conzéquence de la formule de la moyenne des différences divisées

Voir: TIBERIU PoPovICIU , Introduction a lo théorie des différences divisées® Bull
Ma’h. Soc. Roumaine des Sc , 42, 65 — 78 (1940).

Réciproquement, la formule de la mayenne s'obtient de la non-concavité

d’ordre n des fonctions f: ISyl (F Il y a done inférét 5 démontrer directement cette

non-concavité. Sans entrer dans des deta’ls, it suffit de dire ici que cefte démonstra-
tion resulte de la formule de récurrence

o1 z ! f A
[xil’xiz""’xin+2’fn+1,1]‘ i ‘l(x,n_,_z xi+n)

In 42 xil
* | b
EINEN ...,x,-n+2;fn,,-]+(xi+n—xil)[x,.l,x12, ke, L 1]}:

ol

S <Ry Ll S LSy = L,
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Pour Vinégalité (3) nous obtenons donc les conditions nécessaires
- | = ., m—n—1.
(8) A(f"_‘_[, ,-)_20; l‘_l’ 21 ™0 ,-m

9, — Montrons maintenant que les conditions (4) et (8) sont aussi
. jete lemme suivant.
isantes. Cette propriété resultera du ~Lh
Sufflsalizmme 2. Toute fonction f(x), non-concave d’ordre n sur les
L2 !
points (1) est de la forme

m—n—1

©) FE =P+ X €ifarr, (5
i=
oii P (x) est un polynome de degré n et les ¢, sont des constantes non-
négatives. .
3 La démonstration est simple. Faisant x = x;, Xp .- -» Xp dans (9),

. . ) o y i
nous trouvons un systéme de m equations linéaires en m mc'(])nnuzi, que
i i me
sont les ¢, et les coefficients du polynome P (x). On voit facile q
t

le déterminant de ce systéme est 7= 0.
Nous avons

Afx—tl(f) = Gyt W)
et la formule (7) nous montre que

(10) T CHE AV WA =1

En remarquant que
f(xi):P(x,-), L=l 22,0 el

* nous pouvons écrire
P(x)=P(x, Xp - s X 115 /1 x),
avec la notation que nous utilisons pour le polynome de LAGRANGE de la
fonction f, relatif aux points X, X, .. s X, 4 .
Finalement donc la formule (9) peut s’¢crire

(1) f(x)=P(xp Xy - X405 fixy+

1 ! r
- E (xi+n+l_“xl') A:l +1 (N f" + 5 (X)
=1

La suffisance des conditions (4) et (8) est maintenant immeédiate.
Nous avons

m—n—1

12) AN = Y Gronei— 81N AU, )20

i=1

d’ou la propriété.

| A
4
»
Y

)
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-

Si, de plus, les 7 sont tous 7= les conditions (4) et (8) sont
es pour que Pinégalité plus précise
A(NH>0

soit verifiée par toute fonction convexe d
Mais si n>1, par suite de la non Ppro
convexe d’ordre n, I’hypothese précedente, que
la note 111%) pour plus de simplicité, est un peu restrictive.

La formule (12) nous montre que si (4) et (8) sont satisfaites, ou

pien A (f) est identiquement nul ou bien (13) est véritice par toute
fonction convexe d’ordre n. Pour qué (13) soit veritiee il suffit donc de
plus qu'il le soit par une fonction convexe d’ordre n, par exemple par 1a

. 1
fonction x" .
Finalement nous pouvons gnoncer le

Théoréme 1. Pour gue rinégalité (3)
fonction non-concave d’ordre 1 sur les points
que les conditions (4) et (8) soient satisfaites.

Pour que rinégalité plus précise (13
fonction convexe d’ordre n sur
les conditions (4), 8) et A (xn+1) >0 soient satisfaites.

3. Considérons 1a fonctionnelle linéaire

B (f) = b f(x0)

i=1

nécessaires et suffisant

(13)

sordre n sur les points (O.
longeabilité d’une fonction
ous avons adopté dans

Les nombres

(14)

sont les moments coOrte
degré k, P (x), qui yeritie les égalites

B(P.x)=0,i=01 e X =1

s, =B(), k=01

spondants a cette fonctionnelle. Un

est un polj)nome orthogonal de degr
Ce polynome est dit normal si de plus
B (P?) = 1.
Considérons aussi les déterminants
| sy St e Sk

S S
(15) SRR LS el p =0, 1,0

S Syt iS5l

soif vérifiée par toute
(1), il faut et il suffit

) soit verifiée par toute
les points (1), il faut et il suffit que

polynome de

¢ k attaché ala fonctionnelle B (f).
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Si nous désignons par
V(o o o5 ) = (0, — )
i<j
le dé i
¢terminant de Vandermonde des nombres 2, 2
pouvons écrire g St

5, = 4 2
k thpfz o pfk+1 % (le, xfz’ el xfk+1)’
la solinmatlon s’étendant & toutes les combinaisons j,, J j d
nombres 1, 2, ... i : nt .
g o ...,moprisk +1ak+ 1%. En employant un in'[k’+1
ce de StiELT)ESS), nous pouvons écrire T
1
=——B
K (kD! A Be -
B, ¢ ‘opérati
" etant Popération B par rapport & une fonction de la variable ¢
L

Le polynome ortho
. TR gonal et normal de degre k est &
déterminé si 3, _, 70, 3, = 0 et ce polynome est alors complétement

v

5 :
o Bl‘k+1(v (B8 iy Sl e)s);

So Sy Sk
Sl 82 ] sk
+1
(16) Pk:—"li es el p 1
. ‘/6k—1'0k ...... » O:L/a_-)‘
S—15k -+ Sak—1 :
1 ar.C xk

1 Nous disons que la fonctionnelle B (f) est non-négative si
(17) B(f)=0,

uelle i :
}q,os‘-lﬁv;lu; SO{;L lalf?mt,‘o“ non-négative f. La fonctionnelle est dite
identiquement mﬁ l;’ Pégalité dans (17) nest possible que si / e
que les coefficients our que B(y) soit non-négative il faut et il suffit
L e ; p, soient non-négatifs et pour que B (/) soit positive
il suffit que les p, soient positifs. Cette notion de positi-

vi ien ¢ i

e;:é Srslz, l?cl}en tTntt—:‘ndu, strictement relative aux points (1). Si B(/)

o ne i:::meile non-négative, tous les déterminants (15) pour

positi;e ,tc;l.ls., i son't non-négatifs et si B (f) est une fonctionnelle
ces déterminants sont positifs. Si B (f) est non-negative

4) ¥, est une notation abrégée pour

i Jk‘j—l | SRl lan
Jppr=k+1 =k j= j{g;

i\;o‘l;si:mpl(’(‘)yerons d4ns la suite de telles notations.
»Correspondance d’Hermite et de Stieltjes“ t. 1, p. 109, lettre 52
g 420 » 9
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onas, >0 siet seulement si an moins k-1 des coelficients p;sont
t
positifs et on a alors nécessairement 5, == 0,3, >0, . .., 3, _;>0.
Désignons maintenant par U (x

THESTRRIT R SRR ) le déterminant

qu'on obtient de V (x}, x,, ..., x, ) lorsqu'on remplace les sléments
o AN . Al RS ) S
X7 par f(x,) respectivement. On a alors

B, xha Lo 55 )

Vg sy %05)

[xl’ XE" 0 X”_H; fl:
.

Tenant compte de Uexpression (16) des polynomes orthogonaux,
on trouve, en supposant 5. =0, 3 ,, =0,

(18) \// al ij/t—«j—l B (P”,‘Ll-_f,\’ O

!
( I 6 * Mg i g Mt g

Ve ('\il’ T s

e

(n+2)t 1R Bfn-;-z v (&, f’*’;’ oo b)) Ul by 005 1))

et on obtient le

Théoréme 2. Si B(1) est une fonctionnellz linéaire non-négative
telle que 5, >0 et si P est le polynoie orthogonal (et normal)
de degré n -~ 1 correspondant « cette fonctionnelle, on a

(19) B(P,,./)=0, resp. >0,

pour toute fonction non-concave resp. convexe d'ordre n sur les
points (1). \

Pius exactement, légalité dans {19) n'est possible, dans le
champs des fonctions non=concaves d’ordre n, que st la Jenction se
réduit o un polynome de degré nsur les points (1) auxquels corres-
pondent des cozfficients p, non niis.

Dans le cas particulier ot A (/) est de fa farme B (P, /) ot a pu

1

3

2 T e e B L T TN e A MY Sl ] P g
établir 'incgalité directement, 4 aide de (18), sans employer les condi-
tions (4) et (8) trouvées plus haut. 5
Il est évident qu’on peut remplacer dans (19) le polynome ¥, par
, § +
cP, . ., c ¢tant une constante positive.

4, — Considérons maintenant une fonctionnelle bilinéaire

1
| ‘ n S L5
(20) AR Q= Dy Dty f (8D 2(x),
_ ST

T e——i
e .

e e e —
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dans le champs des fonctions f, g définies sur les points (1). Cherchons

les conditions pour que Pon ait

(21) A (f, 9) =0,

pour tout couple de deux fonctions f, ¢ non-concaves d’ordre n sur (1).
[l faut d’abord que cette inégalité soit verifiee si f resp. ¢ est un

polynome de degre n et g resp. f une fonction non-cencave d’ordre n.

On trouve donc les conditions nécessaires

(22) A, 1) =A(f,x)=0, i=0,1,...,n

oti f est une fonction non-concave d’ordre n quelcongue.

Remarquons que

Lemme 3. Si A (F) est une fonctionnelle linéaire et s A =0
pour toute fonction non-concave d’ordre n, cette égalité est vérijice

identiquement par toute fonction (c’est-a-dire que la fonctionnelle A ()

est nulle identiquement).
En effet, de A (— f) = — A (f) il résulte que A (f) s‘annule aussi
pour toute fonction non-convexe d’ordre n. Mais, toute fonction f (x)

Csur (1) est la difiérence de deux fonctions non-concave d’ordre n (ou la

somme d’une fonction non-concave et d’une fonction non-convexe
d’ordre n). D’ou la propriéte.

Nous pouvons donc dire que les égalités (22) sont verifiées identi-
quement par rapport a Ja fonction f.

D’autres conditions nécessaires pour U'inégalité (21) sont

(23) A (f/f—i—l,i’ f:+1,j) s LA S e L

On voit facilement que les conditions précédentes sont aussi suf-
fisantes.

En effet, compte tenant de la formule (11), on trouve, si f, o sont
non-concaves d’ordre .

m=n—1 m—n—l1

Afg)= ,}:f ,Zf s = X0 i — X )AL () 8(9)
| A mils Fa =0
Lnfin, pour que U'inégalité plus precise
(2] A(f,g)>0,

soit verifiée par tout couple de deux fonctions convexes d’ordre n, il
faut et il suffit de plus gue

(25) A (xll+1, xu+1) s 0.

En effet, A (x"*!, ¢) est une fonctionnelle linéaire de g eton a
A (xn+!, g) >0 pour toute fonction convexe d’ordre n, g, d’aprés le

d - - . d ' |
B B el i Tl b e aaie 4S5
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théoréme 1 et, encore d’aprés le théoréme 1, on a (24) si f est aussi con-
vexe d’ordre n.
Finalement nous avons donc le
Théoréme 3. Pour que linégalité (21) soit vérifiée par tout
couple de deux fonctions non-concaves d'ordre n sur les points (1),
il faut et il suffit que les conditions (22) (identiquement par rapport a
la fonction /) ef (23) soient satisfaites.
Pour que I'inégalité plus précise (24) soit véri‘ide par tout couple
de deux fonctions convexes d'ordre n sur les poiats (1), il faut et il
sufjit que les conditions (22), (24) et (25) soient satisfaites.
Il est clair, qu’en méme temps qu’avec deux fonctions non-con-
caves d’ordre n quelconques, nos inégalités sont vérifiées aussi par deux
_ fonctions non-convexes d’ordre n. L'inégalité contraire est toujours vraie
: si I'une des fonctions est non-concave et autre non-convexe (resp. con-
| vexe et concave) d’ordre n sur les points (1).
| 5. — Reprenons la fonctionnelle B (f) de Nr. 3. Si cette fonction-
nelle est non-négative on a évidemment

v

(26) :'pil Digs P s U(x,-l, Ripica o Xp 5 /) U(xil’ ol AREET 8)=0,

g2

I

! pour tout couple de deux fonctions non-concaves d’ordre n sur (1).

" Cherchons a exprimer le premier membre de (24) a Paide de Ia
fonctionnelle B (f). Cette expression s’écrit aussi

qui est aussi égal a

s . -
i Jll - l}'

WP T 0D e )+ Y g, B BTOY e
izl j=1

j i=1

] m
‘ S s, e = Zpi g(x)
iz
| m
i i S e St Z p; % g (x)
=1
| @0 s by ey, S T i s AR o
m
Sn Sut1 ‘- Son Z P X} g (x)
=i
I mn mn nt nt )
Zp,’f(x[) Z P; x[f(x[) ce Z 1; x?f(x[) Z p{f (xg)g(xi)
= =i =i iz
|

.............. X
J
163 o S RGN ()
{ I
s o o ST A1 3o 2t T k= 4, Sl e e ) ol b b e s e ) T et o L S el ’

e ——a

- —
————

_._._.__ -
e e P S
—
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Si nous reprenons les polynomes orthogonaux (16), un calcul facile,
sur lequel il est inutile d’insister, nous montre que le déterminant qui
intervient dans la dewxitme sommation est ¢gal a

— 3, Y P, (x)P, (x).
r=_0

L’expression (27) devient donc

n

[ Y pf)e () — 3 ip,-p,( P (x)P, (x,.)‘) 1) () J =

=1, [ IWOHOR IOV PAAOEE) J

et on peut énoncer le

Théoréme 4. Si B(Y) est une fonctionnelle linéaire non-négative,
telle que 5, >0, et si l'on construit les polynomes orthogonaux (et

normaux) (16) correspondants & cette fonctionnelle, on a
r=0

pour-tout couple de deux fonctions non-concaves d’ordre n sur les
points (1). Si les fonctions sont convexes d’ordre n sur les points (1)
le signe > est toujours valable dans (25).

Drailleurs, si l'une des fonctions est convexe d’ordre n I'égalité
n’est possible dans (28) que si 'autre fonction se réduit a un polynome
de degré n sur les points x, auxquels correspondent des coefficients p;

non nuls, cette fonction étant supposée, bien entendu, non-concave
d’ordre n.

Pour n = 0 nous trouvons I'inégalité classique de TcHEBYCHEFF, en
termes finis et qui peut s’écrire

Lp uv, N (Zpiul) (Epl.vl.)

2 p; 1p; )\ Epy

les suites finies uy, u,, ...; v, v,, ..., étant monotones de méme sens
etp, =0, 2p, > 0.
6. — D’une inegalité bilinéaire on déduit facilement des inégalités

lin¢aires, en particularisant I'une des fonctions. Par exemple, en prenant

g = x""! dant (26) nous retrouvons Iinégalité du Nr. 3. Le théoréme

résulte donc du théoréme 4. Lit la
Remarquons aussi que I'inégalité (26) est vraie quelle que
fonction f identique a la fonction g. On en déduit le
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Théoreme 5. Si B (f) est une fonctionnelle linéaire non-négative,
telle que 3, => 0, toute fonction f sur les points (1) vérifie l'inégalité

29) B()=Y BE®,. N

L’égalité dans (29) n’est possible que sif se réduit @ un poly-
nome de degré n sur les points (1) avxquels correspondent des coeffi-
cients p, positifs.

D’ailleurs, Vinégalité n’est autre que I'inégalité de BesseL corres-
pondante au développement de la fonction f suivant les polynomes
orthogonaux et normaux (16).

§ 2. — Sur quelques propriétés préliminaires des fonctions
convexes d’ordre supérieu:

7. — Nous allons maintenant considérer, sauf avis contraire, uni-
quement des fonctions finies, uniformes et définies dans un intervalle
fini et fermé [a, b].

Une fonction non-concave d’ordre n =0 dans [a, b] est toujours
bornée dans [a, b] et si n > 0 elle est toujours continue dans l'intervalle
ouvert (a, b). Pour toute fonction nou-concave d’ordre n les limites
f(a+0), f(b—0) existent et on a

fO)Y=F(-—-0), (—1)""'[f(a)—f(a+0)]=0.

La fonction f* (x) définie par
fa+0) x=a,

(30) f* ) =) 7 x=(a, b),
f(b—0), x=b,

est non-concave resp. convexe d’ordre n en méme temps que f.

On voit que toute fonction qui est a la fois non-concave de deux
ordres de parités différentes est continue méme au point a.

Nous allons considérer des fonctions qui sont a la fois non-con-
caves d’ordres 0, 1, . . ., n. Nous dirons qu’une telle fonction est (n+41)—
fois monotone. Une fonction qui est non-concave de tout ordre n =0
est dite complétement monotone. Une fonction (n + 1)-fois mono-

tone, pour n > 0, est continue dans I'intervalle [a, b) fermé a gauche et .

ouvert & droite. Nous allons montrer qu’on peut préciser d’avantage

-Pallure d’une telle fonction au voisinage de a.

o Lemme 4. Toute fonction (n + 1) - fois monotone, n > 0, dans
LinterVegile [a,b] a des dérivées non-négatives d’ordre 1,2, ..., nau
point (’L:(,

NOTES SUR LES FONCTIONS CONVEXES D’ORDRE SUPERIEUR (IX) 95

Par cet énoncé nous voulons dire que pour chaque k =1,2, ..., n,
la limite

(k)
. a
lim [a,xl,xz,...,xk;f]sz()%O
existe °).
La démonstration se fait de 1a maniére suivante: Soit d’abord une
suite infinie décroissante

2 e £
oG 5,.”)

et ayant pour limite le point a. La suite des nombres non-négatifs

(31) (08t 5, i Sapsat ke WA yeam=tl 2, 7
est non-croissante puisque
22 e L S B A (Y o DR §nais f1=
= (5, — L @ é,,% R S 1 s al==0
Donc
lim [a’ &m’ énH—l e 4 £m+k—1; f]
m —=> «©

existe et est non-négatif.
Soit maintenant m un nombre naturel et x,, x,, ..., x,, k points

distincts, différents de a et tous compris dans I'intervalle (g, £,,,,_,)- Une
formule connue de la théorie des diiférences divisées nous donne

[ e S b R b A S e R S N A=
k
:Z ém+1'—1_'xi) [a, ém’ £n1+1’ i 1 gm-H'*l XX xk;f]go'

i=1
Mais, nous pouvons trouver un nombre naturel m’ tel que ¢,
a gauche de tous les points x,, x,, ..., X, . La méme formule nous

montre alors que

soit

FEE s 8 e P A A et e S datt Sl W A =l 0.

Toute différence divisée [a, x,, X,, ..., X,; f], pourvu que les
points x; soient suffisamment prés de a, est donc comprise entre deux
différences divisées de la forme (31). Le lemme en résuite.

8. — Examinons maintenant les fonctions qui correspondent, dans
le cas d’un intervalle, aux fonctions f::+1, ; qui interviennent dans le cas

d’un ensemble fini (1). y,
8) Sans entrer dans des délails, il suffit de dire ici qu'alors la dérivée d’ordre

k au sens ordinaire existe et est égale a f ®) (a).
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Considérons les fonctions « , (x) définie par la formule

n+1

| x—Ax] +x—)\)”: (\x—)\] T8

(32) "?n+1,).(x):( 2 2

)(X—R)”_l, a=h=b,

en supposant n > 0. Cette fonction est donc nulle dans Pintervalle

[a, A] et se réduit au polynome (x — )" dans lintervalle [., 6]. Nous
complétons la définition pour n = 0 par la suivante

Iy 0, xsla, 1),
i 7 (x) m .
1, xe[n, b].
Nous avons la relation de récurrence

(33) Cutr,, D= =1%, (x).

Lemme 5. La fonction ¢, , est non-négative et (n+ 1)-fois
monotone dans 'intervalle [a, b].

Le signe de v, ., , est évident. Pour démontrer la monotonie il
faut montrer que

(34) [y, Xay" 2y By e ot i O

quels que soient x, <~ x, <C .* 5 =aloc 8 et K=t SOFSaRs o - 11K,

Nous allons procéder par induction. Supposons la propriété vraie
jusqu’a n et demontrons-la pour n.
Six, ., <<, la différence divisée (34) est nulle.

Six, >Xketk=n+1, ladifférence divisée (34) est encore nulle.
Si X, > ket k = n nous employons la formule

. . N
(X Xy ooy Xy s (X = 2) ] =
k

=Z[xl,x2,

i=1

, X,-_, : (X* ;‘)n = k+i—1] (XH_I_ )\) + (xl - )‘)n—k

qu’on déduit facilement de la formule de Leisniz donnant la différence
divisée du produit de deux fonctions 7).
Six, =r= X, ., nous employons la formule de récurrence

. 7
[xl’xz’ ""xk+l’ 'Jn+1,),]

(X ey =W)X, X5 oo os X 15 % ] F Q= X)) [x %, - X5 %, ]

X X

k+1 1

qu’on déduit de la méme formule de Lemsniz appliquée a (33).

7) loc. cit. 2)

—

S R — . B———
- — 2

3
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9. — Une combinaisons lin¢aire de polynomes de degré n et d’'un
nombre fini de fonctions de la forme », , ,  est dite une fonction élé-

mentaire d’ordre n. Pour le moment nous supposons n > 0. Une fonc-
tion élementaire est donc de la forme

m

(35) P(x)+ )] €i%usisy @

Oljl a< )\l < )\2 /‘:: o

| - =1
el b.

Les polynomes de degré n et les fonctions ¢, | , sont des fonc-
tions élémentaires d’ordre n particuléres. Remarquons que toute fonc-
tion élémentaire d’ordre n (= 0) est continue dans [a, b].

Lemme 6. Pour que la fonction élémentaire d’ordre n (35) soit
non-concave d’ordre n dans [a, bl il faut et il suffit que les constantes
c, soient non-négatives.

Les conditions sont évidemment suffisantes. Montrons qu’elles sont

aussi nécessaires. Si nous désignons la fonction (35) par * (x) et si nous

prenons les points x, x,, ..., x, ., tels que

~ — — 3 =t ) _

N L =X < <A S 0 Bl A RS s <Th T (b, =a, &, =0b),
nous avons

NN
[X;, X X Wl = . (X’HZiA[)
ERIRER0Y 2 H—FZ’\(’ (X/,+2— Xl) (x/H-Z_ xz) e

= 0.

(xn o0 xu +1)

On voit facilement que pour qu’un polynome de degre n soit
non-négatif et (n + 1)-fois monotone dans [a, b] il faut et il suffit que si
on ordonne ce polynome suivant les puissances de x — a, tous ses
coefficients soient = 0. Nous en déduisons le

Lemme 7. Pour que la jonction élémentaire d’ordre n (33) soit
non-négative et (n + 1) - fois monotone dans Uintervalle [a, b] il faut
et il suffit que les constantes c, soient =0 et que les coefficients 1, du
polynome

R (= 1y O, ) Sy (= a)"
soient aussi non-négatifs.
Dans le cas des fonctions définies sur un nombre fini de points

nous avons déja remarqué que toute fonction non-concave d’ordre n
est de la forme (9) avec des coefficients ¢, non-négatifs. Le polynome

P (x) de cette formule peut aussi s’écrire
P(x)=P(x,, X,. .., X, s flx0)=

:f(xl) =+ ;[Xl’ xza--‘) x,;-]; j'(x_xl) (x—XQ)" .(X—X'-)-

i
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Il en résulte que toute fonction non-négative et (n 4+ 1) - fois
monotone sur les points (1) est de la forme
n m—n—1
'(0+ Z 1i (x— x1) (x o xz) cee (x T xi) + E Cif:l+l,i(x)’
=1 i=1
ol les 7, et les ¢, sont non-négatifs.

10. — Nous allons maintenant démontrer la propriété suivante.

Théoréme 6. Toute fonction continue et non-concave d’ordre
n dans Uintervalle [a, b] est la limite d’une suite uniformément con-
vergente de fonctions élémentaires d’ordre n, non-concaves d’ordre
n dans [a, b].

C’est une propriété que nous avons souvent utilisé. Nous en allons
donner maintenant une démonstration directe, sans passer par les déri-
vées de la fonction considéree.

Soit f (x) la fonction et divisons l'intervalle [a, b] en m parties
égales par les points

b—a

(36) N=atihi=01, .. ,mh="—

Supposons, pour fixer les idées, m assez grad, en espéce m > 2n.
Considérons alors la fonction élémentaire d’ordre n

m—n ,
G S ®= Y G =2 A () Bty O
i=1

la notation (6) étant relative a la suite (36). Nous avons
Myn — My = (n+1)het

(= 1!
(n + 1)1 At
Nous pouvons alors écrire :
Pour x¢ [Ag AL

] n+1
G8) A= PG A QR PACIE

j=

f,(x)=0.
Pour x e[ p Nynph 0=j=n—1,

('— 1)n+1 J 4 n+1 n
flx) == { Y (= 1y f Q) [2(— 1 CHD) (x=has) ] +
s=0

nth* | =4

n j
iy (—l)ff(x,)[Z(— 1) M) (x.—xn+s)"]+

r=j+1

n+j+1 j
LI (—D’f(h)[ > (—l)s(','ii)(x—%,,+s)"“-

r=n+l1 s=r—n—1
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Pour x e [A;, 1, Mppaqls =j=m—n—1,%)

[}

fn(®)= Ela { )) (—1)’f(l,)‘-2 (—1°GEY) (x—2, +s)":l +

nl h* |
: nt+j+1 i -1 l .
+ X (—1)rf(7\,)|: DR G ) i) (x—)*n+s)"_| [
r=§+1 s=r—n—1

Considérons le polynome °)

Q,, (x) = (;‘X{Z(—l)'f(x,)[Z(— 1 ("*h (x—x,,+s)"J } .

n! B i
Nous allons démontrer que la fonction
(39) (‘Pm (x) = fm (x) + Qm (x) ’

qui est bien de la forme (35), converge uniformément vers la fonction f
dans [a, b] '9). ‘
Remarquons que

Y =1y [Z EDECE) (x—xn+s)"_| = V(=1 (") (=2, )=
r=0 s=0 )

s=0
— (=1 R Y ()G (n—s)' = (=) A" nl
s=0

1l en résulte que la fonction ¢ (x) se reduit identiquement a 1
lorsque f (x) = 1. La différence f (x) — ¢,, (x) s’obtient donc de ¢, (x)
en remplagant partout f (A,) par f (x) — f (»,). Enfin désignons par
o (3) le module d’oscillation de f .

8) Le coefficient de f (4r) pour n+1 < r <j(>n) est

n+1

1
nl A" Z = (anrl) (r =D ys)"
§=0

et est donc nul identiquement, d’aprés une propriété connue des différences d’ordre
n+1.

9) Dans le cas n =1, Q,, (x) n'est autre que le polynome de LAGRANGE
P (hos A13 flx).

10) Lorsque n =1, y = w,, (x) représent la ligne polyonale inscrite dans la
coutbe y = f (x) suivant les abscisses X; .
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Nous avons alors :
Pour x e[A,, A1,

| f () — 4, )| = | f(x)— Q x) | =

< E[ 1) —FO)I S CED Oy — x)"J
nl h" = =0

etona
1F@—f0)] Zo(]lx—)|)=o(@h),
0§kn+s—x§(n+s)h,s=1,,2,...,n,
donc
| f(x) — ¢, ()| = xe[ho, M,
ol

= Z Z 1Y (a4 )"

est indépendant de m,
Pour xe[)\j+n, )‘j+n+l]’ 0=j=n—1,

10— 4 () | S h,,{ > l-lf(x)—f(h)l 2 (D Oy )"]+

rej+1 s=j+1

n+

J+1 j
+ X |-|f(X)—f(k,)| b "“)(x—l,m)]}
r=n+11L

s=r—n—1

et on obtient de la méme maniere

"

) — b, (X) | =< 1:‘; o h), xeli, )

n r
M, =max " o D CYy@ts—j—1)'+

j=0,1,..,n—1 L_r=j+1 s=j+1

n+j+1 .
+ X Z G +1 —s)"]
r=n+1 s=r—n—1

est indépendant de m.
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Pour xe[)~j+", )‘j+n+1]’ n=j=m-n—1,

1 f ) — b, (X) | =

n—r]h—{ )2 [‘f@‘)‘f@rﬂ ) <":i:><x—>\,.+s)"J},

r=j+10L s=r—n—1

d’ot1 il résulte, comme plus haut,

(2

M .
[ FO)— b, (x) ] _é_—n'?—m (nh), X[y whiayid n<j=<m—n—1

oft
n+j+1 j n—r
Y Y 1= = NI+
r=j+ls=r—n—1 r=0 s=0

est indépendant de m et de j.
Finalement donc

| f(x

x¢|[a, b],

oit M, = max (M, M
démontre la propriéte.

“, M. )est un nombre indépendant de m, ce qui

11.— Le théoréme 6 reste vrai pour n{,=0. Dans ce cas, on peut

écrire ,

fo (%) = E[f(ki) f(k,_,)] AN (63

i=1
Q, () =7 (@.
Supposons que a =i, <\ < ... <A, <A, = b sont des
points quelconques, non pas équidistants en général et posons

5= max (A, —X\_,)
i=1,2,...,m

Nous avons alors
[f()‘1+1) f(a), x s [hp Aj+l), j=0,1,...,m—2
@ —f@, xsl,_, 0}

et on voit que

£ (x)

1 f () — ¢, (x) | =0 @), xe[a, b].

11 suffit donc de prendre des points A, tels que & — 0 pour -déduire
le théoréme 6,
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Voyons maintenant ce qui se passe pour les fpnctlons noln-
décroissantes quelconques. Pour cela nous allons généraliser, un peu les
fonctions élémentaires d’ordre O. i

Considérons les fonctions ¥, (x; p) définies par

0, x<[a, )
(40) 1), (X; P) GRS N
1, xe(A 0]
ot 0 = p == 1, et, en particulier,
= 0, xz[a,b),
P’ X =d y, e _ 3
.Jl,a( () { 1’ xe(a’ b], 1,b P, x = b.

La fonction ¢, , (x; 1) coincide donc avec ¢, , (X). t
Nous dirons encore que ces fonctions et, plus généralement, toute
combinaison linéaire de la forme

@D ) =+ Y0y, (xie)
) i=1

aé)‘l<)\2< "'<)‘m—l<)‘m§b’

est une fonction élémentaire d’ordre 0. Dans ¢ (x) on peut, d’aillelurs,
toujours supposer que si Ay = aonap = Oetsir, =06 or-1 ap, = .
Pour qu’une fonction élémentaire (41) soit non-décroissante il faut
et il suffit que ¢, =0,i =1, 2, ..., m.
Nous pouvons alors démontrer le )
Théoréme 7. Toute fonction non-décroissante dans ltm‘ervglle
la, b] est la limite d’une suite uniformément conve.rgente de foqctzons
élémentaires d’ordre 0, non-décroissantes dans I’intervalle [a, b].
Soit f (x) une fonction non-décroissantes dans [a, b). On peut tou-
jours écrire
(42) f(x)=F*(x) + 4 (x),
oit f* est continue et non-décroissante dans [a, b] et / ()'c)lest la fonction
des sauts de f. Si ¢, sont les points de discontinuité de la fonc-
tion f, on a
, ; : fE)—FE—=0)
L(x)= P [f(a,+0) = (51 = O)]?p ;,(x; Pi)’ ;= f(sl 1 0) __f(el__ 0),

ol la sommation s’étend a toutes les discontinuités &, On convient de
poser 4 (a — 0) = % (a), L (b + 0) = 4 (b). Remarquons que

F +0)—f(,—0)>0.
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7 (x) est non-décroissante et est, ou bien une fonction élémentaire
d’ordre 0, ou bien est la somme d’une série absolument et uniformément
convergente de fonctions élémentaires d’ordre 0. Le théoréme 7 en
résulte.

Pour les fonctions f qui sont continues & droite le théoréme 7
coincide avec le théoréme 6. Dans ce cas, en effet,  (x) est continue &
droite et n’introduit que des fonctions élémentaires de la forme % (x).

La décomposition (42) peut aussi s’écrire pour une fonction non-
concave d’ordre n > 0. Dans ce cas, en modifiant Iégérement la formule
(42), on peut prendre pour f* (x) la fonction (30) et pour % (x) la fonction

L(x)=[f(a)—f(a +O) -y, (x; 001+ [£(6) — f(b—0)] 9, (x).

Nous pouvons en conclure que f (x) est encore la limite d’une
suite uniformément convergente de fonctions élémentaires d’ordre n,
non-concaves d’ordre n et corrigées par la fonction % (x).

Lorsque la fonction f est continue en a, la fonction % (x) se
réduit &

(43) L(x) =[f@O)—=F(—0)1% ,(x).

12. — Supposons n > 0 et reprenons le polynome Q,, (x), donné
au No. 10. En remarquant que

2 CDTGE =) =0, 0 =a—h)

s=r—n—

nous pouvons écrire

; { 2 fo\,)f LD (- ms_o'] }
nl "5,

Q, (x) =

s§=0

Compte tenant de la formule de transformation
n n n = r
2ic ()= ZI_Z ) cs_l [E(— IF () f(xs)]
r=| r=0»41_s=r s=0
et de la formule (38), nous trouvons

n

Q, () =3 {r! Boskys s /1 =2 (-1 () (x—x,+s_1)"}-
s=0

e
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Supposons maintenant que la fonction f soit (n 4 1)-fois mono-
tone dans [a, b]. D’apres le lemme 4, nous avons

Um rL g, hy e b ] =FO (@200 F =152, don

h—=0

D’autre part

n—r

. 1 S - ; g
lim = 3 (1) (70 (k)" =
h—>0 s=0
SR o 3y s 1) (e ) = ey
=l 050 ; A

puisque

n—r

(— 1)"”2(— 1 ("I (r+s—1)"T"= (n—r)!
s=0

et, ¢videmment, cette limite est atteinte uniformément dans [a, 6]. Il en
résulte que ' '

(r)
lim Q,, (x) = Z f_,'(a_) (x—a)%;

h—=0 r=0

uniformément dans [a, 6].

Nous en déduisons le

Théoréme 8. Toute fonction continue, non-négative et (n | 1)-
fois monotone dans lintervalle (a, b] est la limite d’une suite unifor-
mément convergente de fonctions élémentaires d’ordre n, de la forme
(35), ot les ¢, sont = 0 et le polynome P (x), ordonné suivant les

puissances de x —a a tous ses coefficients = 0.
II suffit de prendre les fonctions

iG]
tt) = RO ey g,

r

Si nous considérons des fonctions (n -+ 1)-fois monotones quel-
conques (non pas necessairement continues en b) il suffit de corriger les
fonctions 7 (x) correspondantes 4 la fonction f* (x) par la fonction (43).

13. Supposons maintenant que / (x) soit complétement monotone
dans [a, b]. Nous avons alors le théoréme suivant

Théoréme 9. Toute fonction non- négative et complétement mo-
notone dans Uintervalle [a, b] est la limite d’une suite uniformément

r'S}'-L—J‘-'-

="

o1 T B ™ =
- - AT N " . » | - —

_'1.1-_.»? ._"-.;- -

ir
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convergente de polynomes non-négatifs et complétement monotones
dans Uintervalle [a, b].

Toute fonction continue non-négative et complétement monotone
est donc limite uniforme de polynomes qui ordonnés suivant les puissances
de x — a ont tous leurs coefficients non - négatifs.

On obtient facilement cette propriété en considérant les polynomes
de M. S. BERNSTEIN.

m

C0) R——— LY PO

a i m-—i
b —ay & m ) (x—a)" (b—x)

qui jouissent bien des propriété exigées 1),

Si nous considérons des fonctions complétement monotones quel-
conques il suffit de corriger les polynomes (44), correspondants a la
fonction f* par la fonction (43) et f (x) sera la limite uniforme de ces
polynomes ainsi corrigés.

§ 3. — Inégalités linéaires pour les fonctions convexes définies
dans un intervalle

14. — Considérons une fonctionnelle linéaire A (f) définie pour
les fonctions f (x), bornées et ayant au plus des discontinuités de pre-
mieres espéce dans I'intervalle [a, b]. Pour fixer les idées prenons

b
(45) A(f):[f(X)dv-(X)+>éf,»f(X,-) (5, % 0)

v

ot & (x) est une fonction continue & variation bornée dans [a, b], les
X;s[a, b]sont en nombre fini ou en infinité ay plus dénombrable et

la série X r, est alors absolument convergente. Ces points x;, sont les
points critiques de la fonctionnelle linéaire A (f).

Remarquons que la fonctionnelle considerée au § 1 est un cas par-
ticulier ot 2 (x) se réduit & une constante et le nombre des points critique
est fini.

1) Voir: TIBERIU Popoviciu ,Sur Uapproximation des fonctions convexes
d'ordre supérieur Mathematica, 10, 49 —'54 (1934).

AT



.~ i neSenw .

106 TIBERIU POPOVICIU

On sait, d’ailleurs, que toute fonctionnelle linéaire définie pour les
fonctions f continues dans [a, 6] est de la forme )8

[
( () da)

o

oit 2 (x) est une fonction a variation bornée dans la, b]. Lorsqu’il s’agit
uniquement des fonctions f continues, on peut toujours prendre A N
sous cette forme.

On voit que

(46) lim A (f)=A(f)
m—=>cw
si la suite des fonctions [ converge uniformément vers la fonction
limite f.
Nous nous proposons de trouver des conditions necessaires et suf-
fisantes pour que I'inégalité

(47) A(f)=0

ait lieu pour toute fonction non-concave d’ordre n dans I'intervalle [a, 6]

Les résultats du § 1 permettent de traiter un peu plus rapidement
cette question.

Nous allons supposer d’abord n > 0.

On voit, comme au § 1, que les conditions

(48) A(x')=0,i=0,1,...,n

sont nécessaires.
Le lemme 5 nous montre que les conditions

(49) A(f,) =0, a<x=1b

sont aussi nécessaires

Ces conditions sont aussi suffisantes. En effet, supposons d’abord
f (x) continue et non-concave d’ordre n. Construisant la fonction (39)
et compte tenant de (48), (49) nous trouvons

m—n

OO AW =AU = (DR Y AN ALG,,, 5, =0,

i=1

12) FREDERIC RIESZ ,Sur les opérations fonctionnelles linéaires* C. R. Acad.
sc. Paris, 149, 974—977 (1909).
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et, d’aprés (46), en tenant compte de la démonstration du théo-
réme 6,

(51) lim A@,)=A(H)=0.
m —= o

Si les extrémités a, b de Pintervalle [a, b] ne sont pas des points
critiques de A (f) les résultats precédents sont évidemment valables
pour toutes les fonctions non-concaves d’ordre n dans [a, b].

Deémontrons maintenant le %

Lemme 8. Si lextrémité a est un point critique de la fonction-
nelle A(f) et si les conditions (48) et (49) sont satisfaites, on a

(52) (—1y+ o >0,

v étant le coefficient ¢ correspondant au point critique a.

Si Uextrémité b est un point critique, dans les méme condi-
tions, on a

(53) )

™ étant le coefficient T, correspondant au point critigue b L)

Désignons par Z ; Z » -« . etc., des sommations qui s’éten-
xXi >0 x>0 ‘
dent a toutes les valeurs de ; pour lesquelles x, =), X, >4k, .. etc.
On a aloss

b
0 A (7,,,,) = f A R R
" x

i >h

A
= — f (x =X da (x) — Z< T, — W),

X <)
Sesi

Nous en déduisons, pour a << A << b,

A :
.x‘__\ll
=t ! ),f(x——)\)”dy.(x)4(—1)”“:’—- Z :,-(' ') =0
hAh—qa

a<x; < \h-—a

et faisant A —> g on trouve (52).

') Cette propriété est valable aussi dans le cas ou A ( f) se réduit 4 une fonc-
tionnelle telle que (2). Les points (1) étant ordonnés et Pinégalité étant vérifice par
toute “onction non-concave d'ordre n définie sur les points (1) ou définie dans Pinter-
valle [, ] (en supposant %) == 0, 7, =40, ce qui ne restrient pas la généralité),
(= I}u+1 7> 0, T 0.
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De méme, nous avons,

b
==
l\ f(x~)\)”du(x)+r”+ Z :l.(’ -
A 1

([) —-/\)n 0> x>0

et pour A —> b on déduit (53).

Soit maintenant une fonction J (x) non-coneave d'ordre 1. La fonc-
tion f* (x) donnég par (30) est continue et aussi non-concave d’ordre n.
Sous les hypothéses (48), (49) on a donc

A(fH=0
et

G4) A(f)y=A(Y +7[f(a)— fa+ 0)] + <" [f(b) — fF(b—0)],
donc, en vertu du lemme 8,
A(f)=o.

r Finalement donc nous avons le

Théoréme 10. Pour que linégalité (47) soit vérifiée par toute
fonction non-concave d’ordre 1 dans la, b, il faut et il suffit que les
conditions (48) et (49) soient satisfaites.

15. — Cherchons maintenant les conditions sous lesquelles Iiné-
galité plus précise

(153 A(f)>0,

est vraie pour toute fonction convexe d’ordre n dans 'intervalle la, b].
Les conditions (48) et (49) sont encore nécessaires, puisque toute
fonction non-concave d’ordre 5 est Ja limite d’une suite uniformément
convergente de fonctions convexes d’ordre n 13);

La relation (54) nous montre qu’il suffit de considérer des
fonctions continues et convexes d’ordre n. :

Remarquons que la fonction

F ().) = A (’-311 + 1, ?.)

est continue et non-négative dans [q, b].
Démontrons alors le

Lemme 9. Si les conditions (48) et (49) sont satisfaites, et si la
fonction F(\) n’est pas identiquement nulle, toute Jonction continue
et convexe d’ordre n vérifie linégalité (55).

xrl+l

1) Par exemple f (x) est limite de S (x) + pour m —>op ,

R 1. e R
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En effet, la continuité de F (») nous montre qu'on peut trouver un
intervalle [¢, d] c [a, 6] et un nombre positif C tels que

(56) F()>C, kele d).

On peut toujours choisir les nombres ¢, d de maniére quils
divisent rationnellement lintervalle [a, &] et que 'on ait a<- ¢ < d<7b.
Soit

b—a

bha,d::a—Fvia ’

cC=q-+ o

ot 1 <o~ §=Cr —~1,4,8,r étant des entiers, ?
) 2

Repreno;s les points (36) avec m = r. p, ot p est assez grand, en
n(n +1)

P

espece p < , et les fonctions (37) correspondantes.

Ces fonctions peuvent s’écrire

m-—n

fa@ = PA DS AT 05,0

=

Les inégalités (50) et (56) nous donnent

Ap—n+1 ) )
A =AG)=>C 3 (h— A >
i=op—n+1
Afp—n !
>C D0 () — AN = Crafr ) — 48,7 (1
i=up+41

Divisons I'intervalle [)\ap, )\ﬂp] = [c,d] en n+ 1 parties ¢gales par
les points
Vi=c+i Ll
R T
Une formule bien connue des différences divisées nous donne

(Vo Vo oo Vs f1— AZP(f) =

i=0,1, ..., n4+1.

#
:Z(yt— )\f/.p-}-i) [yo’yl’ RN 4 )‘D.p+i’)‘f/.p+i+l’ "")‘o.p+u; 11> 0.

=1

BT =W Vo oo ¥y s fl=

n—1

:Z()\ﬁp—"—i-f&yi+l)[)‘,‘)‘p—n’ )\/?p—n—}-l’ sie ’)\/?p~»lz+i’yi+1i Yigor- o Yy J11>0,

=0
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Il en résulte que
AP O =BT N> Vs Va3 F1 =100 Yy - ¥y fl=
=@—=)p vy - Vayys FI>0.
Nous avons donc
AW)>CA@—0) Yy V- ¥y, F1>0.

Faisons maintenant p —> o0, alors m —> %0, mais les points y, sont
indépehdants de p, donc de (51) il résulte que

AN=CU@— Yy Yy - Vi s 110,

ce qui démontre le lemme 9.

Nous complétons la propriété précédente par le

Lemme 10. Si les conditions (48), (49) sont satisfaites et si
Pinégalité (55) est vérifiée par une fonction continue et convexe
d’ordre n, alors cette inégalité sera verifiée par toute fonction
continue et convexe d’ordre n.

En effet, si linégalité (55) est satisfaite pour une fonction
convexe f, la formule (51) nous montre que F () ne peut étre
identiquement nul. En particulier, x"*' est une fonction convexe
d’ordre n et nous déduisons le

Théoréme 11. Pour que linégalité (55) soit vérifiée par toute
fonction convexe d’ordre n dans Uintervalle [a, b]il faut et il suffit
que les conditions (48), (49) soient satisfaites et que, de plus,
Uon ait
(57) AX"Th>o.

On peut aussi chercher dans quels cas I'égalité
(58) A(f)=0
est valable pour une fonction non-concave d’ordre n dans [a, b].

L’analyse précédente nous montre que si les conditions (48), (49)
sont satisfaites, 'égalité (58) n’est possible, pour une fonction non-
concave d’ordre n que si cette fonction se réduit & un polynome de
degré n dans tout intervalle ot F (1) est positif.

16.— Nous avons supposé jusqu’ici n > 0. Supposons maintenant
que n = 0. Nous allons démontrer que les théorémes 9 et 10 restent
vrais encore dans ce cas ).

15) Cette propriété est comprise, en partie, daus le théoréme 399 de Pexcellent
livte de MM. G. H. HARDY, |. E. LITTLEWOOD et G. POLYA »Inequalities”, Cambridge
Univ., Press. 1934.
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Toutes les conditions précédentes sont évidemment nécessaires. 11
reste & montrer qu’elles sont aussi suffisantes.

La suffisance des conditions (48), (49) pour I'inégalité (47) résulte,
dans le cas ot la fonction f est continue, comme plus haut.

Si la fonction non-décroissante f(x) n’est pas continue le théoréme
10 se démontre comme plus haut, mais en s’appuyant sur le théoréme 7.
Pour cela il faut démontrer que si les conditions (48), (49) sont verifiées,
inégalité (37) est vraie pour toutes les fonctions o, ,(x; p) données
par (40). Dans le cas oil A ne coincide pas avec un point critique de A (f)
ceci est evident, puisqu’alors A (¢, , (x; () ne dépend pas de la valeur
de la fonction au point 2.

Supposons donc que 4 coincide avec le point critique x . Si nous
prenons, comme plus haut,

FO)= A, )

la condition (49) s’écrit, pour A = x,

F(x)=a()—a(x)+ D, =0

Xj > Xp

La fonction F (1) n’est pas continue en général, mais elle n’a que
des discontinuités de premiére espéce au plus (plus exactement elle est a
variation bornée). On en déduit que

F(x, +0) =a(b)—2(x,) + Y, t,=0.

X; > xp
La propriéte résulte maintenant de

A, ) =a®) —a(x)+ Y 5 +50—

X; > Xp

—a®)—a(x) + D) 5+ (=1

Xj > Xp

Examinons maintenant le théoréme 11, Supposons donc (48), (49)
et A (x) > O satisfaites. Je dis que, dans ce cas, on peut trouver un sous-
intervalle [¢, d] de [a, b] tel que

A
FQ)>q= ———2(b(_x)a), relc, d].

En effet, dans le cas contraire, I'’ensemble des A pour lesquels
F (1)) = ¥ serait partout dense dans [a, b]. Sous cette hypothese, con-
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struisons Ja fonction ¢ (x) du Nr. 11, en prenant les A, dans cet ensemble
tel que

59) 1A —A@,) ] <2 2(x), donc AT(")< A,)-
D’autre part *
A (x) A (x)
AN (00) Tt o=l S R .
(fm) i = 2(&—-(1) (b a) 2 3

qui est en contradiction avec (59). La propri¢té est donc démontrée.

L'inégalité (55) pour une fonction continue et croissante résulte
maintenant comme au Nr. précédent. Pour une fonction croissante quel-
conque, la décomposition (42) nous montre que la propriété est encore
vraie. En effet, f* (x) est alors continue et croissante et on a

AN)=AU) +A®. A(fH=0, A =o. 3

Maintenant, ou bien il y a des discontinuités de J comprises entre
c et d et alors A (£) > 0, ou bien f* est croissante dans [c, d] et alors
A (f*) > 0, comme il résulte de la démonstration du Nr. précedent,
Les conclusions relatives a I'égalité (58) s’étendent au cas n = 0.
Si f (x) est non -décroissante, pour que cette égalité ait lieu il faut et il
suffit que ®

A(f*)Y=0, A®) =0.
La premiére égalité ne peut avoir lieu que si f* se réduit a une

constante dans tout intervalle ot F (1) reste plus grand qu’un nombre g
positif fixe. Pour que la seconde égalité ait lieu il faut que

FGE)—FE -0 '
FE+0)—FGE —0) |

A (?1, & (X; Pi)) i 0, P =

pour toutes les discontinuités &, de f (x).
Mais,

A%, (x5 0)) =F ()

si § n’est pas un point critique de A (f) et 4

&

A (’.51, & (X; (‘i)) = F (x,-) S (1 (75 A",’) = F (x,- i 0) = T p

si ¢, coincide avec le point critique X1 |
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Il en résulte que I'égalité (58) n’est possible pour une fonction
non-décroissante que si cette fonction se réduit 4 une constante dans
tout intervalle ou F (1) reste plus grand qu’un nombre positif fixe,

17. Des résultats précédents nous déduisons une importante for=
mule de moyenne qui, au moins sous une forme particuliére, est due a
M. N. Croranescu 16),

Soit A (f) la fonctionnelle linéaire considérée plus haut et supposons
que (48), (49) et (57) soient satisfaites (7 = 0).

Si une fonction continue f(x) vérifie l'égalité A(f) = 0, elle ne
peut €tre ni convexe ni concave d’ordre n. Or, pour une felle fonction
on peut toujours trouver n -+ 2 points distincts Xy Xgy oy X, , Situés
dans I'intervalle [a, b] et tels que

[xl’ Xos o) xn+2;f] = 0.

Soit alors f (x) une fonction continue quelconque dans I’intervalle
[a, b]. Nous avons

i = A(f) n+1 =
A f A(xn-H)x 0

et en appliquant le résultat précédent, on trouve

A A Gty £ o xy wa]
donc
Théoréme 12. Si A (f) est une fonctionnelle linéaire définie
pour les fonctions continues dans Uintervalle [a, b] et si
A=A =...=A@E")=0, A@E"H=o0,

A, D=0, a0,

pour toute fonction continue £ (x) dans Uintervalle [a, b] on peut
trouver n + 2 points distincts Xy X5, ooy X0 de cet intervalle tels
que Uon ait

Af)y=aG""N [x, 50, e S

La formule proprement dite de M. N. CiorANEscu en résulte pout
les fonctions admettant une dérivée d’ordre n = 1 .

16} N. CIORANESCU ,,La généralisation de la premiére formule de la moyenne*
I'Enseignement Mathématique, 37, 292—302 (1938).
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18. — Les résultats du Nr. 3 s’étendent immédiatement. Soit B (f)
une fonctionnelle linéaire telle que (45). Nous construisons a4 l'aide de
cette fonctionnelle les moments (14), les déterminants (15) et les poly-
nomes orthogonaux et normaux (16). La fonctionnelle B (f) est non-
négative resp. positive dans les mémes conditions qu’au Nr. 3.

Nous déduisons le

Théoréme 13. Si B (f) est une fonctionnelle linéaire non-négative
telle que o, > O et si P, est le polynome orthogonal (et normal)
de degré .+ 1 correspondant a cette fonctionnelle, on a

(60) B(P,,, - /)=0 resp. >0,

pour toute fonction non-concave resp. convexe d’ordre n.
Ce théoréme résulte d’ailleurs de la formule

V'3, 5, B,y ) =

1

____melBtz'”B

o (Vg Ty = S b VU (st - v ity 5 )

En particulier, nous pouvons prendre
b
(61) B(f)=f p(x) f(x)dx

ot p (x) est une fonction bornée sommable et non-négative, ayant une
intégrale positive dans [a, b]. C’est alors bien une fonctionnelle linéaire
positive.

Par exemple, sip (x) =1, a = —1, b =1, le polynome P pdif
fére seulement par un facteur constant positif du polynome

1 g™t

62 PP
(62) SRS I ) e

de LeceNDRE de degré n + 1. En considérant la fonctionnelle

Syl
A(f) =f X, () f(x)dx

—1

nous pouvons facilement calculer maintenant la fonction F (¥).

— —
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On a
+1
F () ;f X () (x —20)"dx
A

et un calcul facile nous donne
(1 ek )\2)n+1

()

Nous avons donc le
Théoréme 14. Si X, (x) est le polynome de LEGENDRE de degré

n + 1, on a linégalité

41
{ X () f(x)dx=0

A |

pour toute fonction non-concave d’ordre n dans Uintervalle [— 1, + 1].
L’égalité n’est possible que si la fonction se réduit @ un polynome de
degré n dans lintervalle ouvert (— 1, + 1).

Il est facile d’énoncer une propriété analogue correspondante a la
fonctionnelle linéaire positive (61).

§ 4. — Inégalités bilinéaires pour les fonctions convexes
définies dans un intervalle

19. — Considérons maintenant une fonctionnelle bilinéaire A (f, £)
définie dans le champs des fonctions f, g bornées et admettant au plus
des discontinuités de premiére espéce dans Vintervalle [a, b]. A (f, g) est
donc une fonctionnelle linéaire de f resp. de g de la nature indiquée
au § 3, pour toute fonction donnée g resp. f. Un cas trés particulier est
la fonctionnelle bilinéaire (20) étudiée au § 1. 1l est inutile de préciser
ici la forme de A (f, g) dans le cas général.

Proposons nous de chercher des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l'inégalité

(63) A/, e)=0
soit vérifiée par tout couple de deux fonctions non-concaves d’ordre n
dans [a, b].

Supposons d’abord n > 0.
Tout d’abord on trouve, comme plus haut, les conditions nécessaires

(64) A(f,xY=A,f)=0 i=0,1,...,n,

ou f est une fonction non-concave d’ordre n dans [a, b].
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Drailleurs, si les conditions (64) sont satisfaites par f non-concave
d’ordre n, elles sont satisfaites identiquement pour toute fonction f con-
tinue dans [a, b]. Cette propriété résulte du lemme suivant.

Lemme 11. Si A (f) est une fonctionnelle linéaire et si A (f) = 0
pour toute fonction continue et non-concave d’ordre n dans [a,b], on
a cette méme égalité A (f) = 0 pour toute fonction continue dans |a, b].

En effet, de A (— f) = — A (f) il résulte que I’égalité est veérifiée
aussi par toute fonction non-convexe d’ordre n. La propriété est donc
vraie aussi pour toute fonction qui est la somme d’une fonction non-
concave et d’une fonction non-convexe d’ordre n. Or, toute fonction
continue est la limite uniforme de fonctions qui sont destels sommes
(des polynomes par exemple). D’ot1 la propriété.

La nature des conditions (64) est donc précisée.

Le lemme 4 nous montre que les conditions
(65) ACpyry Pu) =0, a=r=b, a=p=b,
sont aussi nécessaires pour I'inégalité (63).

Les conditions (64), (65) sont aussi suffisantes. Pour le voir il
suffit de construire les fonctions ¢ correspondantes & f et 4 g suppo-
sées continues et non-concaves d’ordre n dans [a, b]. Soient ¢ b ces
fonctions. On voit d’abord que

A (Y ) =0

‘et ensuite
]lm A (T)m/’ (Pm//) = A (f’ (Pm//) hm A (f’ q)m//) = A (f’ g) y
m —> w m’ - > o0

Pour que I'inégalité plus précise
(66) A(f,9>0

soit vérifiee par tout couple de deux fonctions convexes d’ordre n, il
est nécessaire de plus que

(67) A (xmH xn+1) > 0.

Cette condition est aussi suffisante. En effet, si (64), (65) et (67)
sont satisfaites on a

A(xl‘l+l, g) > 0,
pour toute fonction g convexe d’ordre n, puisque la fonctionnelle

linéaire A (x"+!, g) de g véritie les conditions (48), (49) et (57). g étant
une fonction convexe d’ordre n, la fonctionnelle linéaire A (f, g) de f

= 0.;_'_
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vérifie aussi les conditions (48), (49) et (57). On a donc Pinégalité (66)
si f est aussi convexe d’ordre 7.

Enfin, si les fonctions f, g ne sont pas continues, en voit que les
résultats subsistent. En effet, f*, g étant les fonctions (30) correspon-
dantes, on a d’abord

A(f* g% =0.
d’ott
A(f, g% =0.
La fonctionnelle linéaire A (f, g) de g nous montre alors la
propriété.

Finalement donc

Théoréme 15. Pour que l'inégalité (62) soit vérifiée par tout
couple de deux fonctions non-concaves d’ordre n dans [a,b], il faut
et il suffit que les conditions (64), (65) soient satisfaites.

Pour que l'inégalité plus précise (66) soit vérifiée par tout couple
de deux fonctions convexes d’ordre n dans [a, b, il faut et il suffit
que les conditions (64), (65) et (67) soient satisfaites.

Si les conditions (64), (65) et (67) sont satisfaites et si g est une
fonction convekxe d’ordre n donnée, on trouve les conditions sous
lesquelles

A(f,g)=0

pour une fonction non-concave d’ordre n, comme plus haut, en consi-
dérant la fonctionnelle linéaire A (f, 2) de f.
20. — Les résultats du Nr. 5 peuvent se généraliser immediate-
ment. Ce que nous avons établi jusqu’ici nous permet d’énoncer le
Théoréme 16. Si B (f) est une fonctionnelle linéaire non-négative
telle que o, , >0 et sion considére les polynomes orthogonaux (et
normaux) (16) relatifs a cette fonctionnelle, on a

©)  B(g)=resp.> Y BE,/)BP,g),
r=0

pour tout couple de deux fonctions non-concaves resp. convexe d’or-
dre n dans Uintervalle [a, b].
Cette propriété résulte d’ailleurs immédiatement de I'inegalite

'Bt1 Bt2 Ly B"n+2 (U (£ v st ) W (5 6 0 sl o)==

En particulier, on peut prendre la fonctionnelle positive (61). Dans
ce cas, si p (x) reste plus grand qu’'un nombre positif fixe, on peut affir-
mer que I’égalité dans (68) n’est possible, si I'une des fonctions est
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convexe d’ordre n et autre non-concave d’ordre n, que si cette derniere
se réduit a un polynome de degré n dans Vintervalle ouvert (a, b).

Prenons le cas particulier p(x)=1,a=—1, b =1. P, sont
alors, a des facteurs constants positifs prés, les polynomes de LEGENDRE

(62). Ona
. 27 - |
Pf:\/’zl'&

et nous déduisons le

Théoréme 17. Si X, X,, ..., X, sontles polynones de LEGENDRE
de degrés 0,1, ..., n, on a l'inégalicé
+1
(69) f f(x) g(x)dx==resp. >

n h Sl it :
yit! [X,(X)f(x)dx fX,(x)g(x)dx |

o et =

pour tout couple de deux fonctions non-concaves resp. convexes
d’ordre n dans Uintervalle | — 1, 1].

D’ailleurs, si 'une des fonctions f, g est convexe et 'autre non-
concave d’ordre n dans | — 1, 1), 'égalité dans (69) n’est possible que
si cette seconde fonction se réduit « un polynome de degré n dans
Uintervalle ouvert (— 1, 1).

11 est facile d’énoncer une propriété analogue pour la fonctionnelle
plus genérale (61).

21. — Le théoréme 16 généralise une inégalité de TcCHEBYCHEFF.
Pour n = 0 l'inégalité (69) revient & celle de TcuEBYCHEFF. Sous une
forme un peu plus générale cette in¢galité peut s’écrire

{P(X)dx[p(X)f(X)g(X)dX?;-{P(X)/(x)dx’rP(X)g(x)dx,

(i3 241

£, @ ¢tant non-décroissantes dans (a, b) et p (x) de la nature indiguce
dans (61).

De toute inégalité bilinéaire (63) resp. (66) on déduit une inégalite
linéaire, en particularisant I'une des fonctions f, g. Ainsi le théoreme 13
peut se déduire du théoréme 16 en prenant ¢ = x"*L

L’inégalité (68) est vérifiée identiquement si f== g et nous obte-
nons ainsi le

==

—

~ig
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Théoréme 18, Toute fonction bornée et ayant au plus des dis-
continuités de premiére espéce dans |a, b, vérifie I'inégalité ")

(710) B()= Y BE, . NE,

oit B (f) et P, ont la méme signification que dans le théoréme I16.

Cest n’est autre que I'inégalité de Besser correspondante au déve-
loppement de la fonction f suivart les polynomes orthogonaux et
normaux P..

Dans certains cas on peut affirmer immeédiatement que I'égalite
dans (70) n’est possible que si f se réduit a un polynome de degré n.
1l en est ainsi, par exemple, si f est supposée étre continue et B (f) est
de la forme (61) avec p (x) >+ >0, dans [q, D).

§ 5. — Sur quelques limitations d’une fonctionnelle linéaire

22, — Considérons une fonctionnelle lin¢aire A (f). Dans ce §
nous supposerons toujours que cette fonctionnelle vérifie I'egalite

(71) A1) =0,

donc qu’elle ne dépend pas d’une constante additive de f.

Il en résulte que si @ est Poscillation de la fonction f (la ou elle est
définie), il existe une constante M, indépendante de la fonction f, telle
que Pon ait

(72) lA(f) <M. Q.

La fonctionnelle A (f) étant donnée, le nombre M de (72) a un
minimum M, qui est évidemment donné par I'égalité

M, = max | A ()1,

le maximum étant relatif a toute les fonctions (admises) dont les valeurs
restent comprises entre O'et 1.

Nous allons chercher a préciser Ia limitation (72) lorsqu’on impose
4 la fonction f des conditions supplémentaires. Supposons, par exemple,
que f soit k-fois monotone. Le nombre M de (72) a alors un minimum
M, qui est donne par )
M, = max | A(/) ],
oll le maximum est relatifs a toutes les fonctions k - fois monotones dont
les valeurs restent comprises entre 0 et 1.

17) L’iné‘gzﬁé reste vraie dans des cas beaucoup plus généraux. Par exemple,
si on prend la fonctionnelle (61), pour toute fonction f mesurable et bornée dans [a, b].
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Si la fonction est définie dans un intervalle, on peut aussi
considérer des fonctions complétement monotones. Dans ce cas le
minimum M* de M est donné par

M* =max | A(f) |,

le maximum étant relatif a toutes les fonctions complétement monotones
dont les valeurs restent comprises entre 0 et 1.

La suite
(73) MO) M]: o o

est non-croissante. Si f(x) est définie sur m points cette suite a m termes.
Si f(x) est définie dans un intervalle la suite est infinie et on a
évidemment

(74) lim M, = M*
; k—>

23. — Supposons d’abord que la fonction f(x) soit définie sur les m
points ordonnés (1) et considérons la fonctionnelle (2) satisfaisant, bien
entendu, & (71).

On voit immédiatement que

m

M0: 5

] |
Cnke T,
2

i=1

et ce maximum est atteint par toute fonction qui prend la valeur 0 en
tous les points x, auxquels correspondent des coefficients =, de méme

signe et la valeur 1 en tous les points x; auxquels correspondent des
coefficients ¢, qui ont le signe contraire.

Voyons maintenant comment on détermine les nombres M, £ > 0.
On voit immédiatement que pour trouver M, il suffit de considérer
seulement les fonctions non-négatives k -fois monotones et telles que

flx) =0, flx,)=1

Si k = 1, une telle fonction est de la forme

m—1

(75) )= o),

=1l

m—1"

ol ¢,=0,¢c,+¢c,+. . +¢

2
'

;;_\.
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m—1
13 . *
Le nombre M, est donc égal au maximum de | 2 CiA(fl, A
i=1

lorsque les nombres non-négatifs ¢, ont leur somme égale a 1. Mais,
nous avons

m

a =A(f )= ) wi=1,2 .. ,m-1
j=i+1

et il en résulte que

My=max(la, |,1a ,|,. . la ,_|)

Ce maximum est atteint par toute fonction (75) dans laquelle
tous les ¢, sont nuls, sauf ceux pour lesquels | a, , | =M,

Si k > 1, la fonction f(x) est de la forme

k—1 m—k

16) f) =Y nx—x)x—x). . (x=x)+ Y ¢ fy (),

7 =il =1
ou les 7, ¢, sont non-négatifs et vérifient I'egalité
k—1
(77) 3o — x) (X — X)) (X, — X)) +
i =1

m—k

+ Z Ci(Xy— X ) (X, — X0 0) (X, — Xy ) =1
i=1

Le nombre M, est alors égal au maximum de
k—1 m—k X
LY A ((x—x)(x—x) ... (x=x))+ ) ¢, A(f, ) 1>

i=1 i=1

lorsque les 1, ¢, restent non-négatifs et vérifient I'égalité (77).

Posons
A((x—x)(x—x,).. (x ~x,)) Z T (x—x,) (x;—X,) . . .(xj;xi)
= el = CELD =
a x,—x)(x, —x,). . .(x,—x) (et ) (eSS B ey, (S X))

i=1 2% o,.m—2
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*
. A(fy ) 5
ey ik = >
e = Xy ) (= Xp0) - (X — Xy y)

m

Y o= D — X ) (=X, )
=itk

X — X )Xy — X ) - (X, — Xitk_1)

i=1,2 .. ,m—k k=23 ...,m—1.

Nous avons alors
(78) My=max(|a,|,1q,],. ., a_ il 1ay Ll aal, ol @ mylY

et ce maximum est atteint par toute fonction de la forme (76) ot tous
les 7, c, sont nuls sauf ceux pour lesquels | a,| = M, resp.|a, ;| =M, et
les 1, ¢, non nuls satisfaisant bien entendu, a (77).

24. —L’égalitét M, =M, a certainement lieu si la suite des
coefficients de A (f), i

(79) i o =t e T
présente une seule variation de signe!®). Dans ce cas, en effet, M, est
atteint par une fonction qui est 1-fois monotone (non-décroissante).
Plus exactement nous avons le

Théoréme 19. Pour que ['on ait My= M, il faut et il suffit que
la suite (19) présente une seule variation de signe.

Nous avons déja remarqué que la condition est suffisante. Montrons
qu’elle est aussi nécessaire. Soit

Mi=la  |l=Ilv,+e,t Fr,l=Iytet+.. +51].

De M, = M, on déduit

m

7
Z|‘~'1| + E |T[l e |T1‘|":2"|""'}'Trl + 'tr+l+rr+2+"'+rﬂl]'

i=1 i=r41

ce qui exige que t,t, ..., v d'une part ettt ., ..
part soient de méme signe. Le théoreme est donc démontré.
Examinons maintenant la possibilité de I'egalit¢ M, =M, ¥>0.

., 1, dautre

18) Cette suite présente au moins une variation de signe, en vertu de (71). Nous
supposons, bien entendu, que les ; ne sont pas tous nuls. Le cas contraire ne

présente aucun intérét puisqu’alors A (f) est nul identiquement,

it
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Considérons d’abord les nombres
Mkzmax(lak,ll,iak’zl, e lak’m_k|),

k=1,2, ..., m—1,

Nous avons
m—k
N g X) (=) Ce—xpp0) - (K= Xj-1) B,
_j=it1
Qir,i—

(X=X 41) (X=X 42) - Xy —Xip )

e T P T Py ey B L ) DN R o 1 e

et
m—k
Z (X — %)) Oy — X)) (K — Xjpp) - oo (X — Xjrk—1) =
j=i+1
= (X — Xpn) (5 — Xppg) - (X — X))
donc
Lemme 12. Le nombre a,,, ; est une moyenne arithmétique (gé-
néralisée) des nombres a, ;.\, 3 ;135 -5 A k-
I en résulte que

| @y, | = max (lag i 1D @ i bseeos | Qe i | )
Pégalité n’étant possible et ayant effectivement lieu seulement si
O 41 = A i02 = - = e om—k
Remarquons aussi que nous avons

ak,m—k = 1:m’

quel que soit k. Nous pouvons alors énoncer le
Lemme 13. Si Mj, = M|, on a aussi Mjy = M}, = ... = M.
Tout d’abord du lemme 12 il résulte que

(80) M =M=. =M_,.

Je dis que I'égalité M\ = M, ,
posons le coniraire. Il existe alors un indice r tel que M| = lak’ A=l

Le lemme 12 nous montre alors que

Rlapet == T e B L2 e e T

entraint M'=|¢_|. En effet, sup-
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donc M} > M|, ce qui est impossible. Nous avons donc bien

M,= |, | =M, _,,cequi démontre le lemme 13.

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théoréme 20. Dans le cas de la fonctionnelle (2), vérifiant la
condition (11), la suite M, M,, ..., M_ _, est, ou bien décroissante,

ou bien il existe un indice k, 1 << k =< m—2 tel que l'on ait

M>M>...>M_ > M =M, =...=M, _,.
Posons
Mzzmax(|a1|,|a2|,...,|ak41|), e = 2D o o (le—el

Nous avons alors

M, =M M, = max (M}, M), k =2,3, ..., m—1

Supposons maintenant que M, = M, , . Il suftit de démontrer qu’on
a alors aussi M, , =M, ,.Si MHFIWM,;Jrl la propriété est demontrée

puisque le maximum M, , est alors atteint par un polynome qui est

aussi (k + 2)-fois. monotone. Si M, , =M}, de M = = MY, et de
max (M}, M}) = max (M, _;, M{, ).
il résulte que M, = Mj ,, donc aussi d’aprés le lemme 13,
M o Mlk—}-l =3 M;<+z
L’égalite M, = M, , résulte alors de
M, =M, =M ,=max (M, ,, M/ )=M,,.

Le maximum M, est toujours atteint par une fonction de la forme
f1 ; etle maximum M, , k > 1, par une fonction de la forme

Tk, i (X)

(xm— xH—l)(xm = xi+2) R0 (xm% xi+k—1)

ou par un polynome de la forme

(x—x)(x—x) .. (x—x)

—, i =k—1
(X —xl) (= '2) (xnz_x:')

i

——— i~
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Si M, est atteint par un tel polynome on a nécessairement M,=M,_ =
'_"‘:Mm—l‘ r
25. — Donnons un exemple. Prenons les points
sedi= fio ol = (g 25 s oy (il
et soit

A(f)= ~ZZ(1—:)[f(f) f()1= Z(zz—m—l)f(z)

121

qui est une fonctionnelle de la forme (18).
Ici nous sommes précisément dans le cas otl, d’apres le théoréeme

19,0na

m2 m—1, . . : .
M,=M = = o0 S (suivant que m est pair ou impair).

Dans ce cas nous pouvons facilement calculer les nombres a;, a, ;.
On trouve

_ im(m+1) (m—z)[(k—l)(m+1)+2z]
T ety e ACERY

et on en déduit

m(3f1n6+2), m=0 (mod 2)

2
w1 SEE (i)
(m + 1)1(63"2—1) m=3 (mod 4)

(m—l)[(k—l)(nz+1)+2]

:3,4;-:--) —'1;
Kk 1) : 4

My =

m(m+ 1) A

M; = = k=2,3,...,m—1,

Nous avons donc

(m
Mai====

I

M, =M, >M,>M=M,=.
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Cet exemple nous montre aussi que I’égalité M, = M, est bien
possible sans que tous les M, soient égaux.

26. — Considérons maintenant des fonctions f (x) définies dans un
intervalle [a, b] et prenons la fonctionnelle linéaire (45), satisfaisant
toujours a (71).

On peut facilement calculer le nombre M. Sans insister ici sur la
deémonstration, disons seulement qu’on a

1 .

o V est la variation totale de la fonction « (x). Mais, en général, il
n’est pas sitr que ce maximum est atteint par une fonction ayant seule-
ment des discontinuites de premiere espéce. Par exemple, si A (f) est de

la forme
b

A(f)=fp(X)f(X) dx + %=, f(x),

ou p (x) est sommable et bornée dans [a, b] 'intégrale etant prise au
sens de LEBEsGUE, le maximum M, est atteint par. la fonction qui est
égale a 1 en tout point ot p (x) est positif (négatif)-et en tout point X
auquel correspond un coefficient r, positif (négatif) et est egale a 0 aux
autres points de [a, b]. Cette fonction est mesurable et bornée, donc
p (x) f (x) est sommable.

Quelquefois on peut immédiatement conclure que My = M;. Il en
est ainsi, par exemple, si

b
A(f)=f p(x) f(x)dx,

ou p (x) change une seule fois de signe dans [a, b]. Dans ce cas, en effet,
M, est atteint par une fonction non-décroissante.

Voyons maintenant comment on peut déterminer les nombres
M, k>0,

Si k = 1, une fonction non-décroissante est, ou bien une fonction
élémentaire d’ordre 0, ou bien la limite uniforme de telles fonctions. On
voit facilement que, pour calculer M,, il suffit de considérer seulement
des fonctions élémentaires d’ordre 0, non-décroissantes et telles que
f(a) =0, f(b) = 1. Une telle fonction est de la forme

(81) f(x):Zcf'?l.li (), a=\ <\ <...<h =<0
=l

ot ¢,=0,¢c, +¢c,+...+¢c,=1.(py=0sir=aetp, =1si A =0b).
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On en déduit, comme plus haut,

M, =max | A (%, (x;¢)) .

Y ¢&[a,b)
0<¢<1

Reprenons la fonction F (\)=A (¢,) du Nr. 16. Alors A (¢, (x; 1))
est toujours compris entre F (1) et F (A 4+ 0). On a donc

(82) M, =max | A(py) | .
\¢e[a,b]

Considérons le cas £ > 1. Toute fonction k-fois monotone est, ou
bien une fonction élémentaire d’ordre ¥k — 1 et k-fois monotone, ou bien
la limite uniforme de telles fonctions, éventuellement corrigées par la
fonction (43). On voit encore que, pour calculer M,, il suffit de consi-

dérer seulement des fonctions élémentaires d’ordre k& + 1, k-fois mono-
tones, corrigées par la fonction (43) et telles que f(a) =0, f(b) = 1.
Une telle fonction est de la forme

k—1 m
(83) Z eSS a)l"‘ Ci Pryy (x) + ¢ 9, (x),
=1 i=1
ota<<h<<h<.. <), <b 1,=0,¢=0c*=0c¢t
k—1 - m
(84) Y —af+ Y qlo— 2 er =1,
=1

i=1 4

Posons encore

_A((x—a)) A (e, )

ey = E AR S T e M i e AP O A
t (b_a)l k, % (b_)\)k_l

(85) Mk=)r:121xb)| ak,)\i, M =max(|a|,|al,...la_]|)

Nous avons alors

(86) M, = max (M, M}, A (p, ,)).

Si I'extrémité b de Vintervalle [a, b] n’est pas un point critique
de A (f), on a A (p, ,) = 0. Dans ce cas donc

(87) M, = max (M, , M).
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27.—La fonction a, , de A n’est autre que A (%, ,)- Nous savons

que cette fonction est bornéz et n’a que des dlscontmultes de premlere
espéce au plus. On a, d’ailleurs,

b
ay ).—_—f da(x)—f— Z T;
&

[ 2>

et il en résulte que

lim

— ¢19)
.—=>b

S

ou nous désignons par + un nombre égal & zéro si b n’est pas un point
critique de A (f) et égal au coefficient r, correspondant au point
critique b, dans le cas contraire.

Prenons maintenant la fonction a, , de A pour k >1. Nous avons

(88) —_— 1 b( N )k—l d ( ) + Z 2 == )\)k_l
a, = X-—A a(x o
Ky L (b )\)k—l‘ ) { ( b )\

xi >
C’est une fonction continue de A dans I'intervalle [a, b).

La partie intégrale de (88) tend vers zéro pour A —>b. Il suffit, en
effet, d’écrire

b b
f (x—NTda(x)= (-1 ") - (k—1) f (x — N 2a(x)d x
) )

et d’appliquer a la derniére intégrale la premiére formule de la moyenne,

Compte tenant de I'absolue convergence de la sérieZ t, on déduit
aussi que

X, — A k—1
bh>x; %)\ b—A\

tend vers zéro si A —> b.

Il en résulte donc que
90 li —
(90) fok Gif =0

7

v’ ayant la signification du plus haut. Cette formule est donc vraie
pour k=1, 2, ...

19) Les fonctions n’étant définies que dans lintervalle [a, b], x —> b signife
r—>b— 0.

- — -
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Démontrons aussi le : - '
Lemme 14, Si k—>o, la fonction a, , de h tend uniformément

vers la constante © dans 'intervalle [a, b).
Pour démontrer ce lemme montrons d’abord que la partie intégrale
de (88) tend uniformément vers zéro pour k—> oo. _
Désignons toujours par V la variation totale de la‘ fonction
a (x) dans [a, b] et par V, sa variation totale dans Ulintervalle

1 1 ) o . .
— . La fonction « (x) étant continue et a
[b \/k’b](k>(b—a)2 (x)

variation bornée dans [a, 6] on a

lim V, =0.
k—=>oo

Nous pouvons écrire

b
f(x_x)"—‘da(x) e =2i(o=2p)hT v,

1

3

1
tsiA<<b———,
e < vk

b_ﬁ ' 1 k=1
} f(x—mk“da(x) ZO— ==V,
i ]

d’aprés la formule de la moyenne d’une intégrale de STiELTJES.
Nous en déduisons

] B o a 1 k—lv
g | et 2V (1= )

X

Mais,

k— k—1
k@

(1_m)k—1: [(1 _‘/k—(z—T))x "R~ an —).)< (%)\/m_n)

et on voit que le s2cond membre est indépendent de A et tend vers zéro

pour k —> 1~
D’autre part P'absolue convergence de la série ¥z, nous montre
immédiatement que (89) tend uniformément vers zero pour kK —> .

Le lemme 14 est donc démontré.
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Considérons aussi les nombres a;,. Nous avons a, = a Le

lemme 14 s’applique donc et on a

i+1,a-"
91) lim a, = «
[ —=> =

28. — Nous pouvons maintenant etudier les nombres M, .
Remarquons que

b
A (:?k+1, )\) v k{ A ("?Ic, t) dt
-
ce qu’on peut aussi écrire

b
k—1
f b—1) a, ,dt
i

Apgq,y = b
{ (b—1t) " at

(92) ak=1,2, o0

donc
Lemme 15. — La fonctiona, , , de ) est une moyenne aritme-
thique de la fonction a, , de k dans lintervalle (X, b).

C’est I'analogue du lemme 12,
Il en résulte que la suite

(93) My, M;, ..., M, .
est non-croissante. D’apres le lemme 14, on a

(99) i B e
k—> =
donc nous avons aussi M} = |/ | .
Nous avons A (¢, ,) = «". On peut donc toujours substituer la
formule (87) a la formule (86).

Nous supposons évidemment que A(f) n’estpasidentiquementnul.
Il est facile de voir alors, en appliquant un raisonnement analogue a
celui que nous avons employé pour la démonstration du lemme 11, que
tous les nombres (93) sont non nuls, donc positifs.

Si nous supposons M) > | +’ |, d’aprés de lemme 15, on doit

. . ra 7 y . ’ 7 r

avoir aussi M > M; . Il en resulte que si Mj = Mj_ | on a néces-
a ’ . /i (A 1 L o ’ -y - 'z

sairement Mj = [ |, donc M, =M, =M _,=... = ||

of
. !
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Si b n’est pas un point critique de A (f) ce dernier cas ne se présente
pas puisqu’alors ¥ = 0.

Nous obtenons ainsi I’analogue du lemme 13,

Lemme 16. — Le suite (93) est, ou bien décroissante ou bien il
existe un indice k tel que

Mi> My s My > M = My, = My, =

Si Vextrémité b de Uintervalle [a, b] n’est pas un point critique
de A (f), nous sommes toujours dans le premier cas.
Examinons aussi la suite

" " 14
M7, MY, ., MY,

Cette suite est ¢videmment bornée et non-décroissante. D’aprés le
lemme 14, on a

(95) lim M7 = |+ | .
k —> =

Drailleurs, A (f) étant supposé non identiquement nul, les M} ne
sont pas tous nuls.
Considérons maintenant la suite non - croissante

(96) M, My, ..., M,,...

Une démonstration identique & celle employée pour le théoréme
20, nous montre que si M, = M, , on a aussi M=M,_, =M ,=...
Si le point b n’est pas un point critique, la formule (94) nous montre
qu'il existe nécessairement un indice k tel que M, =M, ,.

Pour trouver le nombre M* il sufiit de considérer seulement des
polynomes en x — a & coefficients non - négatifs, corrigés éventuellement
par la fonction (43) et prenant la valeur O en a et la valeur 1 en b, 1l
en résulte que
(97) M#* = lim M}

k— «

et, compte tenant de (94) et (95),

M* = lim M
k —> o

k

ce qui précise, enfin, la formule (74).
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Finalement donc nous pouvons énoncer Panalogue suivant du
théoréme 20,

Théoréme 21. Dans le cas d’une fonctionnelle A (f) de la forme
(45), vérifiant la condition (71), la suite (96) est, ou bien croissante,
ou bien il existe un indice k tel que Uon ait

M>M,>... >M,_  >M =M, =M= .

Si Pextrémité b de Uintervalle [a, b] n’est pas un point critique
de A (f) nous sommes toujours dans ce dernier cas.

Le nombre M* est toujours égal a la limite de la suite (96).

De P'analyse précédente il résulte que le maximum M, est atteint

par une fonction de Ia forme , ., . Le maximum M, est toujours atteint
par une fonction de la forme C ¢, . , ou par un polynome C (x — a)’
avec i = k—1. Si M, est atteint par C. (x—a)" on est sar que
M=M, = .. = M*. C est ici partout une constante conve-

nable.
29, — Examinons quelques exemples,
Considérons d’abord

A (f) =ff (x) dx — f(0).

Dans ce cas M, = M, = 1. Les a;, a, , se calculent facilement.
Nous avons

R PR IEE A
U 75, e = Tk
et il résulte que
1 g L
M2 = —2_', MO = Ml > Mz = MS = ooy M == 7

Considérons aussi la fonctionnelle
1
A(f) =J f)yde—f(1)
0

Lextrémité droite de I'intervalle est, dans ce cas, un point critique. On
a encore M, = M; = 1. Nous trouvons

Meg=M =M= ........ . M* =1,

e

—_— W t——— =
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11 suttit, d’ailleurs, de remarquer que, dans ce cas, M, est atteint
par le fonction 2, , (x) qui est aussi completement monotone.

Considérons aussi la fonctionnelle

+1
A (f) :f xf(x)dx
—1

C’est une fonctionnelle de la forme (60). x est précisément le polynome
1

de LeGenDre de degré 1. Dans ce cas on a encore My = M, = 5 et
I o= T 2i A (1=2 (+k)
D 3E+2)’ koo k(k41)
donc
TG . 2(k=1)
Mz——8—, M"_k(k—i—l)’ k=3,4,
¥ ” 1
Mk:§, k=2,3,
3 1
Nous avons donc M, = g M, = 3 et
My = M;>M,>M; = M, = ... , M*:%

Si nous prenons la fonctionnelle

’ =
A(f) = fXHI (x) f (x) dx,
—1

o X, (x) est le polynome de LecenDrE de degré n+ 1, le calcul des

nombres M, , est plus complique. Toutefois il est encore facile d’obtenir
le nombre M *. Nous avons, en effet,

e 20(—1) .. (i—n
i ({+D)(E+2) ... (i+n+2)

dont le maximum s’obtient pour i = n? -+ 3n 4+ 1. Nous avons donc

2[(n®+3n+ D2

M* = e D@ 37
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Danscecasa, = @, = ... =4, = 0, donc surement,
M >M,>. T M T

Cette observation est d’ailleurs valable pour toute fonctionnelle
A (f) qui vérifie les relations

AGH=0,i=0,1,...,n

et pour laquelle 'extrémité droite de lintervalle [a, b], n’est pas un
point critique. En effet, une égalit¢t M, = M, k=n entrainerait

0 < M* =M =M =M_ = . ., qui est en contradiction
avec (94) (" = 0).

§ 6. — Sur quelques limitations d'une fonctionnelle bilinéaire.

30. — On peut aussi se proposer de chercher des limitations ana-
logues pour une fonctionnelle bilinéaire A (f, g). Nous nous conten-
terons ici de donner quelques indications sur ce probleme dans le cas
particulier de la fonctionnelle

AGhg) =B ()~ Y BE,.NBE, 2,
r=0

que nous avons considéré au Nrs. 5 et 20. Nous supposerons donc que
B (f) est une fonctionnelle linéaire non - négative telle que 8, , >0 et

que P, sont les polynomes orthogonaux et normaux (16) correspondants.

Remarquons que cette fonctionnelle est symétrique en f et g et
que A (f, f) = 0, quelle que soit la fonction f. 1l est facile d’en dé-
duire I'inégalité de Scuwarz

(98) IA(f, )| =VA(L,NHA®E O

11 suffit de nous occuper de la fonctionnelle quadratique A (f, f) -
Nous avons

AQ,f)=A(1)=0,

identiquement par rapport & la fonction f, donc A (f+¢ J+)=AW1)
si ¢ est une constante. On voit alors qu’il existe une constante N telle
que

(99) A(f, f) <N.Q,

Q étant toujours 'oscillation de la fonction f (12 on elle est définie).

L3
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Le nombre N a un minimum, soit N,, qui est déterminé par la con-
dition de maximum

(100) No = max A (/, )

relative a toutes les fonctions f (admises) dont les valeurs sont compri-
ses entre 0 et 1. De méme soit N, le minimum de N lorsque f reste k-fois

monotone et N* le minimum de N lorsque f reste complétement mono-
tone. Les nombres N,, N* s’obtiennent par des conditions de maximum
telle que (100), exactement comme pour les nombres M,, M* du Nr. 22.

Les nombres N, N* étant déterminés, on deduit de (98) des limi-
tations

|A(f,9) | =N.Q.Q,

ol Qf, Qg sont les oscillations de f, g et N =N, N = N, resp. N = N*
suivant qu’on impose a ces fonctions f, g les conditions de monotonie
signalées.

On peut facilement trouver une limitation supérieure pour No. Nous
avons évidemment

A(f,f)=B(1).max | f 2

1
|§5

no| =

Si f reste comprise entre 0 et 1, nous pouvons écrire| f —

donc

A(f,f)=A(f—%,f_-%)§E$_

On a donc nécessairement

(101) Nyse v

Mais, il est & remarquer que I'égalité peut ne pas avoir lieu méme
dans des cas trés simples. Il en est ainsi, par exemple, si

B(f)=/(x) +F(x)+. .. +/(xp)

m étant impair. Ce fait se présente d’ailleurs seulement si nous nous
trouvons dans le cas des fonctions définies sur un ensemble fini (1). Au
contraire I'égalité dans (101) a lieu généralement si les valeurs des fonc-
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tions interviennent effectivement dans une infinit¢ de points. Il en est

ainsi, par exemple, si
b
B (/) :f f(x)dx,

a

comme nous le verons a la fin de ce travail (nous prendrons a = — 1,
b = 1, ce qui ne restreint pas la généralite).

Nous pouvons, en tout cas, énoncer le

Théoréme 22. Si B (f) est une fonctionnelle linéaire non-néga-
tive et telle que 6n+1 >0etsiPy,P,...,P sontles polynomes ortho-
gonaux (et normaux) de degré 0, 1,...n, correspondants a cette fonc-
tionnelle, on a

| BU®— LB,/ BC, ) =205 )

—

2, Slg étant les oscillations des fonctions f, g.

" Bien entendu, les fonctions f, g sont définies sur, les points (1) ou
dans lintervalle [a, 0] suivant les cas.
31.— Cherchons a déterminer les nombres N, dans le cas ou les

fonctions sont définies sur les m points (1).

Prenons d’abord le cas k= 1. On voit encore qu’il suffit de
considérer des fonctions de la forme (75) avec

¢, = U erain ¢, - gt ebn =15

Alors A (f, f) devient une forme quadratique en ¢, ¢ c

22 T m=1

m—1

A =00 ¢ esN(F L 9):

i, j=1

Cette forme quadratique est non-négative et on voit donc, compte
tenant de (98), que

N, = max A( oot fio

U= 200 op 2

Dans le cas k>1, un raissonnement absolument identique nous
montre que

N, = max (N;(, N'k’)
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otl
* *
N’ Af o i D
=  max :
K = Loy mL K [(x,,,—x,-+1)(x,,,”‘xi+2)- . '(xm_xi+k—l)]2

A((x—x)(x—x,) ... (x—x), (x—x)(x—x,)... (x—x)))

i=1,2, ...,.kl—l [(xm—xl) (xm_xz)- s (xm—xi)]z'

Remarquons que
m—k
% *
fk+1, == Z (xj+k = xj) fk» J
j=i41
Nous en déduisons
m—k
* a7 * x
A, o fe, d = E = X3) g X3) Ay, o fi 1)
Jty Ja=t+1

et, en vertu de (98),

VX )

(xm—xl.ﬂ) e, =, )8 (xm—xl.+k)_

(102)

m—k

Alfy, j e,
E (xH_k—xj)(xm_ijrl)(xm—xj+2)..(xm—xj+k_|] \/ ! L
J=1i

=2 0) =Xy - X=Xy 1)

%) =X 9 - (X=X )

C’est la formule analogue a la formule de la moyenne du Nr. 24.
On voit que la suite

1 ’ ’

N, N, ...

est non-croissante. On a encore

A (Fy meo S, ms)

[(xm_—xm—-k+l) (xm_xm—k+2)' : '(xm_xm—l)]2 E

A (fl, m—1’ f:, m—l)

qui est donc indépendant de k. On en déduit, comme pour le lemme 13,

’ s

o /7 & e ’ ’
quesiNy =N, onaaussiN, =N, , =N, = ... =N_ .
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D’autre part la suite

1" /" g '
N,,N/,. ,N

est évidemment non-décroissante.
Finalement on obtient ’analogue suivant du théoréme 20.
Théoréme 23. — La suite

N,,N,,...,N

m—1
est, ou bien décroissante, ou bien il existe un indice k tel que
N>N,>»...>N,_; >N =N, ,=...=N__,

La démonstration est la méme que pour le théoréme 20,
Il est clair que si N, est atteint par un polynome de la forme

(x—x)(x—x,) ... (x—x)
(x,,—x) == (X, =X;)

on a nécessairement N, = N =N

k41 m—1>

32. — Supposons maintenant que les fonctions soient definies dans
Iintervalle | a, b].
On voit alors que

N, = max A(cpll)\, (Pl.)\)
A ¢ [ab]

N/ = max A (P, 55 %, )
ve (ab) (b—1PFT?

A ((x—a), (x—a)
N7 = max ( ) (Zi )), k=2,3, ...
=12 k=1 (b—a)y -

N, = max (N,,N), k=2,3, ...

’ k=1,2,.,<

Nous avons, dans ce cas

~b

/] A
A (i Pusrr,y) = K ( J A (9y, ¢+ P, o) dtdu,

SOk

qui est une formule facile a vérifier.

e
~ '

ti; 4
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Nous pouvons alors écrire, en tenant compte de (98),

f b(b Ly VAGD
oo =1 o St
VA (#4100 Prst, }.)_ =k Vad)

G [(b——z‘)"“ldt

o 1t

qui est la formule (102) correspondante et est 'analogue de (92).
Dans ce cas, encore la suite

(103) N’I,N’z,...,Nk,
est non-croissante et si N’k = N;c—l-l on a nécessairement
’ ’ 1 4 ’ il
Nk=Nk+1—Nk+z— .....
La suite

17 " : "
NG R g N5 5

est non-décroissante.
Remarquons que

A(f,f) =B — Y BE®, NP

et alors le lemme 15 peut sappliquer aux fonctionnelles linéaires
B(P, f)defetaB(f?)def2Onen déduit que la suite (103) tend
vers une limite pour k —> o,

lim N, ==
k—> »

qui est nécessairement nulle si 'extrémité b n’est pas un point critique
de B (f). On a aussi

lim N, =r+.
k—> »
En poursuivant le raisonnement comme au Nr. 28, on en déduit le
Théoréme 24. — Dans le cas d’un intervalle [a,b], la suite
(104) N NG == s N o=
est, ou bien décroissante, ou bien il existe un indice k tel que l'on ait
N,>N,>...>N_, >N, =N, ,=.....

Si Uextrémité droite de Uintervalle [a, b] n’est pas un point
critique de B (f), nous sommes toujours dans le second cas.
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Enfin, le nombre N* est toujours égal a la limite de la suite (104).
Les nombres N, N* sont atteints par des fonctions élémentaires
simples comme danS Je cas du théoréme 21. Il est clair que si N, est
(x—a)
b—a)’

atteint par un polynome de la forme on a nécessairement

N, =N, ,,=.... =N
33. — Pour donner un exemple prenons la fonctionnelle bilinéaire

A(f,g)ij(x)g(x)dx—

—1

n ;. yi T i
= [ fX,(x)f(xwx J ‘_fX,<x)g(x)dx]
r=0 =y J 1

ot X, (x) sont les polynomes de LEGENDRE.
Dans le cas n = 0 nous avons

22i+1 l-2
(ESVACTES)

A((x+1), (x+1)) =

= 1 [ — A
A B b)) = (1—n* l[gk__'l' s 2—k2]

1
Nous en déduisons N; = CE et
i e T b (AR
Nz_9’N_5O’Nk_l?2m)"k=4’5“"
” 8 -
Nk_ﬁ,k—2,3,
On en déduit que
_2 T TN SR ISR i O
NZ_Q’N3_5O,N4"“N5_---_N —Zlg

Ce résultat est du 8 MM. G. Gruss et E. Lanpau 29).

20) GERHARD GRUSS , Uber das Maximum des absoluten Betrages von

b ) nb
ﬁ [a f () gx)dx — (b_%)z ._/u (0 dx ./(, Pk

Math. Zeitschrift, 39, 215—226 (1934). EDMUND LANDAU ,Uder mehrfach monotone
Folgen“ Prace mat.-fiz., 44, 337—351 (1937).

1
|
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Si n>0 la determination exacte des nombres N, est un calcul plus

. . 1
compliqué. Si n =1 on peut obtenir facilement N, = 5

Le nombre N* peut é&tre déterminé car

_1_ ' i i 212(1—1)2 (i—n)2
a2 A (A1), (D) =G arep, . (Rt iP @i D)

et il suffit de chercher le nombre naturel i tel que cette expression de-
vient maximum. La valeur de ce maximum est la valeur de N*.
Pour terminer, nous allons montrer que dans ce cas nous avons
= 1
égalité dans Ja formule (101), donc que Ny = 5

Pour cela construisons la fonction

0, xe[Xy,, Xp;01)>
f(x):{ 2 oA gt ot 1= 0) 19
1, xe[Xy; 005 Xpqq0)
ol —1=x,<<x;, < ...<X,, <X, ,= 1. 11 suffit de montrer
qu'on peut déterminer les points x,, i=1, 2, ..., n+ 1, de maniére

que
5|

+1 +1
(105) ffz(x)dx=ff(x)dx=1, X, (x)f(x)dx =0,

— i — il /]

N1 2, 2, 1
Le systéme (105) est vérifié si

S s s —ls —ln
X5 — xy + (=), = ()742_( )

s=1,2,...,n+1

et d’aprés un résultat de A. KorkiNe et G. ZoroTarerr ) ceci a effec-
tivement lieu si les x, sont les zéros du polynome trigonométrique

sin { (n+ 2) arccos x}
V'1—x2
21) A, KORKINE et (. ZOLOTAREFF »Sur un certain minimum® Nouv. Annales
de Math, (2) 12, 337—355 (1873).

Bucuresti, 15 Septemvrie 1942



