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QUELQUES APPLICATIONS DE CERTAINES
EQUATIONS FONCTIONNELLES
PAR

D. V. IONESCU

(TIMISOAL A)
Regu le 10 Juin 1943

1. M. D. Pompeiu () a posé le probleme de la détermination des
fonctions continues F (x) et f(x) satisfaisant & ’équatien fonctionnelle

(1) SF(x)f(x)dsz[“J;”)Sf(x)dx

quels que soient a et &, et a montré que les fonctions F(x) et f(x)
satisfont aussi 2 ’équation fonctionnelle :

@ FO-L) FO-+E0+F =) FO—3) =F O) [F 0+ +F y—]

quels que soient x et y.
M. Th. Anghelutza [?), en posant

_ o
FO=F@
a écrit les équations (1) et (2) sous la forme
(e #2 ,
‘lf Ll =,
(1) sq(p ] d (P{a ! b]

@  FOF0ED+Fo—a]1=f0) e +0+e0— ]

) D, Po}n eiu, Sur équation fonctionnelle qui introduit dans un probléme
de mogrt)enne (C. é de l’Acad§Qie des Sciences de Paris, t. 190, 1930, p. 1107).

(2) Th. Anghelatza, Sur une équation fonctionnelle (C. R. de ’Académie des
Sciences de Paris, t- 194, 1932, p. 420).



M. Anghelutza a réduit Pintégration de I’équation fonctionnele (2/),
a celle de Péquation
Fo+an+fo+2n _ fo+204-7 )
@ 70137 9
3 laquelle satisfait également Ja fonction ¢ (x), et a trouvé toutes les
solutions du probléme, données par les formules

F&)=axtb, P () =a' £+,
(@) f(¥)=acosfx+0bsin 0, @ (x) = a’ cos 0 x + &' sin 0 x,
f(x)=achbx+bshox @(x)=a'chfx + b'shbx

a, b, @, b' et 0 étant des constantes arbitraires.
Dans ce travail nous allons faire des applications de 1’équation

fonctionnelle (3).

2. Considérons I’équation fonctionnelle
©) f AR+ fA—R)y=2F () ¢ (k)
qui doit étre satisfaite quels que soient Z et &, et supposons que Ia

fonction f(x) soit continue.
Cette équation a été étudiée & un autie point de vue par M.
Van der Lyn(3). ' .
Nous allons montrer que 1’équation fonctionnelle (5) se ramene
aisément a Péquation fonctionnelle (3) de M. Th. Anghelutza.
Dans I’équation (5) faisons d’abord, -
- ' A=y+3x, h=zx,

et ensuite ,
A=y-+=x h=zx.

Nous obtenons

fO+an+Ft20=2f(+399 )
FO+20+70)=2f(+x) )

.

En divisant membre 3 membre ces équations, nous aurons 1’équa-
tion fonctionnelle

FO+Ha)+Fp+2x)  f(y+3x)
FO+29+f0) — Fo+9

qui doit étre satisfaite quels que soijent x et y et qui est identique 2
“1’équation (3) de M. Anghelutza.

(?) Var der Lyn. Sur Péquation foncti ) —py=2Fx) o )
(Mathematica, Tome XVI, p. 91, 1910). Ondlonpelle f.('t.-I_Y)_Ff(A.:, 8 . aks :

A wFL a “.R
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Les solutions de I’équation fonctionnelle (5) sont donc
f)=ax+b,
6) f(x)=acoskx-+}bsinkx,
f(x)=achkx-4bshkzx,

oll a, b, k& sont des constantes arbitraires.
L’équation fonctionnelle (5) montre qu’a ces fonctions, correspondent

p()=1,
(7) o (h)=coskh,
p(B)y=-hkh
3. Considérons maintenant une courbe représentée par l’é(juation
y=7F()

oit f(x) est une fonction continue, et désignons par J;, Vs Ju “les
ordonnées correspondant aux abscisses 4 —4, 4 et 4+ A

L’équation fonctionnelle (5) montre que les courbes représentées
par les équations (6) sont les seules pour lesquelles le rapport

Vi + Vs
2y,
ne dépend pas de A
Pour la droite
; y=ax+b,
nous avons
Wt ys=2)s

propriété bien connue du trapéze.

Pour la sinusoide :
y=uacoskx -+t bsinkx,

nous avons
v +y,=2y,coskk.

et pour la courbe
y=achkx-+bshkzx,

nous avons
y, -y =2xchkh

4. Considérons Péquation fonctionnelle de Poisson (4)
(®) FA+R+Fa—n=2f@F0) .
La méthode d’intégration de Péquation fonctionnelle (5), s’applique

encore i cette équation.

4y E. Picard, Legons sur quelques équations fonctionnelles. Gauthier Villars,
1923, p. 6.
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En faisant les mémes ‘transformations de calcul,- on démontre que
[ (x) satisfait aussi 4 I’équation fonctionnelle de M. Anghelutza

fo+4) +£0+25) _ fo+2 9+ FO)

fo+3x) FO+x
qui a pour solutions
f()=ax+0,
()] JF(x)=acoskx bsinkx,

f(x)=achkx4bshix

En écrivant que ces fonctions satisfont 4 I’équation de Poisson, ou
encore mieux, en comparant les formules (9) avec les formules (7), on
trouve que les solutions de I’équation-de Poisson, fonctions continues,

sont
=1
F(A)=costk2,
F(A)=chtika,

ol £ est une constante,

5. Considérons I’équation fonctionnelle

UU) §+f Wdr=29()F@)

qui doit étre satisfaite quelles que soient les valeurs de 4 et de 4, et
supposons la fonction f (1) continue. La fonction ¢ (%) vérifiant avec A
Péquation fonctionnelle (10), sera aussi continue.

On peut réduire Dintégration de I’équation fonctionnelle (10), a
Iintégration de I’équation fonctionnelle (3) de M. Anghelutza.

Faisons dans I’équation (10) successivement

2':}’, , h=x,

A=y 2z, h=y,

l=y—,—4x, /l=x.
Nous obtenons

y+x
@ - [ rmar=20m 70,
' : 43 x
(14) [ feidr =201 7ly+22,
) . yt5x

En ajoutant les formules (13) et (14) et ensuite (14) et (15), nou-
aurons ‘ .

g
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5 F@de=290)[f(r+ 29+ F ()],

y+5 x . ‘
Sm Feyde=20@[fr+40+F+20)

et en divisant ces formules membre 3 membre, nous aurons

y+5 x
(16) ‘r Feyds _TO+40+F(p+22)
' S“"“‘f (4) de FOo+2x)4f()

D’autre part, si nous faisons dans I’équation (10), d’abord

Z“——y—l—x, h=2x
et ensuite '
A=y+3x, hk=2zx,

nous obtenons

fx)de=292x)f @+,

y—x

v+4-5x
[ r@a=29@070+32

>y
En divisant ces formules, nous aurons

y+5 x
|, r@ _ f0433)
y3x

et en comparant cette équation avec I’équation (16), nous aurons I’équation

Fo+40) +F 0420 _ FO43D)
TORD+70)  FoF9

qui est justement P’équation fonctionnelle (3) de M. Anghelutza.

Les fonctions f(x) satisfaisant 2 ’équation fonctionnelle (10) sont

e F@=arts,
@17) f(x)=acoskx-bsinkx,
f(x)=achkx+4bshkx,

et 4 ces fonctions correspondent

(p(ﬁ)=k’.‘kh

sin

(18) Py
shkh

o) =—p—
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6. Considérons la courbe représentée par I’équation
| y=f
oit f(x) est une fonction continue, et désignons par y, Pordonnée cor-

respondant & P'abscisse A et par S laire comprise entre la courbe, I'axe
O x et les ordonnées des points d’abscisses x=A4—h et x=2-+4 4,

L’équation fonctionnelle (10), montre que les courbes représentées

par les équations (17) sont les seules pour lesquelles le rapport

S
’ 2),
est indépendant de A.
Pour la droite
2o idse Ay P y=ax—l—b
nous aurons
S=2yh,

formule qui exprime une propriété bien connue du trapéze.
Pour la sinusoide _ ' :
y=acoskx-+ bsinkx
nous avons
sink &

k

S=2y,

et pour les courbes

y=achkx-+tbshkx,
nous avons

_shkh
k

S=2p,

7. Considérons maintenant I’équation fonctionnelle

AtE ¢ :
|, f@a=270 7,
analogue i 1’équation de Poissoﬁ. :

y - On’ peut appliquer 4 cette ‘équation la méthode d’intégration de
Péquation fonctiounelle (10). On démontre que la fonction f(¥) satisfait

a l’éc!uation fonctionnelle () de M. Anghelutza et que ses solutions,
fonctions continues de x, sont _

fl=ux,

f(X)== sinkx

_———

‘ _ shkx
flx) -

B S
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8. Considérons enfin 1’équation fonctionnelle
2+h

a9 | F@ dr= 00 (7G4 By 4 7 )]

qui doit &tre satisfaite quelques soient 4 et 'Ii,

! et supposons que Ia
fonction f(x) soit continue. !

Nous allons ramener Pintégration de cette €quation a 'intégration
de Péquation (3) de M. Anghelutza.

En écrivant I’équation (19) ‘pour les intervalles (r+2x, y+3x) et
(v+3 x, y+4 x), nous aurons :

r::f (x) dx = qv{%] FO+20+7 (43 9],

y

[ reac=p(5ro-+30+F 0ran].

y+3x

En ajoutant membre 3 membre ces équations, nous aurons

yt2x

y+4 = X :
[ 76 dr=o(5)(F 0420 + 2704309+ F0+42)]

Mais d’aprés I’équation (19), le premier membre de cette équation
est égal a

@ [f+2x)+F0r+40]

Nous avons donc

0 [ 0+20 + 7 04+49 =0 (5 | [ 0294 270-H3 947 0-+4 )

d’ol1 résulte que

(20) f(v+?c:(c; iafg-l—tix): q,(j)q)_{jé ] .

En faisant les mémes calculs, mais en partant des intervalles
(y, y-+x) et (y+x, y+2x), nous arrivons & la formule

| *
(21) fml:'_b’f—(l}:j)_zx)= ,p(jz_[:[}%]

En comparant les équations (20) et (21), nous voyons que la fonc-
fion f(x) est solution de I'équation fonctionnelle
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p+2a+Fltax _ flyt204Fln)
[ =

de M. Anghelutza. ‘
Les solutions de I'équation fonctionnelle (19) sont donc

flxl=ax4 b,
(22) - flxl=acoskx4 bsinkx,
Jlx)=ach kx+bshlzx,

ot a, b, k sont des constantes, et 4 ces fonctions correspondent

phH=nh,
_tgkh
‘P(h)——k“’
thkh
plH="""

9. Considérons la courbe représentée par I’équation

y= f(xl:
oi1 f (x) est une fonction continue, et désignons par y, et y, les ordonnées
correspondant aux points d’abscisses 41— 4 et A-4Fk et -par S laire
comprise entre la courbe, 'axe O x et ces ordonnées
L’équation fonctionnelle (19) montre que les courbes représentées
par les équations (22) sont les seules pour lesquelles le rapport

S
: ity
est indépendant de i, ‘
Pour la droite
Yy=ax+b
nons- avons
S=y,+yk

ce qui exprime une propriété connue dy trapéze.
Pour la sinyspige

Yy=acoskx+ bsinkx,
nous avons

' - to kh
et pour la courbe

nous avons y=achkx+bshey,

S=(yl +ya}EL:-é'

——




