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1. Considérons la transformation fuchsienne

az+b
d Jas o L
oi1 les nombres réels a, b, ¢, d satisfont 2 la relation
ad—bec=1,

ainsi que les transformations successives
zg=f(21’a---| zn=f(zn—l)1'--
On voit que z, peut s'écrire encore sous la forme

2 . o= PaztQu
Ruz 4 Sa

oir les fonctions Pn, Qu, Ru, Sa de 4, b, ¢, d sont données par les rela-
tions de récurrence

Pn+l=apn+bRn, Rn+l=cpn+dR"’
Q1=aQu+8S,, Sup1=c¢Qu+dSu.

A Paide de ces relations on démontre que la transformation (2) est
encore une transformation fuchsienne.

Les points doubles de cette transformation sont donnés par P'équatio®
anz—(Pn—-S,.\z—Q,,‘=0, .
dont le di.scriminant est .

(3) 8y =(Pu+Su— 4,
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En posant '
(3) Un=Pa+Su,
on remarque que U, est le polynome en
a-td=rx,
défini par les relations de récurrence
(4)“ Un =X Un-—l. e Un—! ’
avec
@ U =x
U, =x2—2.

Il résulte que A, est également un polynome en x.
Nons allons définir aussi les polynomes V. (¢}, par les mémes rela-
tions de récurrence

(5} Vi=xVy_1— V-

mais ol

5/ V=i
V,=x2—1.

~  Dars cette note nous voulons démontrer d’abord la relation

(6) U —d = g*—4) Vi

entre les polynomes U, et Viai.

\2. Les polynomes V. sont les polynomes de Gegenbauer définis par

le développement de la fonction

SRS SRR
1—ax+a
suivant les puissances de @.

En posant _
{7) : l =2cosf |
| e il
nous avons la formule
1 . sin26 azsin30
1 —2acos 04 @ =1+%"Gng T g6 T

qui mon.tre que
sin(z+1)48

® |ve=""gm0
) .
La relation :
U= Ve— V-2,
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facile 3 démontrer, montre 2 l'aide ge la formule (8), que

S
o) ‘Un~_—_2cosn0l.

L I

Les formules (7); (8) et (9) aident a vérifier Pidentité (6)_.

Les polynomes v, ayant toutes les racines réelles, on voit que le

i i et —2, les autre L
discriminant A,=UZ2—4, a les racines simples 2 E,‘-ra

cines étant réelles et doubles.
trer la relation (6) aussi d’une autre facon enla

présentant comme le résultat d’un fait analytique.
On démontre 2 l'aide des relations (4) et (4"} que
I
n .;-z_l__;_cl_zxn—q__ —g-C?.—-4x"—6+---‘

3. On peut démon

0] |Unf=x"—7 %

le dernier terme de ce développement étant (—1)? 2 lorsque n=2p et

(—1)* (2 p+1) x, lorsque n=2p+1.
On démontre aussi que ()

(11) V= x"— Choy " Chca ™ — G \

le dernier terme étant (—1)? Cj lorsque z=2p et (—1)’C} 41 %, lorsque

n=2p+1.
En dérivant la formule (10), on obtient la relation

(12) U, =nV._

En éliminant V,_; entre cette équation et Péquation différentielle des
polynomes V,—;

(13) (x2— 43":-1"'3xV'n-1—ln2—‘1)V,,_1=0 ’

on obtient Véquation différentielle
_ (2—4) Uy 4 3x U, — (2— 1)U, =0,
qui peut s’écrire
[(2— 4 U, +x U, — n2U,) =0.
On a par suite
(#—4) U, +xU, — n?U,=C,

et en remplacant x par zéro et en utilisant la formule (10), on démontre
e

() A. Angelescu, These, p. 11,
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que C=0, et par suite I’équation différentielle des polynomes U, est

(14) ¥2—4) U, + x U, —n2U, =0 |.

Cette équation a lintégrale premiére
(15) (82 — 4) Usk— n2U, = &,
qu’c'm obtient en multipliant les deux membres de Péquation (14) par
2 U, et en intégrant.

En remplagant dans I'équation (15) x par zéro, on trouve pour la
constante % la valeur —4 n?, et par suite nons avons
(157) (F—4) Ul=n’ (U"—4).

[l suffit maintenant de remplager dans cette formule% par V.1,

pour retrouver la formule (6).
La formule (6) résulte donc du fait que I’équation différentielle (14)

des polynomes U,, admet une intégrale premiére.

4. Nous allons signaler maintenant les relations suivantes entre les
polynomes U, et V, -

(16) Usn+2=U2,

(17) Upn—2=("—4) Vier,

(18) Uswar 42 =t +2) (Va—Vauil,
(19) Usugr — 2=t —2} (V4 S
(20) Van—1=UnVu-1,

(21) Vz,;=V?r— V?;—; ;

Les formules (20) et (21) sont des conséquences des formules (16),

(17), (18), (19) et de la formule (6).
On peut vérifier immédiatemen

3 I'aide des formules (7), (8) et (9). ) e 3
Mais on peut aussi leur donner une autre démonstration en utilisant

Pintégrale premitre de 1’équation différentielle (14) qui nous 2 fourni la

formule (6).
5. Démontrons par exemple la formule (16).

t les formules (16}, (17), (18) et (19)

En posant 5
Yixj= Uz » (%) +2, Z(x)=Ux () 5

d A Paide de la formule (10), que
Y(0)=2(0) et Y’ (0)= Z'(0).

on vérifie d’abor
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(x) satisfait 2 J’équation différentielle (14) ol

Ensuite, puisque Uzx ; '
4 (x) sera une intégrale de I’équation

Pon remplage n par 27 Y
(22) FW)=(-‘72—4)Y"—}~XY’—41:2Y_—=__gﬂz_

Pour démontrer que y =Z, il suffira. de prouver que Z est égale-

ment une intégrale de cette équation.
1l est facile de voir que

F(z)=2U.[x*—4) Ul 4+ xU]+202—4) U2—4n2U,,

et en remplacant la premiére paranthese par 2’ U, d’aprés équation (14),

nous aurons : . \

F(z)=2[w—4) Us— 2*Ui].

Tenant compte maintenant de l’intégrale premigre (15') de Péquation
différentielle (14), il résultera que

FlZ)=—8n%,

ce qui prouve que Z est une intégrale de I’équation différentielle (22).

6. Démontrons aussi Ia relation (17).’
En posant
Y ()= Usnlt) —2, Z,(={"—4)Voa (s,
on démontre a Paide des formules (10} et (11}, que
Y, (0)=2,(0) et Yi(0)=2Z0)

U, étant une intégrale de Péquation différentielle (14), il résulte que
Y, (x) sera une intégrale de P’équation
(23) F,(V,)={x—4) Y1+ x Y1— 4 n2Y, =842,
e Poun_' démontrer que Y,=Z,, il suffira de prouver que Z, est une
intégrale de I’équation différentielle (23).

I‘En fo-rmant F,(Z,) et en tenant compte que V,_, est une intégrale
de Péquation différentielle (13), on trouve

F(Z)={(#— 4" V.21 42 £ 2 —4) Vo Voo + [ — (12 —4) 2] Vi1 } -

,’,“ais si da,ns équation différentielle (14), on remplace U'.. par 2V
et U, par nV,_1, on obtient '

| ¥enl =4V, 14 £V =nU,,
et si on €Elimine U, entre cette équation et la formule (6), on trouve

2 ’9 ,
(x — 4V, +2 X{xz_. 4) Vo Vaot _I_ [xZ_ (xg_ 4) sz] Vz ol nz
et par suite F,(Z) =8 n-1=

ce qui prouve que Z, est au'ssi une intégrale de ’équation différentielle (23)-
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Remarque. Cette démonstration _nous conduit & V'intégrale premiere
pE—aP i 22— 4y = R—4a)=C
de I’équation différentielle (13) R
(2 —4) y" 43 xy—(n*—1)y=0,
des polynomes V,-1.

7. Pour démontrer les f‘ormqles.(lS) et (19), en suivant une méthodé
analogue a celle développée dans les n°* 5 et 6, on démontre d’abord

que les polynomes
T” = v" + V’l—l ]

(24) _
W,=V,— Vu-1.
sont des intégrales des équations différentielles
(25) (2— 4 Te 2+ 1) Te=nrl+1Ti=0,
(26) (x2_41w;'+2lx—-1)w’,.—n(u+1)w,,_=o. :

Ensuite, en posant
Y, =Usns1 =2,  Zyldl={—2 Talx),' .

on remarque que L
v, 0)=2,(0) et Ya2l0)=Z2 (0).

U, étant une intégrale de 1’équation différentielle (14), il résulte que
Y, (x) sera une intégrale de ’équation

FylY,) =(x2—4)v;’+xv;—(2 aH1F Y =2(2 n+1f.

Pour démontrer que Y, =VZZ, il suffira de prouver queé Z, est aussi

une intégrale de ’équation différentielle (27)- En formant F;(Z;) et en
tenant compte de I’équation différentielle (25), on trouve

FZs=2 (2 —4) (r—2 TS T (2 2n - 1) T

Mais l’équa{ion différentielle (25) |
(x2~4)y"+2(x+1)'y'—n(n+1)y=0, ,

(27)

admet l’intégralé premiére

2 —4) (r—2)yr2 (2 =4y
qui pour Vintégrale y="Tu,
(x2—4) (x—2) T2 (2 —4) TaTnt

4 [(2 n242n+ 1) —nln+ 1)x] =G,
donne la formule
2 2t 2n -l 11 T-=20H1 .

Il résulte que
: . F,(Z)=2(2" +1%
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ce qui prouve que Z, est une intégrale de I’équation différentielle (27),

La formule (19) est ainsi démontrée. ; '
On démontre de la méme maniére la formule (18), ou bien on re-

marque que le changement de x en —X, remplace la formule (19) par
la formule (18). '

8. Si dans les formules (6), (16), (17), (18), (19), (20) et (21), on
remplace U, et V, par les formules (10) et (11) et si on identifie les
coefficients de x? des deux membres, on obtient des identités intéressantes
en # qui doivent étre valables quel que soit I’entier ». Comme ces iden-
tités sont des polynomes de degié g, il résulte que nous pouvons rem-
placer Pentier n par une variable quelconque x.

Par exemple en partant de la formule (20), on est conduit & ’identité

x—g—1){x—g—2)...(x—2¢)
+ Cyxlx—g)le—g—1)... x—2¢+2)
+ Cix(x—3) (x—g+1) (x—q) ... [x—2 g4

+C3 7 r—gH1) r—g) . .. (x—2 g+-5) (x—3) [x—4)
4 C 7 x(x—g) (x—g—1)... [x—2 g+ 3) (x—2)
+ Clxx—g—1)(x—g—2)... x—24+41)
=(2x—g—1)(2x—g—2)...(2x—2¢)

En faisant par exemple =2, 3, 4, on obtient
(x—3)(x—4) + Cax(r—2) 4+ Cix (x—3) = [2 x—3) (2 x—4)
(v—4) (x—5) {x—6) + C3 x (x—3) (x—4) + C2 x (r—3} (x—2)
+ Crle—a) (x—5) =2 x—4) (2 x—5) (2 x—6)
(x—>5)(x—6){x—T)(x—8)+ C} x{x—4}(x—5)(x—6H—C3x (—3) (x—3) (x—4)

+ Cixfr—4) (x—5)(x—2) 4 C} x [t —5) (x—6) (x—T]
=(24—5] (2 x—6) (2 x—T7)(2 x—8).



