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FOLYTONoS FÜGGVÉNYEK rÖzÉPÉNrÉrrÉTNIEIRÓI-
TIBERIU POPOVICIU

Elciadta az 1954. jitnius l$-dn tartott nyilvtinos osztcilyülësert

1. Valamely /(x) ftiggvény osztott differenciái a következó rekurziós
képlettel értelmezhetök:

fxr, xr, . , ., x,.+ti Íf :

Ekkor

(1) Ixt, xz, . . ., x.+ri Íf
n-edrendú osztott differencia és az x' xz, . . ., r,1r pofltok ennek csomópontiai.
Ebben a definícióbafl az osztópontokat különbözöknek tételezzük fel s fel.
tessztik, hogy növekvöen vannak elrendezve:

(2) xy1x2(.., (rn+r.

A különbözö csomópontok esetéból kiindulva, hatfuâtmenetekkel és az f(x)
függvény egymás utáni deriváltjainak bevezetésével át lehet térni a részben
egybeesó csomópontok esetére. Ebben az értelemben például az fx, x, . . ., x; ll

I
n-edrendú osztott differencia =+Í(")(x)-szel egyenlö, ahol /t")(x) az f@)fngg-
vény n-edik deriváltja. Az osztott differenciák tehát a deriváltak általánosítá-
sainak tekinthetök.

Stieltjes óta tudjuk viszopt, hogy ha l@) n-edik deriváltja az xu

helyen folytonos, akkor az (1) osztott differencia 
1,¡t'rlxr)-hoz tatt, mikor

XtrXz,,..rXq11+X6,
Ha f{")(x) léIezik a csomópontokat tartalmazó legkisebb intervallumban,

akkor

fXr, xr, . . ., xr+tiÍf -f!P,nl'
ahol Ë ( (xr;x,,+t); ez ãz n : 1 esetnek megfelelö klasszikus Lagrange-féle
képletnek általánosítása.

A következókben a (3) képletnek mutatjuk be néhány általánosítását.
2..Ãz osztott differenciák elmélete egy sereg teljesen elemi jellegú kép-

letet tartalmaz, amelyek határátmenettel a függvény és deriváltjai kozött külön-
féle kapcsolatokat szolgáltatnak, Ezek közü1.a továbbiakban egyet fogunk
lelhasználni.
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Legyen

(4) xl ( rz ('..( r,,
m különbözö pontból álló sorozat és vezessük be a

fxrr, x0,, . . ., x4,*i lf : Z AoD';[l],

ahol a2.,4, együtthatók nem függnek az f(x) függvénytöl és
'. 1n_7X

)A,:t, A¡>0 (í:1,2,...,m-n)
A (6) képtet mutatja, hogy a

csomópontra vonatkozó osztott di
pontjára vonatkozó osztott differenci
Fz a középértéktétel szolgál a követke

3' Kimutatható mindenekerótt a (3) képret következö ártalánosítása:
l. rer¡1. ény folytonos egy a (2) csomópontokat tartalmazóinter-vallumbøn, oly E((x¡, **ù nàty, hosi E ;;;;;;';;:r;;zetében vqn n ës E dtiat keuévtiúíz:øtt?íi,-xi,...,xi,+t þQnt,melyekre az

[xi, +1, . . ., xi,¡ilf = fxr, xz, . ..', x,"+ti.ff
egyenlöség teljesüt.

Az xi pontokról akkor mondjuk, hogy a å he öket, ha !az x'¿ pontokat tartalmazó legkisebb intervallunnak
Az L tétellel kapcsolatúan a követke,O megle
Ha a (2) csomépontok ekvidisztánsok:

akkor ï¿: c+(i- l)h (i: t, 2,..., n+l),

Ic, c I h, . .,, c I nh; fll.: ;F (il@),

7ù

lïr @ : l:,(- I )"-n (,,) ¡ A *' A.

Fol-yroNos nüocvÉxvpx xÖzÉpÉRrÉxrÉr¡lnrRóL

Ha f(x) follrtonos egy a (2) csomópontokat tartalmazó intervallumban,
akkor található egy 6 ( (x', x,,¡1) pont rigy, hogy minden t > }-hoz tartozzék leg-
alább egy c s egy h+0, E-¿< c<E<clnh <€*a, melyekre (7) teljesü|.

4. A (3) képletnek azonban még általánosabb kiterjesztése is adható.
Ez az ogztott differencia fogalmának megfelelö kiterjesztésén alapszik.

Tekintsük a (4) pontokat, ha m elég nagy, és hásználjuk az (5) jelöléseket.
Képtezzúk nemnegatív egész k mellett az

ui,;'i,...,n'*rlfl -llDitr(T D!¡Ír**t|.. . D'i,["1*"-'] Dijlllll (i : 7, 2,. .., n+ r)
(n f l)-edrendli cleterminánst.

Ekkor

(s)

a Vandermonde-féle determináns általánosítása,

(9) D?;,'i,,. ,,n*rlfl: U:i,i ,i,,+JrUV:::!..,r,+l

pedig az ismételt osztott .clifferenciák egy fajtája.
A (9) kifejezésnek természetesen, isak akkor van értelme, ha'a (8)

determináns zérustól különbözö. Ehhez szükséges, hogy az i indexek mind
különbözök legyenek, amikor is feltehetö, hogy

= ¡l < tr1... ( ¿,,+r--: m-k,
Efkor kimutatható, hogy

. 
1n-h-11

Ui'i,':",..., d,,+r [./] : à B,Dl]*'ç1,

ahol a B; együtthatók nem függnek az f(x) függvénytól és pozitívok. Ebböl
adódik, hogy

Dt-h-11

) ¡,>0.
'i:l

Innen következik, hogy a (9) ismételt osztott differencia a

D;*'nÍll (i: 1 ,2,. .., m-k-n)
osztott differenciák szëtmta¡i középértéke

5. Megforclítva is kirnutatható azonban, hogy legalább is abban az

esetben, mikor a (4) csomópontok ekvidisztánsok, ti, (4) pontok közül választott
csomópontokra vonatkozó birnely (nfk)-adrendú osztott differencia ismételt
osztott differenciáknak.számtani középértéke. Innen adódik végül a következó
általános tétel :

2. l:pr:ør. Ha f(x) iirtytoro, egy a (2) csomöpontokat tartalmazó inter-
vallumbon és ha k n-nél nem nagyobb természetes sztÍm, akkor taldlhatók olyan
€0, Er, . , ,l ,Ens, ( (xr, x,+r), €o<Er<...<
nyezet-rendszerében van (n-k* l)(,t+ 1) szdmu

(r0)

(m> n{t)

vi h
tzt ... t Ln1'L

Kimutathatq hogy ha /(x) forytonos egy a (2) csomópontokat tarrtarmaz:6intervallumban, akkor tarárhatók eaben ìi interiánumuu,r'ori;;^;, .':'.',;'i";;pontok, hogy

(7) [x.r,xr,...txn+t;l]:]*r;:t4l
Innen adódik Sz. N. Bernstein és D. Rajkov következó fételének állítása:
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pont, oz

Xj çr+r)+1 , Xj ç;¡t)+2 t. . . : Xír+r) (r+r)
pontokat a E¡ hely kettévritasztja (i:0, 1,...,n-k), tovtibbd

D'i,-[:!¡*r,z (A+1)+r, ..., (,, À.) (/ü+1)+1 [.f] : [xr, ir, . . ., xu+ri lf,
ahol az ismételt osztott ttffirencia a (lo) pontsorozotro vnnatkozik.

A 2. tételböt következik . speciálisan, logy ha f (x) forytonos egy a (2)
csomópontokal tartalmazó intervallumban és ha ai '¡o,tçx¡' 

derivált létezik
(r', r,+r)-ben, akkor található ebben az intervallumb an' 

'n- 
k ! I számú

különbözó €n, €,, . ..,Ei,-r, pont rigy, hogy

fxr, 4", . . ., xr+ti lf: n(n-1) (n -k+1) [Eo,E ,'..,E,-¡;ftÐl.
6. A felsorolt középértéktétereknek az ad fontosságot, hogy ezeklehetövé

tesz.19k bizonyos, az anatízis néhány közetító képletének]éspedìg interpolációs,
továbbá numerikus derivárási és integr lási képìeteknek måradéktagjával tap_
csolatos vizsgálatokat. Az ilyen képretek rurudéktugja mindig

AIÊo, Er, . . ., 8,¡ Íli bly,, Eí, . . ., Ei,*ti Tl
alakút, ahol egyrészt a E¡, másrészt a €í csomópontok különbözök és az A,B€ ¡1ek.az /(x) függvénytór. Bizonyos speciális esetekben€ sgyütthatók egyike ertúnik; ezekkel az esetekker már.
e




