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FOLYTONOS FUGGVENYEK KOZEPERTEKTETELEIROL

TIBERIU POPOVICIU
Eléadta az 1954. jinius 18-dn tartott nyilvdnos oszidlyiilésen

1. Valamely f(x) fiiggvény osztott differenciai a kovetkezd rekurzids
képlettel értelmezhetdk :

[xQP x.'h .. -)xu}_-l;f]_'[xhxu; =iy x“;f]
’

[x1; XQ;..-,Xot+1;f]: . Xor1 — X,
[x:; 1 = F(x0).
Ekkor _
(1) § [x17 x2; “ ey x’u+1;f]

n-edrendii osztott differencia és az X1, X, - - -, Xap1 pontok ennek csomdpontiai.
Ebben a definiciéban ‘az osztdpontokat kiilonbozOknek tételezziik fel s fel-
tessziik, hogy novekvéen vannak elrendezve :

(2) X < Xo < vor < Xpt1s

A kiilonb6z6 csomépontok esetébdl kiindulva, hataratmenetekkel és az f(x)
fliggvény egymds utdni derivaltjainak bevezetésével 4t lehet. térni a részben
egybeeso csomopontok esetere Ebben az értelemben példaul az [x, x, ..., x; f]

n- -edrendii osztott d1fferenc1a — f(">(x) -szel egyenld, ahol f®(x) az f(x) fugg-

vény n-edik derlvalt]a Az osztott differenciak tehat a derivaltak altalanosita-
sainak tekinthetok.
Stieltjes 6ta tudjuk viszont, hogy ha f(x). H n-edik derivaltja az x,

helyen folytonos, akkor az (1) osztott differencia % f®(x,)-hoz tart, mikor

Xy Xoy oo oy X1 —> Xg.
Ha f®™(x) létezik a csomoépontokat tartalmazé legkisebb intervallumban,
- akkor

(3_) / [x1, X, P Xnrt; f1 = f(")(g) )

ahol §€(x;,x.1); €z az n=1 esetnek megfelelo klasszikus Lagrange-féle
képletnek altalanositisa.
A kovetkezékben a (3) képletnek mutatjuk be néhany altalanositasat.
2.- Az osztott differenciak elmélete egy sereg teljesen elemi ]ellegu kép-
letet tartalmaz, amelyek hatardtmenettel a fiiggvény és derivaltjai kozott kiilon-
féle kapcsolatokat szolgdltatnak. Ezek koziil. a tovdbbiakban egyet fogunk
felhasznalni.
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Legyen Whi
(4) | x1<x2<"'<x111 (mill—l-l)
m kiilonbdzé pontbol allo sorozat és vezessiik be a
(5) Df[f]:[x.i,xm, C ey Xiggs f]

et E=1L2..,m—j, j=0,1,...,m—1)
jelolést. Ekkor 1 =i <i,<--- < 1= m esetén '

Mm=n

(6) B Xi - oy i3 /) = 2 AL,
ahol az A; egyiitthaték nem fiiggnek az f(x) fiiggvénytél és

m-n

-glAi:I, Ai>0 ((=1,2,...,m—n).

_ A (_6) képlet mutatja, hogy a (4) pontok kéziil valasztott barmely n--1
csom?pontra vonatkozé osztott differencia a (4) sorozat -1 egymas utani
pontjara ’vo'natkozé osztott differencidknak stlyozott szimtani kozépértéke.
Ez a kozépértéktétel szolgil a kovetkez6 tételek alapjul. '

3. Kimutathato mindenekel6tt a (3) képlet kovetkezd altaldnositisa:

: 1. TETEL, Ha az f(x) fiiggvény folytonos egy a (2) csomdpontokat tartalmazs

intervallumban, akkor taldlhaté oly E€(x, Xut1) ‘/iely,, hogy ‘& minden - kb‘rﬁye-

zetében van n--1 Killinbozgd és & altal kettévdlasziott x;, x;, . . ., Xpi1 pohz‘

melyekre az ‘ ‘ 118
[x{; xél reny x;L-I-l;f] = [xly Xoy o s '; xn‘i—i;f]

egyenldség teljesiil,

Az x; pontokr6l akkor mondjuk, hogy a hely kettévalasztia Gket, ha &
az x; pontokat tartalmazé legkisebb intervallumnak . belsejébe esik. ' .
Az 1. tétellel kapcsolatban a kGVetkezd-‘megjegyzést'tehetjﬂk.
Ha a (2) csomépontok ekvidisztinsok :

xi:c—i‘—(i—_l)h ((:1,2,..:,11—{—.1),

akkor

[ c4, ..o nhs fl=— i,
oy .onlet ‘
ahol |

O =31 () e +-m,

Kimutathaté, hogy ha f(x) folytonos egy a (2) csomopontokat tartalmazé
intervallumban, akkor taldlhaték ebben az intervallumban OIyan C...,C4+nh
pontok, hogy =t R '
@) b s s ] = —L ()

~ Innen adédik Sz. N. Bernstein és D, Rajkov kovetkezé tételének llitasa :

——
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Ha f(x) folytonos egy a (2) csomépontokat tartalmazd intervallumban, .
akkor talalhato egy &€ (xy, x,.1) pont tigy, hogy minden &> O-hoz tartozzék leg-
aldbb egy ¢ s egy h=F0, E—e<c<E<c4nh <§+s melyekre (7) teljesiil.

4. A (3) képletnek azonban még Altalanosabb Kkiterjesztése is adhato.
Ez az osztott differencia fogalmanak megfelel§ kiterjesztésén alapszik. :

Tekintsiik a (4) pontokat, ha m elég nagy, és hasznaljuk az (5) jeloléseket.
Képezziik nemnegativ egész k¥ mellett az e
(n- 1)-edrendfi determindnst. ; : ‘

Ekkor
(8) . ) WIL): ?2’ 2ty ":u+1 = Uzll’: I;z: ol i8] i‘yH_l [xk-HL] .
a Vandermonde-féle determinans altalanositasa,
T )k o,k
©)) D 4 iytngn [ = U i LIV i

pedig az ismételt osztott differencidk egy fajtaja. ' 'v

A (9) kifejezésnek természetesen. csak akkor van értelme, ha “a (8)
determindns zérustol kiilonboz6. Ehhez sziikséges, hogy az i; indexek mind
kiilonbozok ‘legyenek, amikor is feltehetd, hogy-
‘ l=i << - <hpy=m—~k
Ekkor kimutathat6, hogy o

m-k-n

UL):’; (;2! 2008) 'in+1 [f] T ;: BbDll+k[f]’

éhol a B; egyitthatok nem fliggnek az f(x) fiiggvényt6l és pozitivok. Ebbol
adodik, hogy ' |

m-k-n
Vi e == ; B;>0.
Innen kovetkezik, hogy a (9) ismételt osztott differencia a
D[] (i=1,2,...,m—k—n)

osztott differencidk szamtani kozépértéke. et
5. Megforditva is kimutathat6 azonban, hogy legalabb is abban az

" esetben, mikor a (4) csomopontok ekvidisztinsok, d (4) pontok koziil valasztott

csomoOpontokra vonatkozo bdrmely (n+-k)-adrendil osztott differencia ismételt
osztott differenciaknak . szamtani kozépértéke. Innen adodik végiil a kovetkez6

altalanos tétel :

2. TETEL. Ha f(x) folytonos egy a (2) csomdpontokat tartalmazo inter-
vallumban és ha k n-nél nem nagyobb természetes szdm, akkor taldlhaték olyan
Eos &ty + v vy Bucns € (y, Xup1)y & < & < -+ < Eucx pontok, hogy ezeknek minden kor-
nyezet-rendszerében van (n—k--1)(k+ 1) szdmu
(10) : et Xy <v o < Xkt 1) (1)
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pont, az _
X0k} 5 XF 1425 + v oy X{je1) (i)

pontokat a &; hely kettévdlasztia (j=0,1,. .., n—k), tovdbbd

5, K : )
I G+DH, 2 B4, <., ok Gty [f] =[xy, X, o, Xni1; £,
ahol az ismételt osztott differencia a (10) pontsorozatra vonatkozik.

i A 2. tételbd! kovetkezik  specidlisan, hogy ha J(x) folytonos egy a (2)
-csomépontokat tartalmazé intervallumban €s ha az fO(x) derivalt létezik
(%1, Xu1)-ben, akkor talalhaté ebben az intervallumban n—k41 szamu
kiilonbo6z6 &, &, ..., & pont tigy, hogy

1 .
[xl) x2; a-0 g xn+1;f] T fl(ﬂ—i) et (ﬂ'—‘k-I— 1) ["501 §1, DoY) §1t—k;f(;f)]'

6. A felsorolt kozépértektételeknek az ad fontossagot, hogy ezek lehet6vé
tesznek bizonyos, az analizis néhdny kozelitt képletének, éspedig interpoldcios,
tovabbad numerikus derivaldsi és integrilasi képleteknek maradéktagijaval kap-
csolatos vizsgalatokat. Az ilyen képletek maradéktagja mindig

Alg, §2, <o Su f14-BIELE, .., E1s f]
alaki, ahol egyrészt a &, masrészt a & csomopontok kiilonbozok és az A, B
egyiitthaték nem fiiggnek az f(x) fiiggvényt6l. Bizonyos ‘specidlis esetekben
ezenkiviil az A és B egytitthatok egyike elttinik ; ezekkel az. esetekkel mar
elozoleg foglalkoztam. . j : ' ‘
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