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SUR QUELQUES FORMULES GENERALES
DE QUADRATURE DU TYPE GAUSS-CHRISTOFFEL

par
D. D. STANCU
a Cluj

Introduction

On sait qu'une premiére généralisation de la formule de quadrature
de r.c. causs [1]est due 4 § B. CHRISTOFFEL [2], lequel considérait s noeuds
fixes — qui ne se trouvent pas 4 l'intérieur de l'intervalle d'intégration — et
déterminait d’autres # noeuds, de maniére que la formule de quadrature
respective ait le degré d’exactitude maximum. Entre temps, certains mathé-
maticiens: ¥. 6. MEJLER [3], C. A. POSSE [4], E. BEINE [0], T. J. STIELT]JES
[6], A. MARKOFF [7], J. DERUYTS [8], etc., ont fait aussi des généralisations
moins essentielles de la formule de quadrature de Gauss, en multipliant la
fonction 4 intégrer par une certaine fonction de poids. Cependant, une
généralisation importante et effective de la formule de quadrature de Gauss
a été faite, dans le dernier temps, par p. TURAN [9], L. TCHAKALOFE [10]
et T. PopPovICIU [11]. Par les travaux de ces mathématiciens — et spéciale-
ment de T. Popoviciu — on est arrivé a une formule trés générale du type
Gauss, laquelle emploie 7 noeuds multiples, d’ordres de multiplicité impairs
donnés, lesquels noeuds se déterminent de telle maniere que la formule
de quadrature respective ait le degré d’exactitude maximum. Nous gené-
raliserons cette derniére formule dans le sens dans lequel _Ch’rlstoffel a géne-
ralisé la formule classique de Gauss; a savoir, nous consid érerons $ noc?uds
multiples, fixés — & une certaine restriction prés — n’impqrte olt surl axe
Téel, et nous essayerons de déterminer d’autres noeuds, d’ordres de mu}h—
plicité impairs donnés, de facon que la formule de quadrature que l'on
obtient ait le degré d’exactitude maximum. Dans les travaux [1_2,131
Nous avons déja obtenu quelques résultats partiels, mais c}ans ce travail nogs
construirons une formule de quadrature trés générale et présentant une grande
Symétrie,
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§ 1. Sur une formule générale d’'intégration numeérique

1. Considérons une fonctionnelle linéaire de la forme

(1)

oit ¢(x) est une fonction donnée bornée, non décroissante ct avec une infj-
nité de points de croissance dans l'intervalle (e, b), fini ou infini, de facon
qu'existent tous les moments ¢, = U[2"] (2 =0,1,2, ...) et ¢, >0. Fy
ce qui concerne la fonction f(x), neus supposons qu’elle admette des dérivées
de tous les ordres dont nous avons besoin, au moins sur les points of elles
interviendront.

Dans ce qui suit nous essayerons d’approximer la fonctionelle {/ [f] par
une combinaison linéaire, sur certains points, des valeurs de la fonction

/(x) et de ses dérivées successives, de la forme sujvante

9 : m  ri—1 s ay—I

@ PA=% LAu’t)+ § ¥ B /¥ (a),
i= = V= n=

ou nous supposons que les noeuds q,, @, ..., ag multiples, respectivement

F) - ’ . ’ . 2 {
d Ordres..% % ..., %, Sont fixés, situés n'importe ot sur I'axe réel, mai
de maniére que le polynéme

(3) ; z o,
o(#) =4 IT (x — a,)™ (4 =+0)
@ \ v=] :
Ztﬁfréols:ﬁfugans lintervalle (g, b). Nous nous proposons de déterminer les
ot donoe' il ¥, %, ..., %n, dont les ordres de multiplicité »,, 75, ... /m
1es, de telle manigre que 15 formule de quadrature
(4)

: U[f]=‘b[f]+R[f],
oll le reste, ou le terme co

& : s mplémentaire, R est définj cette formule
meme, ait le degré d’exactitude maximum, [g’]ést- T djer;n;oﬁ 3rque nous ayons

; Rm:R[x}:..,:R[xN]:O, Rl k0,
olt N prend la plus grande valeyr possible.

R[f] est, bie
» Dlen entendu, ayusgj e : u-
perons plus loin de I"évaluation une fonctionnelle linéaire ; nous nous 0c¢

iy de celle-ci.
o 1 peut obtenir immédiatement

g Eatok. . (4
cet effet, introduisons aussi les not une délimitation pour le nombr

ations
) m
l(x) = W ri D
‘ El (& — 2)f%, ga) = 1T (5 — x,),
e ¥y, Sont les raej 2

multiplicité impairs, §j P

| nes du polynyme I(x), qui sont des ordres de'
mais, en général,,o =5

I lors tous Jes nombres ., 7 sont pairs

TR0
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w2

Formonis maintenant le polynome. ~:ionn 20 simmvel san fugiido a

w(x) = w(x) I(x) g(x),

: | 1% T
qui est du degré u = n, + #. + p, ol

y

I

(6) Ny = ¥y T a2 oo T, Mg == O O s s O ok

On observe que @ [w | =0, et Llue.U[w]‘:_,&O, car w’(x) garde un signe
constant (positif) dans lintervalle d’intégration. 11 resTulte que le ,degre
maximum d exactitude de la formule (4) est N = . — 1. Nous a‘llons de,mog:
trer immédiatement que l'on peut choisir les noeuds x;, X, ..., x, de
maniére qu'on ait N = u 1 =my + 2y P~ L.

3. Afin de construire une formule générale de quadrature dcelr laiform?i(él),r
qui constitue T'objet du présent mémoire, nous procéderons de a.mahiére
suivante. ‘ .k

Choisissons p nombres réels quelconques v,
le polyndéme

(7) v(x) = 11 (x—vn)

h=1

Y: ..., Yp €t formons

Consid érons ensuite le polynome d’in.terpola:aion' de I,J_agrange-Hermtte
concernant la fonction f(x) et les noeuds introduits jusquict

- A ay, g, ..., ds, Xy Xay ""'\:m, Y1, Y'}!---:-\(P;/'|x)f; . &
®)  Lu(x /) = L(U_h i oy
Si on a en vue la formule , Ol
: Ay, Aoy oo vy By, Xy xz,_--_-»”:’"; F;l”)q—
B Lamp=um k(B et T Bl

+ I(x) (%) L(Y1 Y2 -+ -5 Yo F,|x), I

olt '

i (%) _ A i e
Fl(x) = ‘U(x 3 Fﬂ(x) l(.‘t’) ‘M-(Rv‘) 3

et si on utilise la formule d’interpolation T

(%) = Lt )+ ralx3 D),

(10)

oll : i f. )
; . . Ay, Qay-e s oy Bsy X1y X2y < - > R (TR ( 2.0 J’

(1) rp(x: f)=I(x) @(x) U(x)[o:l, 3 ik AT BN T

3 lative
ivisée de l'ordre »y + Hy + P 1€ .
necrfc(ch:xlrsec lenrs ordres de multiplicité; au

Nous

1) Par ce crochet nous avons indiqué la difffr.ed
4 1a fonction f(#) et les noeuds multiples mis en évi .
e nous avons écrit, plus simplement, seulement y;.

1

Avons utilisé aussi la notation ®(x) = oy w(’{’)- S wmmwed gel 35l 35908

2
¢as des noeuds simples {y,}. aulieu de ',
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on obtient une formule de quadrature de la forme
(12) ULl=0[]+ Q1 + e [f] |
(()&) elf1=Ulrn(x; )]
et Q[f] a la forme ‘
P
(14) Qff] =h§.l Chf(Yh)'

Il est clair que tous les coefficients A, ;,

B,,, Cn qui intervienney |
ci-dessus sont indépendants de la fonction f(x). ; : L |

% Laformule de quadrature (12) ale degré d’exactitude égal justement

a _N=1lz1 + 7y + ﬁd—- 1 1Afm de la réduire a la forme (4), il faudrait dgter. .
miner les racines du polynéme I(x), de (5), de facon que la foncti ‘
Q[f] soit identiquement nulle, ce qui se réalise si e el |

(15) ik

En tenant compte des formules (9) et (12 i 3di ‘
B s fom que( ) et (12), on constate immédiatement |

— p'—_-O.

16 Diaiad
c()u) U[mlvh]_O(k_llg,___’ ),
Up =19 — —U—'?.)_. (
V h = Up(%) . |
u qu itrai i s \
i suivan(tlzee Yn sont arbitraires, les conditions (16) sont équivalentes &

ol @p_; est un polynéme quelconque du degre p—1

11 résulte i+ :
due pour que les 4galités (15) aient lieu, il est nécessaire e |

suffisant que le polynéme ] i
wimtets e i g s | el o)
v ] <

(18)
Vo do(x) = o(x)d(x).
ais, com it 1 :
quel polyném;n E:zl(e x?alfi’;- -oéthOgOHalité d'un polynéme I(x) avec n’importt
avec p polynémes, dy ge o egré 2=l est équivalente a I’orthogonalit®
Taison, les conditions Pregcgd?b_l' 11Ijléalirernent indépendants. Pour cett
exemple, aux suivantes cntes d'ort, ogonalité sont équivalentes, par
1 ;
(9) U[Cﬂlxt]:_(),i:ol,)

5. Sile polyng 24 e, p—1.
de quadrature (i"2) e Uzx) a ét6 détermin s -
Qe Tt mine de cet . formu
Les coefficient ot forme 4). ctte maniere, la 1o

S de cette § .
d,intﬂpolatioorfntgl? °t, en vertu de I'expression exP¥ |
F), les €Xpressions suivantes 1

4=UlL,) B

cite du polyndme

“lﬂ]l I

- indépendants des parametres yi, Ya - - Y
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ol1 , ;
fl»._'_ijk—l (.l'—-—-,’v‘ )] (x__.vl)/\ 1 (k)
BRI 7! [ o\ T Jx hi(#),
‘4_*1““1 (.1 —uy)“ (A’ —uv);L 1 (1) i
\” = Bzitl ! [ 3 .wv( ) Jay WV(%)J
et -~
bz} = o) vl@) b, WH) = 2700
w(x)
w,(x) = v(x) I(x) wy(%), wy(x)= (x—aF
" dr @) | o (r)(b)
((p(;r) i r =Y 8

dx lx=b

6. Faisons maintenant 1'observation suivante. Ete}_nt donné que nous
arde un signe constant dans 'intervalle d 1nter;,)_o-
lation (a, b), il s’ensuit que les ordres de multiplicité des _noeuc_lls 13}%1@111;5 1(15011::
existent) 4 cet intervalle sont tous pairs. Pour cette raison, il st % o8
nous occupions du cas oit les ordres de multiplicité des rac1pesr0u al.)lo 3;
nome [(x) sont tous impairs, c’est-a-dire du cas p=m, ((:iart&r?ej;n"es £
quels que soient les noeuds xy, &3, .+ +, ¥m» la forn}ule de quadra ;1 m—fppno-
dante a le degré d’exactitude n, + #. — 1) eb sl dineg ”; & OrS | e
euds x; de ’ordre de multiplicité pair restent arbitraires; ceux-ci p

étre inclus dans 'ensemble des noeuds fixes a;, a4, ..., 4s: -

En conséquence, nous supposerons que p=m.

7. Les relations (19) peuvent étre interprétées aussi autremenfc-. A cet
effet, introduisons les notations .

avons suppos¢ que w(x) g

(21) lt(x) == ﬁ (% — xi): Sk_x) — I]Ij % — xi)ff—l‘ fP(X) = m(x) 8(%)
=1 =
Les conditions
(22) Ulpus']=0,7=0,1,2, ... 7 — i

'3 ec
qui expriment le fait que u(x) est orthogonal dans lintervalle (a, b) av

tout polynéme du degré # — 1 relativement &
(23) da (x) = p(x) (%),
nous assurent que le polynéme u(x) aura #m T

situées dans I'intervalle d’intégration, car p(x) est not

Lo ié t mon-
8. Le polynéme u(x) étant détermine df cetgzelﬁgncllzfdrggu?:‘a) Ro%
trer que tous les coefficients Ay, B de la formule de T TRE Lo e

m- s

opérons le remplacement

acines réelles, distinctes et
négative dans (a, b).

eénts sont indépendants de la fonction e
flw) = by (%),
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o i P )J. (x=* )k {~ Y RS,
(24) l!,i (%) = kgﬂ ( ! ’ [ 7 i (7.‘ (x))x[_ : )\'(l)-
et

Ai(x) = o(x) h(x) ;
on obtiendra que

(25) , Aij = Ull]-
Pour les autres coefficients on trouve les expressions
(26) : By, = Ulk,, ],
oit o i o
==l o P [(r—a)* (1 W
Ryy= Y ( ,L (*—lv— - 3u1x),
A=0 u! Al 4, (%)) a,
et

3y(%) = I(x) wy(%).

9. Revenons sur la détermination des noeuds fondamentaux Zrs Kieen

on peut le§ obtenir, comme nous 'avons vu, en résolvant le systéme de

degre‘supeneur'd'e m équations 4 m inconnues

97 s " i + g

(:.7) : U[m-lx]=0,1——-0,1,2,...,m~—1.

- De ce qui précede il a résul

sqlutlon-xj‘.éelle (car les ordres d
I est intéressant que dans |

=7, ol 7 est un nombre impai

e multiplicité » ont été supposés impairs).

ecasdep, TURAN[9]: 7, =7, = ...

T, Ce systéme ait une solution réelle unique.

10. On. peut démontrer de mgq
au

fom ; > Maniére rigoureuse et détaillé le sys:
e (27) a au moins une solution réelle, eﬁ considéfang?zagﬁzt%ie

(28)

Dﬁ .F(th tg,...,tm);= U[mﬁ];

B-T- B(x) = ﬁ (x £32 t{)r[+1,

» qui est continy T : Y
= nue e 8.
domaine iflimjtg ¢t toujours Positive, a une porne inf®

I résulte imm gg;
37 édi
cette manidre, satisf

e,

t€ que ce systéme a toujours au moins une

= ta=0|
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Puisque dans ce point il y a un minimum relatif, nous aurons

~—— 2= = yrpy =0,

i o axf
ol
m Tkl 1
P % A== Ay VP
o0 1 v — )™
11 en résulte qu'il faut que nous ayons
UlalEfl=0 @t=12:...08

ot Li(x) sont les polyndomes fondamentaux d'interpolation relatifs aux
noeuds simples x,, %,,..., Ap. Les polyndmes d.u glegré m—1: Ll(ﬁf),
Ly(),. .., Lm(x) étant linéairement indépendants, il résulte que I(x) satis-
fait aux conditions (27).

Si, contrairement aux hypothéses faites jusqu'ici — quand nous avons
considéré comme donné le systéme de nombres impaits 7y, #,,. .., ¥m — 1OUS
supposons que sont donnés les nombres réels X1y Haye e e om de_ maniére
que soient vérifides les conditions (27), alors, réciproquement, il résuite
immédiatement que les puissances correspondantes sont impaires. En effet,
si les relations (27) ont lieu, il résulte, conformément & ce que nous avons
dit au début du mémoire, que la formule de quadrature (4) a le degre d’exac-
titude N = #n, + #, + m — 1. Supposons maintenant que parmi les nom-
bres 7; il y a aussi des nombres pairs, par exemple soit 7, un nombre pair.
Si dans la formule (4) on remplace
. ry+1 3

f(x) = o(%x) (x — x,)"ilzlz (x — %)

®[f] sera nul, tandis que U[f] >0, car f(x) est une fonction non négative
dans I'intervalle d’int(égration. Il résulte alors que N< 7, +n, +m — 1,
contrairement a 1'hypothése. ol hadh: :

* ‘On démontre ensuite, sans difficulté, que les qombres réels %, %, . . x,gs
choisis de maniére que soient satisfaites les conditions (27), sont des poin

disti ; ' ; un minimum relatif dans le point
istincts de (@, ) et que la fonction (28) a e e e

(%1, %s,..., xp). Cette derniere affirmation peut
atement si on a en vue que
: L OF 92F
OF — (),_i_.._ =0,_d__2 >0
0x; 0x; 9% X7

(G, =12, .00 1 £ R).
ndamentaux % de la formule

cette nouvelle voie indiquée
.., tm) de (28).

Donc, pour la détermination des noeuds fo
générale de qudrature (4), on peut procéder par ce€ t
1ci, qui consiste 4 trouver les extrémes de la fqnf:t.ltzllmF (b, tay -

“dit 10,7, si les rela-
11. Revenant & ce que nous avons.dit au no.’7, st on a en vue :
tions (22), on peut montqrer que le polyndme u(x) de (21) peut étre détermm§

auss1 d’une autre maniére.
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En effet, ce polyndme peut étre exprimé par la formule de Christogyy
Dpyq )
(29) e
oit 8(x) est donné & (21), ¢ = #y 4 12 — M, et Diyq (%) a 'expression
O (%) D1 (%) o Criyq(x)
(Dm(al) Q41 (ax) . (Dm+q(ﬂl)
(D;n(al) Opy 41 (611) i —.Lq(al)
| O Va)  ORE(a) . DL ) |
(30) - Dmyg(#) =| Dpla,) D11 (@) + Wnyig(a) ’
AT |
O (x,) Do) e 200 L Dy () ‘
Or () Q41 (#2) o Ppyygla)
I -(r- :)) L .( BEs 15 &
m—-= rm—2 ~x
| (Dm (%m) (Dm’—,{l-l )(xm) : (Dp(nrlj:q 2)(“5":) i

Ici nous avons noté par {¢ i 0 ‘
S e gbuiéo rfng:} (l?‘ag)s.ulte de polynémes orthogonatX

I1 est évident que Dmyg(x) est divisible par 3(x), c’est-a-dire que now

avons
Dv) (x: a
’ ] a )0 e
ol T P S R B T RO xm)lx::q =0,
vi=0,12 : i
Les nOEudsf > 4, n-..,?’:——2’¢=1 2. . .
: Joct ondamenta ‘ ) Gye o, . y il
par les conditions UX %, %\, %p pourront étre d éterminés i
31 r=1,,. . !
(31) Dl (% aya,, - |
- Ly ) ;

savons qu'il admet ay

En général, cette

moins une solutions réell
des noeuds fondame

méthode
nta Fs

e :
S ; . i
P compliquée pour la determlnaﬂ?ﬁ

Sty ux. D )
touttjéz;sme?e appliquée ans des cag Particuliers plus simples elle P
iy = 0, ?’lp:'l,.Ardln:.e%tons que 'Hx) =% g — —b 453 1 e Ol ,;ilr !
e G
1 v
L | P, x) Pyx) P,
(x — #,) Pa(xz) Pa(x;) Py(x) |,

oil Py(z) est 1e polynéme a0 Lepz(x’) Pla(xz) Pz;(xz)-

gendre dy degré f,
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En effectuant les calculs, on trouve
u(x) = (625 43 — 210 25 + 105) x* + 280 43 x — 175 23 + 210 3 — 63,
En imposant la condition u(x;)= 0, on trouve la paire de solutions

P Lt 0tk AR PR [ B
: T 5 g, e 5

11 résulte, dans le premier cas, la formule de quadrature

E Lo e e

70875

et, dans le second cas, une formule qu'on obtient de celle-ci en changeans *
V5 en — V5. Ces formules ont été obtenues par une autre voie aussi
par T. popovIciU [11] et L. TcHAKATLOFF [10].

12. Occupons-nous maintenant de 1’évaluation du reste de la formule
générale de quadrature (4). :

Sinous faisons p = # et considérons le cas limite y; = % (1 =1, 2,. .. ,m),
les formules (11) et (13) nous conduisent a l'expression suivante pour le
reste R[/] de la formule (4)

(32) R[f]1 = Ue®)I(x)Dynlf; %],
ol
m i+l
(33) olx) = — (%), ] (%) = I_:[1 (x — %) = Ux)u(x),
(34) Dyyilf; x) :L‘:: ‘:sr:H::H ’::ﬂ,x:f].

x) garde un signe constant dans

Et 3 ' !
4t domnid que le produit ©ia) kL liquer le premier théoréme de

U'intervalle d’intégration, nous pouvons app
la moyenne du calcul intégral, et obtenons

(35) R[f] = Dyu(f; 0 UB7 ],

En employant maintenant une formule connue d :
aux différences divisées, nous obtenons enfin la formule

a< n< b.
e moyenne, relative

: &

e SPEITTEITR T
) S (N+1) ! e
OUN =u, + n, + m, et Ee(a, b).

—"_—*.__

%) Le reste de cette formule a été obtenu au moyen de la formule donnée 4 (36).
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Si la dérivée de Lordre N + 1 de la fonction /(x) vcrific une congi,
Lipschitz ordinaire 4 constante M, on obtient la délimitation Suivaf,

J, P A
(37) IRII=; Ule!].

13. Nous mentionnons que la formule générale de qudrature (4)
réduit dans le cas s = 0 aux formules du type Gauss, étudiées récemmpey
par L. TCHARALOEF [10] et 7. popoviCiU [11]. Dans le cas s=0, 7, =1,=
= ... =1y =7 ot 7 est impair, on obtient, sous une forme générale |

les formules du type Gauss de P. TURAN [9].

§ 2. Les cas partieuliers 1, =1, = ... =1, =1. i

14. Nous estimons que ce cas particulier est trés intéressant, quaud}
la formule de quadrature (4) devient |
i

'(5{8) Ulfl= VI + olf] a
ol ‘
(39) 7

I 5 Qj—l
V[}’}:iz1 A,-f(xr)+j‘£‘,i Y. B, ./(a),
: - T =1 k=g |
et p[f], en vertu des formules précédentes, peut étre mis sous les formes |

(40) PUI = V00U (R)draalf; 9)] = dyalf; U [002] =

Ici, en dehors d Soaa i L e i e O P =
sialot €s notations. i: : A . ns |
utilisé les suivantes ons- ntroduites jusqu’a présent, nous ave® |

doir(f; Z) = [al ‘ay:

Am
] yees - o
“1 aE‘ 7 J-C(‘g-, 9 yrrey 2 5 ;\,,)f 5

s

|
o b |
A 2 = 0% o, oo |
=1 ; g !

__ Les noeu
ditions

t

ds fondam :
entaux x,.4: ; s ol
¥ .., %n sont déterminés par leS o

i 0] :

- U[omx]:'O, 1=0,1 9 m—1."

ar conséquent, le Polyng H i n i
polynéme dy degré s —){ iﬁ:t?égldmt Etre orthogonal en (2, s to"
(41) A LR T ent 4 % " :}

1l en résulte n g
réelles, distj ,,ql'.le. le’ Polynéme | el b -
P oot terieures é.l’?r(lgzr\a;‘aflout(;es g;ﬂs racines %, *°*
. e (a,

am
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) 4

~1

~1

Ce polynome peut étre trouvé a l'aide de la formule de Christoffel

? Qm(ﬁ') an” (‘b) . Qm+f (?C)
b @mla,) Q41 (”1) . Qmyr (41)
Qn (a,) Qm1(ay) - Qmr (@)

ay— \ lagy— ay—1
(1)(m ”(”1) Qﬁnlﬂ-l”(“l) . )(“!)

‘m+r

(42) 14(17) Uy (X) i (a)m(f‘-_‘) Qm-H ((?2) . Qm+r (“2) )
; -Qm(”\') Qm+l (“6‘) . in+r (as)
1 Qm(as) Qm+1(as) - Qm+r(as)
Qe Qe - @55 (e

et le poids intégral ¢(x). g - v

Observation. Dans certains cas particuliers, la formu_.ie (42) peut étre
simplifiée. Ainsi, si a = —b, dy(x) = p(x)dx et les fonctions p(x) et «(x)
sont des fonctions paires en (—b, b) et les racines de w(x) sont 4ay, & @,...,

ol {bQ,, (m)} est le systéme de polynomes othogonaux relatif 2 lUintervalle
(, 0)

+ a4(2g = 7), respectivement des ordres de multiplicité pairs, o, oz, .., g,
la formule (42) se réduit a la suivante \
i Qm(x) Qm+'2 (X) QM+4 (‘5) . Qm+r (x)
Ii Q@ m\a1) Qm+2(@1) @m+a (@) - - - Qm+r (@)
Q@) Quer(@) @neat@) - - - Qner(@)
il Luiegiiig S .-(a,'_)
) Qe P ) - - - R @)
H(x) =, 'lim(.\') Fs 1( ) Qm(a'ﬂ) Qm+2 (az) @m+4 (az) . . Qmar (dz)
m :v . - .
Qm(“q) Qm+2 (aq) Om+4 (“q) . o« Onsr (aq)
@m(ay) Qm=2(aq) Q;n+4(“q) . s Qmye (aq)
er:q.—l)(aQ) Qgﬂ;”(ﬂq) ,(1:?;.—4”(&4) TR qu—’i-r (ﬂq)
mule de qua-

15. Occupons-nous du calcul des coefficients de la for
drature (38).

Si dans cette formule on remplace
. (%)
PRl B0 G e
"’("’1) ni(x,-) r—%

12 — Mathematica
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[v/4)

on obtient les formules
7 :U[“’("" ”*'(x)}, GAL L

ofx;) uy(¥)

(44)

Pour les autres coefficients on a les expressions survantes uj résultent
des formules (20)

(45) B = Ulhy],
ol . '
Glj-—k—l (v — H!). [(1 — aj)z-( 1 ) v
A Wity ;)" s
e E’U k! v \Bm) s, By (%)
et

Bi() = u(x)wj(x).
16. 1 est aisé de montrer que tous les coefficients A, sont positifs
En effet, si on a en vue que, quel que soit le polynome v(x) du degré 4,
de (7), on'a § iy
i )g' uq(x)

Q:l 2 ('.rq) ”(xfl).

v(x) = Cu(x)

ol CFO0sip=metC=0si p< m et sion remplace cette
de 9(x) dans la formule qui donne ex !

de (8), olt 7; = 1, on obtient
les coefficients A;

(45)

expression
plicitement le polynéme d’interpolation

4;= U e (N
[w(ﬁ) ufxiy) | il 0k

Il en résulte que AW=0r 7 = 9
peuvent &tre aussi négatifs ajngj qu" J
nous allons donner. :

17. La suite d A
St € polynémes orth t
2 : C T a1 6 en
Pas normee, mais on peut la normer ogonaux {u,,( x)} n'est généralem

par {1y, ()} la suite orthe facilement (voir 4 cet effet [14] ; notors

..., m; les autres coefficients By
on peut le voir dans les exemples que

bution (41) -110rm ée mlati\re A lintervalle (a, b) et la distf
Sil e ; '
il'on apP11Qu§acette suite la formule de Christoffel-Darboux, on obtient
(47) K'"_l(t,‘x i m%(l) rim___l(x)_,; (%) ¢
l-m P G Y m—-l( )
ot - e,
KRR (e =l
et 2 m—j ( i x) 5 [§1 u,(t)ul.(x) g
T2 ~
En multipljant =Ulun]: y [di 1]
z par o % dl m—1 |. 3 7
et en intégrant de 4 3 i o(n)ogt(’gnées deux membres de Ja -formule @47

U[(’)(t)Km-q([, x” — 2ol

2% (x) U lo@is()] = @ U] =1

{
i

g

]
|
L
|
|
|
i
(
|

A 2 ‘ . . i
— apres l'intégration — les expressions pour |
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car

e = Ulaite].

Ve
Nous avons donc
ol : l'm'/) i”__ (x)—a_(x)1} = I)
\/).,,,U[m(f} Em D 1*{ o (V)i J e
i =%

Soit xy, %,,..., ¥p les racines du polynéme wu, (x);
ci-dessus x = x; on obtient
z?nl([)] g

Vi s o0
=

si I'on remplace

En tenant compte de cette formule et de celles de (44)

A‘,: U (0(,)‘” :(,i,“) St 70?(”“ z?m(/) i, 1’ U -(J.)(i')ﬂm(t_).- ,’> ;
a(x) ) w(x)) tig (2)(1—xp) m(x[)ﬁm(:v‘,) t—x; [

on obtient immédiatement que
1

= Vi

Ay L i=1,2,..., m.

Nous estimons que ces formules explicites sont trés utiles pour le éé._lcul
pratique des coefficients A; de la formule de qudrature (38). Des-expressions
similaires ont été données par cHRISTOFFEL [2] pour les coefficients de la
formule de quadrature de Gauss.

18. Donnons maintenant quelques exemples.

I°. Dans'le cas a = —b="—1, w(z) =1 — 2%, d¢(x) = (1—2)%(1+%)Pdx
(o, B > —1), m =7, =1, on trouve le noeud fondamental % = ;ﬁ%
et la formule de quadrature
)

[t = wo(t + ppa)dn =

—1

<geipnt __T@EODBHD e gy 4 ons g 1) H{a b D)BFD L
e [(a+ J2)t f(—1)+{
; : . : @
: B— _ a+fs2  T(a+3)T(E+3) :
(I+B+4)=f(a___+ﬁ:—4) + (;3+1)(B+2)a,«(1)] —2 3(a+ﬁ+4mu+ﬂ+-ﬁ)ﬂi)
ol D'(3) est 15 foﬁction ‘de Euler de la deuxiéme espeéce. . '
+'lans le cas « = B cette formule se réduit a
(1—29)%f(z)dx — 2o+ DOFDTE@HD) gy 4 g (@ +1) 70) + A1) —
e ['(2a+4) :

_22u’+1 F(a+2)F(q+§) f(‘f)(E),' 7 il R
8I'(2a+6) *
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qui, pour « = ( se réduit 2 la formule de Cavalieri-Simpson

+1 LR
j f(x)dx =-;—[f(-—1) +44(0) + £(1)] —9—16 ).
=1 . .
2, Sia=—b=—1, dop(x) = (1 —29%dx, () = (x* — 1), m =3
les noeuds fondamentaux sont les racines du polynéme
: Js(®)  Js(%) J2(%)
_m;)‘ Ts(Y  Je(1)  Jo(1) {
Iy Js(1)  Ja(1)

olt Ju(x) = J& 9(x) est le polynome ultrasphérique de Jacobi du degré »
correspondant 4 la distribution ci-dessus.

En effectuant les calculs, on trouve le systéme suivant de noeuds
fondamentaux

; 3
x1=-_v s X =007 = - d
20+ 9 - 2+ 9

La formule de quadrature correspondante est
+1

i a7 dx — 97e+3 Dla+1) D(a+3)
S_(I 2)° (x)dx = 2 et T 120 +1) (o +2) (o +3)3/(0) +

e e +2) Ru 49 [(n) + /(1) 149 (8a 4450457 (1) + A1) +

FOe D (= +3) [f(~1) —f() 44t __Tlutd Cate) [0,
4725(2a + 9) I'(2a + 12) ‘
Dans 1 = =i Al :
ecasa=0, g = _ Ecelle-_m devient

i{(x) = 19— TIN5~ ) +640) + 541(5) —

— /(1) +19 ;(1)] T

_ (10)

_i_ 1(=) 1 ‘
Va Lw‘-‘xrd" ~ 2400 [438"(*1) + 15%'(~1)+512f(_ ﬁ) + 500/(0) +
. 4

L l?) AL o,

= 15/01) + 438 f(l)] +—
19. Pans s e 38 630 400

différente vail [13 ] nous nous sommes oce

de celles dont il 5 6té fait ﬂ,

cupés d'une généraﬁsatio o
mention jusqu'ici, des formules :
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type Gauss. Nous y nommions formule du type Gauss généralisée toute
formule de quadrature de la forme

b m rp—1
Jroraven = 5 N, Aui e o1,
o i=1 k=0

avant le degré d’exactitude 2N — 1, ott N est le nombre des coefficients
A',-Ik différents de '/'.f:‘r(). : : _

Dans la catégorie de ces formules, excepté les formules classiques du
type Gauss, entrent, par exemple, aussi les formules de la forme

2m

s—1
f; A fla) + ; Caxf/®(0) + p[f1,

jp(,r)/( v)dx =
—b

olt les noeuds x; sont les racines du polynome Dygas (x) orthogonal dans
intervalle, fini ou infini, (—a, +a), relativement a la fonction paire q(x) =
B f).(x)x?‘”' a tout polyndéme du degré n — 1.

On remarque aisément que ces formules ne sont que des cas particuliers
des formules dont nous sommes occupés dans le présent travail. ‘

Voici deux exemples de pareilles formules :

1°. Dans le cas a = 1, p(x) = Vi—az, m=5,rn=rn=rn=n=1, 75 =3,
on obtient la formule de quadrature

+1

5 VI =2t f(x)da= 76_8{ 392/(0) + 7/7(0) 4 2[49 = 10V7].[f) +

-1

+ f(x)| + 249 4 10V7] [(x2) + f(xs)]} & 294298:830_;0_0 (12)(g)
ol
A e e i A z\/?f\/?_
12 7 12

2°. Si Ton suppose que a = co, p(x) =€, M =5, N=n="r=
*Ys=1, r, =3, on obtient les noeuds

7+V14
~x1=x4=\/ 2\/ Wi St

la formule de quadrature

7—Y14
2

By i : 23VTA) (f(x)+
7 j-: (x)d *4900{38081‘(0)—}—280.)‘(0)+3(91+ Vi) (f(

Sl

+ H(2)) + 3(91 — 23V14)[f(x) Jrf(xﬂl} + Jea05360

que a e degré d’exactitude 11.
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XPOHMKA i

B mapre 1957 r. 8 Kuayke Obla co3aad mepanifi Boiukcaurenstsii Hn-
crutyt Axazemun Hayxk PHP. MuctutyT HMeeT Cepylouyio - cxemy opra-
HH3ALHH: :

1. OTzeseniie TEOPETHUECKHX HCC/AeAoBalil,

2. Boluncnurenbias nadopatopus, '

3.-Ornen npukaapHoOil MexaHuKu,

4. Otaes BBIYHCJNHTEJILHBIX MaUIHH.

Hupekropom Kuykekoro Beruncauredsiioro Mucruryra Abjasercs 4iei-
koppectiongent Axajemun PHP, npod. Tudepuy Tlonosuu. '

Orgenenne TeoperHueckHx HcciaeaoBaHHil BhIUHCIHTEIBHOTO WUuctutyra
NPOROMKAET HCC/efoBalins Ouipwero Maremariieckoro otaenenna Kayx-
ckoro ¢uauana Akagemun PHP. tu uccaeposans BCAYTCH B pa;_nuqﬂ:ﬂx
HampaBJ/IeHHsIX NPHOJIHKERHOH Teopuu (YHKUMIL i eC IpHMEHeHHsT X HHCIeH-
HOMY ‘BbluHCJAeHUI0. ONHa W2 OCHOBHLIX Miell, ynpasisioulas: HCCe 0BaHHAMH
B YKa3aHHOM CMbICJle, SBASCTCS NpUMenente NolsnTia 0606ILEHHOM! BbITYKJIOH
GYHKUHH K H3yuCHHIO MPHOMMMKEHHBIX MeTozoB -ananusa.. Cioaa OTHOCATCSL:
H3yUEHHe CTPYKTYPbI OCTATOUHOrO uncHa (OpMY.l; YHCAGHHOro AM(heperiy:
POBAHHH M HHTErPHPOBAHHSA; H3yueHHe CTPYKTYpsl HEKOTOPHIX BGosiee OOWLHX
d)yHKuHOHaJIOB, KOTOpBIE€ MOI'YT UrPpaTh POJib OCTATOUHOrO UJEHa B HEKOTOPBIX,
Gosnee caoxubIX crioco6ax NpubJHKEHHs, KaK HanpuMmep, B UHCICHHOM
UHTerpupoBanui AH(depeHIMaNbHbIX yPaBHEHHi ¢ NOMOLLBIO ONPeAeEHHBIX
METOZIOB; H3yueHHE MHOMKECTB (DYHKLHH, OTHOCHTEIBHO KOTOPBIX MOXHO
ONPENCNHTL MOHATHE BBIMYKJAOCTH, W. T. 4. [IpH HCC/eL0BAHHH AAHHBIX MPO-

JIEM BhISICHSIETCS, uTO auddepeHHanbible CBOHCTBA BLITYKJbIX GYHKIHH
BRICIero nopsiuka OPHBOAAT K HEKOTOPHIM ClleilHaJbHEIM l'lp06JIEM“aM Ka-
;?CTB@HP’IO?I TEOPHH OOLIKHOBEHHBIX AH((hepeHUHaNbHblX YPaBHEHHH BHAA
Cg;.;{g’%y veesy™) =0 MEOKecTBO HHTErpaJoB KOTOPHIX 06/MafaeT HEKO;%[;I:;
¢ oo BOM HHTeprosnposasis. OuesHiHO, MPOG12MEl TAKOrO POAA CB

PHMeHennem nepasercrs Uanabiruna.

3a nocrenumit rox 6man NoJyueHbl CJAeAylolue HanGosee BAKHBIE P-
3ynbraTe:
Gax a) Ohuia paspaGorana TEOPHS OCTATOYHOrO VJeHA NIPH JHHEHHBIX Croco-
H“PHGJ]H}K@HHH aHanu3a. B ocHOBE 3TOM TEOPUM JEKHT MOHATHE BBIMYKJIOH
YHKUHK OTHOCH TeIBbHO HEKOTOpO#i cHcTeMbl YeOblLeBCKOro THIa,



