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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE

par

D. V. IONESCU

a Cluj

Enanalysant un mémoire de H. LOWNER [1] sur les fonctions de matri-

€ES. T. POPOVICIU a attiré I'attention sur I’équation fonctionnelle
i) f(x+h) - f(x4nh)

W) Al = fEER) fer2m L I
S et . f(x+-2nh)

pour laquelle on cherche des solutions f(x) réelles et continues quel que soit
x, et telles que 1"équation fonctionnelle soit vérifiée quels que soient x et j,
réels.

I/intégration de I’ équation fonctionnelle (1) présente des difficultés assez
grandes pour n quelconque. Nous avons pu surmonter ces difficultés dans
le cas n = 2 et dans ce travail nous donnons la solution de ce cas particulier.

§1.Le cas n =1

1. 11 est évident que la fonction identiquement nulle est une solution
de I'équation fonctionnelle (1). Ecartant cette solution banale, nous allons
considérer I'équation (1), correspondant a # = 1

| 1 (=) Fagh) Sl
(2) A, 4 lf(x)] T B jer2m) s

Remarquons que st la solution f(x) de I'équation fonctionnelle (2) a un
Z€ro x, elle se réduit @ la solution banale.
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our ¥ = x
En effet, 1'équation fonctionnelle (2) donne p ;

flwo+ B =0.

i : ite f(x) = 0. s . k
i que’ solltt hzlljssp:s'zie s!l(tlgion de I’équation fonctlol_r;nflle (2) qui n b
pas lfirlr:ls:ng s’annule pas et garde son signe quel que soit x.

sant
En po A f(Pk) — ‘/ﬁ,

) : 1 (¢] 011 Onllell
u h ESt un IlOmb y CTl1

devient /
®) i i (=
/p+l fp+2
ou :
(3) ) folowe = Tom
Il résulte alors que
g, = logl|/ i

vérifie I'équation de récurrence

Epra — 2 Pl o € = 0,
dont la solution est

=&t —e)p.

L’équation (3) a donc pour solution

@) log |f,] = log |f,| + $ log

h I
I

Déterminons cette solution telle que

(5) o) =1,.1(h) = ,
ol f; et /, sont des nombres donnés.
En posant
Cl o= f(;

(6) Cret = ¢
nous avons : Al

alh = lOg —Il
et I'équation (4) nous donne "
(7) ‘

f(ﬁk) = Cl uph g
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Cette formule est valable quel que soit I'entier P. Elle este vraie aussi
lorsqu’on remplace p par un nombre rationnel quelcongue.

Reprenons en effet les considérations qui nous ont conduit 4 1a formule

A <
(7), en partant de A, = T‘ ou s est un nombre naturel quelconque. Nous
aurons
(8) ,/(f)h'l) s Cltgul phy

quel que soit l'entier .
On peut déterminer les constantes C\' et o, par les conditions

H0) = 1, fshy) = f(h) = f,
Nous aurons les équations
C, = fo
Ce"" = ¢,
qui coincident avec les équations (6), d’ot il résulte que
C;=C,,1;2 o .

et par suite la formule (8) devient
p
P & o—nh.
/(‘S—h) = C|e =

(9) f(rh) = Ce™™ . -

¥ étant un nombre rationnel quelconque.

La fonction f(x) étant continue quel que soit %, de I’équation (9) on dé-
duit que la solution de I’équation fonctionnelle (2) non identiquement nulle,
est

(10) f(x) = Ce™* .

ot C, et «, sont des constantes qu'on peut déterminer par les conditions (5).

§ 2. Le eas n = 2, Considérations sur les zéros
d’une solution f(x).

2. En écartant la solution banale, nous remarquons que toute solution
de I’équation fonctionnelle A, , [f(x)] = 0, est aussi une solution de I’équa-

tion fonctionnelle A, , [H#)] ‘= 0. Il suffit de vérifier que

Az.h [Cleﬂ‘\’] = O .
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tant aussi ces solutions, uous chercherons des solutiong de
En écartant a ;

I’équation fonctionnelle
/(%) f(a+h) |
fx+h)  [(x+2h) f(x+3h) - ) =0,

Jiu+2h)  f(x+3k)  fat+4h) |

J(x+2h)

(11) A, /x)] = ’

: 4 i tionnelle A /(%) ] =0
i lutions de 1'équation fomc L L ] _
qui ne sont pas des soluti S ion de I'équation fonctionnelle (1
indispensable pour l'intégration qua ! )
Lot adispe 3 ! lution continue de cette é¢ uatj
de faire une analyse des zéros d’une solutio Juation
qui n’est pas identiquement nulle. 3 |
Soit x, un point oi f(x,) # 0. On peut a.Iors entourer x, d'un intervale
(«,B) oit f(x) % 0. Il peut se présenter plusieurs cas :
1° L'intervalle (o,B) est intervalle (—eo, + o). Alors nous avons f(x)
%0, quel que soit .
2° L'intervalle (,B) est linlervalle (rx,’-{— ) et f(e) = 0. Dans ce cas,
la solution f(x) ne peut pas avoir d’autres z6éros w,< o.
Supposons le contraire, c’est 4 dire f(%) = 0, avec u, < «. Bn choisissant
dans I"équation fonctionnelle (11), x = ayet h = o« — «, nous avons

0 0 2a— o) |
0 fCa—a)  fBu—2u) |—0,
| H2a—uay) 130 —24,) fde—3«,) |

d’oig. il rést_llte que f(o — a) =0 /(x) a donc un zéro 24 — oo > o, ce qui
est impossible puisque dans I'intervalie (% + ) nous avons J(x) # 0.

La solution f(%) a donc dans ce cas un seul z§
pour x ¥ g,

3° L'intervalle (o, B) est fins : o e
nous appellerons zéros consécutifs. D
de zéros Yo =+ ph,of h = p

En effet fajsons x —
h=B—a et Posons

T0 o et nous avons f(x) #0,

B sont deux zéros de g solution f(x) que
ans ce cas la solution f(x) a une infinité
= el D est un entier quelcongue.

% + ph dans I'équation fonctionnelle (11), ot
flot-py =

Nous aurons

(2t - fo B by,
: | e+ /p+2 fp+3 ‘

~ . { L: 0
fﬂ:z p+3 f.o+4 l !
En fajsant P = .

2 0, nous ay,
. : nSyeh :
ensuite en faisant p — 1, nous ationk ;0 o i h=0, et par suite f, = 0;
2 =10,

- et ainsi de suite.
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De méme en faisant p = —3, pous avous f, = 0, f, = 0. et par suite
j—1 = 0; ensuite en faisant P = —4, nous avons f—2= 0, ... et ainsi
de suite.

Il résulte done que la solution /(%) a une infinité de zéros %, = o+ ph.
Ce sont les seuls zéros de f(x).

Pour T'intégration de I’équation fonctionnelle (11) nous avons besoin
de quelques théorémes auxiliaires.

3. THEOREME A. Sif(x) est une solution de I’équation fonctionnelle (11) gue
w'est pas solution de I'équation fonctionnelle (2), 4l existe un nombre b te] que

j . o : ;
[(rh) el F‘ 1) sowent différents de zéro pour tout nombre rationnel v el pour tout

nombre naturel s o

(13) F(ny = | /@ /()

f(h) 1(2h)

Nous démontrerons ce théoréme, en examinant successivement les cas
ot la solution f(x) a une infinité de zéros, un seul zéro, ou n’a pas de zéro.

L La solution [(x) a une infinité de zéros. l.es zéros étant %o + ph,
ot p est un entier quelconque, plagons 'origine au point Y

I ensemble M = {rh} ot 7 est un nombre rationnel quelconque, est
dénombrable. 1,’ensemblé complémentaire de l'’ensemble _# ne contient
aucun zéro de la solution f(x). Si & est un élément de I’ensemble compl é-
mentaire et »" est un nombre rationnel quelconque non nul, 4’ est aussi un
élément de I’ensemble complémentaire, car dans le cas contraire on aurait
Wr' =7rh, ou b’ = ¥} ce qui est impossible, A’ n'appartenant pas i 'en-
semble /.

I.e nombre 4" étant ainsi choisi, nous avons [(r'#') # 0, quel que soit le
nombre rationnel . 4

Nous pouvons ajouter que

o) jr'w)
[(r'w)  f(2r'h)

et par suite F (L;) 7 0 quel que soit le nombre naturel s.

F(r'h') = = — 2 (rw)#0

Le théoréme A est donc démontré dans ce cas,

2° La solution f(x) a wn seul zéro x,. En plagant 1’origine au point
%o, et A" étant un nombre quelconque non nul, nous avons (7B #0 quel
que soit le nombre rationnel #’.

Nous aurons comme plus haut F(r'h') #0, ou F(—’:—J #0 quel que soit

le nombre naturel s. :
Le théoréme A est donc démontré dans ce cas,

3° La solution f(x) n’a pas de zéros. Nous avons fix) #0 quel que soit x. Il
Teste 4 choisir le nombre 4’ tel que F (#'A") # 0 pour tout nombre rationnel 7" .

’

Faisons dans 1’équation fonctionnelle (11) % — ph et posons f = [ (Ph).
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Nous aurons /p fp'H fp+2
14) '/p—H fp+2 f.ﬂ+3 =0
( fp+2 .fp+3- fp+4
On en déduit aisément les équations f
/p fp+l f,ﬂ /p+l
f.ﬂ+l fﬂ+3 fﬂ+2 p+3 =
15
. fp /p-H ‘ /p fp+2 |
'fp+2 fp+3 fp+2 fp+4
t
€ fp+2 /p+3 f 1 fp+1 fp+2 |
| fp+3 fPJ."l fp+3 /p 4 ‘ 3 () »
(16) |
sty PR , ' Ly Lo i |
fP+3 fp+4 t f,,+3 /,,+4 .

it Je entier p. ;
quel que soit le nombre : : - o2 i
- Démontrons maintenant que si h, est un zéro non nul de I (%), la |

F(h) a une infinité de zéros h = ph,, ou p est un entier quelconque.

Posons S
/(Ibhl) = /p
Ayant
R
(17) Lo 0
ho
. les équations (15) et (16) donnent pour p=0etp=—2
aflgrity it o
(18) ey 0, sl 0.
1 f h h
On peut déterminer, le nombre As£0, par I'équation
. f_l:’\?;
et alors les équations: (17) et (18) nous donnent,
fy= "?1
fg = )\]_‘;
fo =\ f-—-i 4

Nl
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" De ces rélations on déduijt que : f25 (/)

|

Byl > ) = foll s
fg ](3 | f[l fl
D’une manieére analogue on démontre ciu’eu général on a
f,= A
quel que soit I'entier p.
I résulte alors les identités
(19) fo Ipn i e
| fp+i f2]1+2 /_n f?p
/ /. s
(‘)f)) /l] /-—p—-] ‘_hl | 0 P
.- = ==+ o
| F P Lo I 1 —2p
pour p = 0.

Pous p = 1, le second membre de la formule (19) est nul, A, étant un
zéro de (k). 11 résulte alors que 2/, est aussi un zéro de E(h), ... et, ainsi
de suite, on démontre que les ph, sont des zéros de F(h), p étant un nombre
naturel quelconque.

Nous avons aussi I'identité

|

i 1

y fo 1y
B e RN
I b M hoob
qui montre que —j, est un zéro de F(h) et si nous faisons dans I'identité (20)
p=12,... nous déduisons que les —ph, sont des zéros de FE(h), p étant un
nombre naturel quelconque.
Revenons a la fonction F(h) et remarquons que 4 — 0 est un de ses
26108, :
Il peut arriver que pour 4# > (, on ait F(h) 0. Dans cecas nous prend-

n . A’
Tons un nombre quelconque 4’ >0 et nous aurons F(h') =0 et aussi F(—s-—)

#0, quel soit le nombre naturel s. T,e théoréme A est démontré dans ce cas,
Il peut arriver aussi que F(h) soit différent de zéro dans lintervalle
(0, A,) o1 &, est un nombre fini et F(h) = 0. Nous prendrons alors un nombre

%" quelconque de I'intervalle (0, ;) et nous aurons (') %0, ainsi que F %J#

# 0, quel que soit le nombre rationnel s. Le théoréme A est démontré aussi
ans ce cas. ¥ { ’ 3

Mais il peut se faire que I’origine soit un point d’accumulation de zéros

dela fonction continue F (). Nous allons démontrer que dans ce cas, la fonction

2 — Mathematica
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F(h) est nulle quel que soith el que [(x) est une solutron de U'équation fonctioy.
est ni

M”‘E(n)effet, soit & un point quelcong

La fonction F(h) étant continue au po

ositif v, tel que % :
i’zl) F(B) —F(R)|< =
pour
(21')

ge et ¢ un nombre positif quelconque,
int A, on peut déterminer le nombre

h— k<.
=i dé iné soi 7, un zéro de F(h).
i S A Y
260 i, 1o mombre & ’éﬁﬁfn‘iﬁiuira"?‘ug in_'tefv{z;lllle (. ¢ )b
B G L i B e vaniiguonent
Tenant compte de 1'équation

fo /1[ i3
e
"quel que soit 4, les équations (15) et (16) nous donnent
fo/l =0 f—l /o =0
fo fs ' h |
et en procédant comme plus haut, on démontre que
Al A
fo fs : e o 0
et en général
(21) fp fp+1 =0
1 /p+2

quel que soit 'entier p.

Mais alors, cette § i : : \ 1 : S
it ctte equation est identique 3 1 equation (3) et par suiteil

(22) f(ph) = C et
L’équation (21) étant valable quel

que soit %, on peut remplacer dans
la formule (22) 2 par ]S—‘ d’ott il résulte

qu’on a
f(rh) = C et

quelconque,

0ﬂt11111€, en tOllt POiIlt X, on él] déduit que
1(x) = Ceux

%)

7 étant up nombre rationne|
La fonction /(%) étant ¢

e qui montre que | i : :
qdue la solution f(x) egt aussi une solution de I'équation foncti
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onnelle (2). Ce cas a été exclu dés le début (n1. 2) et par conséquent le thé-
oréme A est complétement démontré. iy

4. THEOREME B. En supposant que le nombre h a été choisi selon les exi-
gences du théoréme A, tous les déterminants

Tp fp+1

(23)

p+1 fp+2

oi fp = f(ph), sont différents de 2éro quel que soit le nombre eﬁtier p.

Pour le démontrer, reprenons les équations (15) et (16) que nous
écrivons sous la forme

| o, s ' o2 fpoy
i fp-—l p r fp+1
(15") =0
S Fo s A
/p p+1 P fp+2
et
fp fp+l fp—l fp‘
fp+1 /p+2 ptl fp+2
(16") =
T Ly P
p+1 /p+2 fp fp+'.’

et supposons que le déterminant
/ o, ) P

24
(24) w8

soit différent de zéro, ce qui a lieu pour p = 1.
Supposons que le déterminant (23) soit nul. Alors I’équation (16’) nous
montre que
Ioa 1y

=0
1 fP+2
et, en développant le déterminant,
fp—2 fp—l fp 7
p—1 /p fp+1 =0

f.u fp+l : /p+2
suivant les éléments de la premiére colonne, nous aurons
AN

p‘ fp fp+1 i

Ce qui est impossible puisque les deux facteurs sont différents de zéro.
Les déterminants (23) sont donc différents de zéro pouripe— 1.9 3
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ue le déterminant (24) est différent de zéro,

En reprenant I'hypothése q le déterminant

ce qui a lieu pour p = i, dérqontrons qu§
£ it /p-—E fp—l J
(25) fp-—-l fp

est aussi différent de zéro. :
Supposons au contraire que

; : :
(15') nous montre alors qu'on a aussi

e déterminant (25) soit nul. 1" équatioy

fp-—-2 fp-—l

f P f p+1
En développant le déterminant

fp—2 l—l il’

fp—l /.D fl""l

=0

)

=

fp fp+1v fp+2

suivant les éléments de la derniére colonne on obtient
e ),
P

=0
fn fp+1

ce qui est impossible. Donc les déterminants (23) sont différents de zéro, pour
p=0,—1,—2 -3 .. . et par suite le théoréme B est complétement démontré.

§ 3. Intégration de I'équation fonetionnelle (11).

.- Reprenons 1’équation fonctionnelle (11) et remplagons x par ph,
ot & est un nombre chois; selon les exigenees du théoréme A. Nous aurons

fP fp-i-l fp+2 !
(26) f

o2 fP+3 Tpsa

quel que soit le nombre entier $ et d’aprés le théoréme B,le déterminant

P+l fp+2 fp+3 i:()

» quel que soit 1o nombre entjer p.
M par les équations !
(28) A0f0+;‘-1f1=]‘2 ’
Aofx‘*‘;ufz:-fa |

ce qui i i
qui est possible Puisque le déterminant du Systéme est A, == (
5 ;

(28)
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En faisant » = 0 dans I'équation (26) et en tenant compte des équa-
tions (28), on déduit aussi :

luf—z - 7»1]‘3 - f4

En faisant ensuite dans 1'équation (26) » =1, et en tenant compte
des équations (28) et (28') et du fait que A; # 0, on en déduit

}H) fa + 7*1 f-l = f:.

et.... ainsi de suite.
En général on a Véquation de récurrence
Y L f ——
(29) ;"0 /n ! }"I ]u+1 e fn—f-2
valable pour n — Gl -2 » :
St nous considérons maintenant I'équation
f-ilo hy
Yo i Ju ) =10
Far

et si nous tenons compte des équations (28), on en déduit

;\-o/—-] +llf0__"fl

ce qui prouve que ' éguation (29) est valable aussi pour n = —1. On démontre
de proche en proche qu’elle est valable aussi pour n = —2, 3 . clest

a dire qu'elle est valable quel que soit le nombre entier n.
I."équation caractéristique de 1'équation de récurrence (29) est

(30) i S S

En éliminant i, et A, entre les ¢quations (28) et (30) on trouve que I’équa-
tion caractéristique est

1= g g
o du a0
h &

On rencontre aussi cette équation dans la détermination des nombres
Cy, C, o, o, par les équations

C, + C, = f,
Cae™t L CogsE )
6 i Ly G2 _ fo
Cl aBa;h AL 02 83&,]1 it fa

(30")

(31)
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I

Supposons pour un mom
et éliminons C, et C; e

1 e

gmh eﬂlh fl __—_-0,

; h
g2u‘f1 e2ﬂ| fa

ou

ntre ces équations.

fo 1 1 fl
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es b :
A Nous aurons les équations

ea,h edah f2

Il
=)

2ayf1
62“1h e ay fs

oo (9 4 e™) £ £ =0
(32) f, loredh _ [ (e + &) £ f, =0
En posant 3 '
(33) W=, W =2¢t |
nous voyons que u, et y, sont les racines de I'équation
(34) gt (e"‘h + ea’h)p + }12 =0

12

nombres a, et o, solent différeng,

En éliminant " ¢ | /" entre les équations (32) ct (34) on

obtient 1'équation en p

(39)

1 pp
/o /1 fz =0
/1 f2 fO

qui est identique & I'équation caractéristique (30°). iyl
I résulte que les racines de Iéquation caractéristique (30°) sont

h aalt

py=e™, pe=e¢

dans Uhypothése qw'elle a des

racines distinctes.

La solution de I’équation de récurrence (29) est alors

fﬂ =Alp;l +A2p;

ou

]:n :Al 6uuz!’t + Azeumh

ol les constantes A4, et 4, $0

4,

de sorte que
(36) f(nh)
quel que sojt e lombre ent

nt données par Jeg équations

’ SheAd s e
[t L 4, /
€ avec les deux premjares équations (31

— anh
Cue™™ . ¢

ier n.
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Si I’équation caractéristique (30’) a des racines confondues, égales 3
p1, la solution de I'équation de récurrence (29) est ’on

(37) fa = 01(4 + Bn)

ott 4 et B sont des constantes.
On rencontre 1'équation caractéristique avec les racines confondues.
aussi dans la détermination des nombres Cy, Cu « par les équations

Cl === /o
NG e —
e (R b
(C, + 3C,h) =

(38)

analogues aux équations (31). .
Iin elfet, en éliminant C, entre ces équations, on trouve les équations
" .
e™ Coh = h —foenlh .
I
PR = B L
3a,/
e a; 'Czk i f, - fzed,_fl ;

I'n éliminant ensuite C,, on trouve les équations

fo—fie™ — e (1, — jemty — ¢
o —Fe™ — e (f, — ey =0

ou
fz_ 2gﬂlk /1 _{_ 62':(1/1 /0 AL 0
fﬂ-_' 2620‘h /2 + 6201’1 fI i, 0

,

Ces deux équations montrent que ™" est une racine double de I’équa-
tion caractéristique (30°) car les deux -équations

' I o0 A desy 2
fo fl fz :O» fo fl fz =0
[ f1 fz fs i f: fz fa

sont vérifiées par p = gutt

Nous pouvons donc remplacer dans I'équation (37) p, par e ot nous
aurons

fo=¢"" (4 + Bn).
Les constantes A et B sont déterminées par les équatipns
A= fo
e (A + B)=f,
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deux remiéres équat'o s (38
N ; s équations avec les 1 ;s A ( )
En Comparant ces €q

on en déduit . -
équation de récurrence (29) est

2 (Cy + Canh)

et par suite la solution de r
nh) =
39) , f(n : _
\ i ’
oit 'a,, C, et C, sont donnés par les équations (38). s s |
6. Démontrons que les formules (36) et (39) sont valables aussi lorsqy oy
rem-plz.zce n par un nombre rationnel v qzwlcc}tngue. ,
=—, ot st nombre nz
En effet si nous remplagons A par ; = —, ol s est un 1 nature]

quelconque, tous les calculs précédents sont valables. Nous aurons
(40) C fphy) = Cre®irti Cp e i

ou

(41)- [(phy) = % rin(Cy + Cp phy)

selon que 1’équation caractéristique correspondante a des racines distinctes,

ou confondues, et:olt.$ est un entier quelconque.’
"Pour déterminer les constantes €. Gy a; @, de la formule (40), ou

C, C,, o de la formule (41)'on peut se servir des systémes d’'équations
(31) ou (38) ottl'on remplace & par k,. Mais comme il s'agit de la solution f(x)
de I'équation fonctionnelle (11) déterminée par les conditions

: 0=/, fB) =1, (k) =1}, f3k) =/,

et comme les équations (40) et (41) sont valables quel que soit I'entier p,

on peut former quatre équations successives pour déterminer les constan-

tes, en donnant 4 $ les valeurs 0,s, 2s, 3s.

Puisque sh, = h, ces _équations sont

Ci s flow, .~ 10}, =,
Creth+ Cetn =y —,
Clefiit Gy — jogy — .

et SR+ e 3y

| Qi a0
DR+ G B = fiay h
emf"' (Ci +2Cy ) = (2h) = ¢,
WﬂM+3QM=mM=A

1S sont identj Sduat] ;
Premier systézcll]ies aUX cquations (31) et (38);

GG Vot sy
4 l'Cz_—Cb ultal. aé_a
T A

15 SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE 25

et pour le second systéme
Cl _— Cl, CQZC‘E, o] = Oy

Il résulte que dans les formules (40) et (41) on peut remplacer C1 AG s
ar, s par Cy, Cy, oy, o, et Ci, Ca, oy par Cy, C,, «. En remplagant aussi %,
par ‘L' et ensuite f?par ¥, mous pouvons écrire les équations (40) et (41)

sous la forme

(42) /(7’/!;) B (jl gqlr,’l + C/‘_)' 6anrlt-
ou
(43) [(rh) = "™ (C, + Cyrh).

Les fonctions f(x), e %% 4.%% geant continues quel que soit x,

nous ddéduisons que, pour x quelconque, nous avons

(44) Hab =2 Cog™ oL
ou

(45) f(x) = e (C, + Cux)

g ; ' 2h : e .
Dans 1'équation (44), ¢™" et ™" sont les racines de ] équation carac-
téristique (30). Ces racines peuvent étre réelles ou complexes conjuguées.
Dans ce dernier cas les deux premiéres équations (31) donnent pour C, et
C, des valeurs complexes conjuguées.
En posant

o, = B ‘}‘3.132. Oy = 31_"’:62
€, =E1— "'K“_,, C, = K+ if,
B 2
la formule (44) devient
f(x) = B »J{L: cat (cosBox + 7 sin Byx) + 22 £ 2l (cos B,x — isin Bzx)]]
ou i
(447 flx) = & [K, cos B,x + K,sin B,x)

En résumé, les solutions réelles, continues quel que soit %, de I’équa-
tion fonctionnelle (11) sont de la forme

F(x) = Cie™ -} Ce™
f(x) = e& (K, cos B,x + K,sin B,x)
f(x) = ™" (C, + Cyx)

(46)

Les résultats de ce travail ont été communiqués a I’Académie de la
Républiqie Populaire Roumaine. [2].
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SUR UN PROBLEME AUX LIMITES QUI INTERVIENT DANS
UN PROJET D’UNE CHAUDIERE A VAPEUR

par

G EALIR
a Cluj

I. Dans son travail [1] 1. NEMETI s’occupe d’un probleme qui se
pose lorsqu’on veut établir le projet d'une chaudiére tubulaire vapeur
ayant un passage forcé. I,’auteur propose uné méthode de calcul de la-
tension thermique dans les murs du tube, Cependant, pour calculer la ten-
sion thermique il est nécessaire de connaitre la température, ce qui exige
la résolution d'un probléme aux limites. Le but du présent travail est de
donner la résolution de ce probléme aux limites.

D’abord, nous introduisons les signes ci-dessous utilisés et formulons
le probléeme aux limites. Soit 7, ¢, z des coordonnées cylindriques dans

| Pespace a trois dimensions. Le tube de la chaudiére est déterminé par les
i inégalités suivantes : :

PWSrSro 45, 0<0<2; —L<x<+L

ou 7, est le rayon intérieur, s I'épaisseur et 2L la longueur du tube. I,e champ

thermique peut étre considéré comme étant le méme dans chaque section

du tube avec le plan ¢ = constante. Le phénoméne devient statique & un

' moment donné, donc la fonction % qui nous donne les valeurs de la tem-
‘ pérature doit satisfaire & I’équation aux dérivées partielles suivante :

1 A o o*u
g = — — —_ — O
(1.1) 40 ¥ or (7 87] 0 022

a chaque point du mur du tube.

Les conditions-aux limites sont déterminées par les données suivantes :
a U'extérieur du tube on maintient un régime constant de telle maniare
que le flux de chaleur soit la constante () Supposons que la chaleur ne
passe pas par les extrémités z = + L du -tube, ce qui signifie qu’ici le



