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ces nombres étant pour s = v, les valeurs approchées de Uintégrale 2(x,y
et de ses dérivées partielles p(x, y), ¢(x, ¥) sur les noeuds dy I'éseay ﬁl

valeurs absolues des différences z(x;, vi) —2%, P(%i Vi) — far g(x,

3 ’ y/.') — g
étant plus petites que Ze. fi
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APPLICATIONS DLES FONCTIONS CONVEXES
GENERALISEES
par

LLENA MOLDOVAN
A Cluj

I. Dans ce travail nous allons douner des applications de la notion
de fonction convexe par rapport a un ensemble de fonctions interpolatoires,
que nous avons introduite dans notre travail [3]. _

Soit £ un ensemble de points sur 'axe réelle et (F, un ensemble de
fonctions réelles et d'une variable réelle. Dans [3] nous avons donné la

Définition 1. L’ensemble (F, s'apy')cl!a_ interpolatoire d'ordre n
sur £ ou simplement ensemble du type I, {E} si:

(A) Les éléments de (F, sonl des fonctions conlinues si E.

(B) Quels que soicnt les n points distincls de E

(l) Xy, Xoy ovvy Xy

et quels que soient les n nombres

(2) : Jll’ 9!2’ e 31"
i exisle une Sonction et une seule @(x)e (Fu tel que Lont ait
(3) o(x:) = Vi gty 0 M

I’ensemble (Fn, 1nous

Pour mettre en évidence les conditions (3) et (3) la otatica

mployons pour la fonction (x) qui vérifie les conditions
%
L(G:H; x_[) xi: o (o) ynl )
L(Gu ; Xp KXoy - e Xn ;fl"')

Iorsque f(x) est une fonction qui prend les valeurs

Pondants (7). . ot I'ensemble E
Consicgélons un systéme de # + 1 points distincts ds

ey Xy ; f,\’uy'-" %
et aussi

(2) aux points corres-
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(4) e B e e K}
et une fonction f(x) définie sur ces points. Nous utiliserons la not
(5) D[(;:H y X (o) + o0y XNi—1) Xigls + o Xpp1s Xy Jk/- =
zf(:\'l') =y L((fﬂ » X1 Koy v vy Xi—1y Xit1, o Xyt f}.\‘!),
i =

1,2, ..., n+41

atiog

Définition 2. La fonction [(x), définic sur U'cnsemble E, o
dite convexe, non-concave, polynomiale, non-convexe, ouw concave pay rappor
@& (Fn, sur Uensemble E, suivant que

(6) D[(}n; Xy, Xoy wovy Ay Apg :fJ >, =, =, E ou <0

pour loutl systeme de n 4 1 poinls x; << x, < . < Xy de ensemble E
C'est 1a définition de la convexité que nous avons donncée aussi dans [3
Définition 3. La fonction f(x), définie sur [intervalle |[a,b

est dite m-valente par rapport a Uensemble (F, du (vpe 1, {{a, b1}, si pour

chaque fonction g(x) e (Fn, la différence f(x) — g(x) s'annule sur !intervalle

[a, b] sur aw plus n points.

T ’ . -y - e " o

Nous avons démontré dans [3] que la condition nécessaire et suffi-

sant pour qu'une fonction continue sur [a, b] soit convexe ou concave sur
\ y = = Z

[a,l b] par rapporta l'ensemble (Fn du type I, {La, b_‘}, est qu’elle soit u-

valente sur [a, b] par rapport a l'ensemble (F,.

résullt')m:;s dle travail cité [3] nous avons donné plusicurs propriétés qui

travai?nest 3,5‘565?11‘510“5 que nous avons répété ici. I.e but du présent

aval et 1eﬂu c{er pour des cas particuliers les conditions suffisantes pour

{ emble de fonctions soit mterpolatoir d’ordre douné sur un en-

semble donné de points. N i s : A
) s. Nous faisons ici s , : -oduction 4
cet clude seulement une introduct ¢

9 £ . . . b 3 X o
valle.} Is)’;j)fj)lellllcl :zt,’z: c; n ’I.II,’L ensemble 0M,, des fonctions continues sur Liner-
s 5 bour /' ype ; \n‘{l} St 1% pour chaque systéme (1) de n points
M, aw moins w chaque systéeme (2) de n nombres il cxiste dans ['ensemble
2014 d?ffércncz;”g fgmh.on b(x), tel que Pon ait ) =y, £ =1,2, oy B
nuler sur aucun i(mmﬁ'}" Jonctions quelconques de I'cnsemble M, ne peul SO
S-iniervalle de . '

11 ai ! ;
K, { I}.egf)i‘shlzrq:xon pleut construire des exemples d’ensembles du t¥P¢
éléments sont?]e e1mpe n =1 et considérons I'ensemble M, dont Ies
tions constantesS%po'tynjomes’-de la forme ax, o variable, et les fonc-
R Ot [ un intervalle contenant l'origine. L ensemble M,

2 D)é‘i;_ 1_{1}' mais il n’est pas du type I {[}

(1) 1n 59 R i v S
un inlervalle J. lltz: (}01}1 4) o0t qﬂ{“ ensemble de fonclions definies bi;i’
(négative n—valcn[f;) b - f(x)‘ définic sur I, s'appelle posilive p-vaien
rapport 4 (F au sens ZY ;“Pp‘oﬂ & Uensemble (F, si: 1° f(x) est n-valontt P
AU enssriie o lesc 7?1‘4[%5:?”?(1 1:;; 2° o(x) étant un élément qualcoug:}"r
T X< ... ; ; o LSS o )i=l0negl =il 207 R0
l'z’négafité f(x)i M(,x)x" gons 2 lmlém'ew( dz.’ I, ont comme CONSE

: e R p(h) = O)Pou"rx>x,,,xef.

gueﬂ“
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On peut (ﬂ)servcr' que dans le cas d'un ensemble (Fdu type I {I} la
positive n-valence est eqmvalen_te avec la convexité et la négative n-'if'lle;lce
avec la concavité de 151 fonction f(x) par rapport a(F. Mais la 110ticou de
positive n-valence (uegatlve‘ n-valence) intervient méme si l'ensemble

nest pas du type I, {I}. Soit par exemple, (F un ensemble dont les é]é-
ments sont des fonctions convexes sur I par rapport a un autre ensemble
F, du type ]n{‘[} - Alors chaque fonction de (7, est négative n-valente sur
| par rapport a (F. Soit par exemple (F I'ensemble des polynomes de la
forme ox® -4 fx - 7 ot o >0. Chaque polynome du premier degré
est négative n-valente par rapport a cet ensemble (F.

Ao THEOREME L. Soit L, un cusemble linéaire du type K, {[a, bl}.
Sl existe une fonction @(x), continue sur Uintervalle [a, b], négative bi-
valente par rapport a L, el o(x) >0 pour x ¢ (a, b), alors Uensemble L,
est due type [, {'u. b)}.

Pour la démonstration, admettons les hypothéses de 1'énoncé et
supposons que l'enscmble £, ne soit pas du type [, [a, h)}. Soit M, (¥, y1),
My(x,, v,) deux points tel que ¥, < ¥, et x,, %, ¢ [a, b). Supposons qu'il
existe deux fonctions distinctes g,(x), g(x) ¢ £, et g(x) = &%) =y
alx) = g(x,) = v, La différence g(x) = g,(¥) — g(¥) est une fonction
de Tensemble £, qui s’'annule sur deux points » < x,. L'existence d'un
intervalle [a, $]1C [, xy] tel que g(x)#0 pour xe (« B) et g(o) =
— g(B) = 0, cst assurée®. On peut supposer, a cause de la linéarité
de ensemble £, que g(x) >0 pour xe (2 B). Le nombre ¢ peut étre
cl.misi de maniere que la différence p(x) — Cg(?:) s’annule sur deux points

Y < Ay, .\"2< B et or) > cg(x) pour x > X, Mais c’est en contra-
diction avec I'hvpothese faite sur la fonction o(x). :
THEORDME 2. Soit Ln un cnsemble linéairc du lype Ky {[ﬂ. b1},

n>2. 5"l existe unc fonclion o(x), continue sur [a, b], negative n-valente
par rapport & I'ensemble L, et ¢(a) =0, o(v) >0 pour xe (a,b), alors
Vensembie 0, est du type I, {[a, b)}. ; i ;

Pour la démonstration, on suppose que les 1}ypotheses de !'énonce
sont satisfaites et que la conclusion n’a pas lieu. Soit done g(x), gg(-z): deux
tonctions de £, pour lesquelles g (x;) = glm), 1=1,2; ;.. BEL A=V

< %< ...< %, <b On démontre, comme 10US I'avons fait da?]si
(2], qu'on peut construire une fonction g(x) =C(g1(%) *é?g(x)) ‘lu
soat : ' i . alle

coincide avec @(v) sur u points ¥ < Hp< .S D de  Limtery

(@, b) et o(x) > g(x) pour ¥ > x,. Cest en contradiction avec la négative

"-valence de la fonction o(x).
p LE cas n = 1 n’est pas contenu
.. THEORBME 3. Soil £, un ensemble linéaire du btyﬁo ’glt:;ivi [?M!_JZ_
?z.l existe une fonction ¢(x), continue Sur Pintervalle [a, 0],’ n:,:;, ) &
;}me surla, b), par rapport @ Pensemble Ly ¢t @(x) >0 pour , b),

s Uensemble 0, est du type I {(a, b)}.
\—__\

* Ceci résult it . du fait
s ¢ de la définition 4 et du :
ftule ne peut étre dense dans I'intervalle [#p, %], &%)

dans les théorémes 1 et 2. Mais on

ble des points sur lesquels g(*)

que 1’ensem '
étant continu.
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{
On voit aisément quel est le motif pour lequel dans 1a conelys;

a I, {(a, b)} etnon pasI;{[a, b)} comme nous I'avons vu dang les ;lon on
précédents. Noneg;
. Dans les théorémes que nous venons d'énoncer, on g g
seulement la continuité des fonctions dont on a parlé. Si I'on sup o “Dposg:
la dérivabilité, alors on peut obtenir des applications qui sont intér 5€ ausg
pour I'étude des équations différentielles. I, étude qualitatif des ¢ eSSty
différentielles est étroitement lié avec les inégalités (lil"i'érel}tim{]uatmm-
caractérisent les fonctions introduites par la définition 2 s 1’01 ey 1
leur dérivabilité. : 1 suppose

6. Considérons I'équation différentielle
(7) S Clarpigy <.
qui satisfait aux conditions

1° la fonction Glx, y, y, ...,;v(""”) est  continue pai

B e

rapport a ['en

Senlb]e de ses Val‘iables X ] (=l

- 'yly e --J’ , sur ]e (]()“l'l' fint

- h.t gk ) atn (10{“11 par ]QS
(L ) a -—-_< X <—- b: o < _l_\’ <7 ‘!‘ N, — o™ o \’(!) ] l oo I‘ = 1 9 n -1

o 5
=" pour chaque point y, ¢ [ g . = :
une seule y(x) tell qule 1 Yy € e, b, Uéquation (7) a une intégrale ct

¥(%) =Y
les ngnébfr?s 3.1%, gf(,(i), = el o " — 1 étant arbitrair
initi S NaLbg T : S0 3 '
les hypothéses 1° 0_112"6.011151;118'3-1?(”;0?1 (7) s appetle du lype I, {[a, b]}
. {[a' b]}, el el Censemble G, des iniégrales est du lype
Dans notre travaj [
le théoréme suivant

)y ., { .
¥ (%) =3’0(”. 1=1,.2 ... m

]

]

)

2]
2] en . . ; i
] langue Toumaine, nous avons démontrt

THEOREME 4 Sny
2 HZL Ulgﬁt\:L '4.. %ouﬁ S&) une Jonction
avee lan dérivée continy
et l'ensemble Gy contient 4
S(x) sur n 41 points

o bocontinue sur [inlervalle [a, 0]
ine 1.'?172:7({,1,/!))' S‘L-llé([““["ro" (7) est du type dnf [, b”
osrale qui prend les valeurs de la  fonction

point £ ¢ (%, Ca qulg 2 << < Xyyq de la, b], alors il cxiste il
e el

appliquant a lle”.sem'hjl(;
é e gé”é:ahsatm
Pat G. Pélya dans [6]. Jie

v f(x) est conltnue  sury l’indcrﬂf‘{
il

é dans [Blaal; 2
2 ]. Le théorea
moyenne donp s

5’7' la  fonctio,
dérivée co

1. THEOREME 5,
la, 8] et avec Ig yiéme

type L {la, b1}, alors l’z'négam?tmm Sur (a, b) et si I'équation (7) est
(9) (n) Y
/i (x) G(x,f(x),f'(x)’ i _’f(n—-l) (x)) S [a b]
» Xe [a,
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sl suffisante pour la convexité de f(x) par rapport & Uensemble G, sur [a, b].
Un théoréme analogue a lieu si au lieu de l'inégalité > nous posons

o dans (9) et au licu de la convexité on pose la concavité dans I’énoncé.

La démonstration du théoréme 5 s’obtient, comme on peut l'observer
facilement, en appliquant les théorémes 8 et 13 de [3] et en utilisant la

e

condition 27

8. rurorinng 6. L'équation (7) élant du type I, {[a, b]} et la fonclion
(v) continue sur |d, b1, avee la n'™ dérivée continue sur (a, b) la condition
wécéssaive et suffisanle pour la G, -non-concavité ou la G, -non-convexité

de flx) sur |[a, b| est Uinégalite

f"”(.\') Gz, Jizy, Fra . .,j"”d” () =0, ve [a, b]

(10)

ou

(11) FE V) =0, we (o 7]

Fo — B, 2, Pl s
La démonstration de ce théoréme est donné dans [2].
9. L'idée d’appliquer les inégalités différentielles a 1'étude qualitatif
des équations différentielles se trouve dans plusieurs travaux comme par
exemple dans [1, [1], [5]. Les inégalités de Tschaplyguine ’{5], sont liées
au probléme de Cauchy. Les inégalités donnés dans les théorémes de ce
travail sont liées au probléme polylocal pour les équa’gons‘ d1,ffe1jent1eljleaj.
I'équation (7) ¢étant donnée, le probléme n-local revient a Vexislence (jt
qui prend des valeurs données sur n points

Punicité de l'intégrale y(v) _ B
r 1y s’obtient comme un cas a la

distinets donnés. Le probléeme de Caucl
limite,

Si I'équation (7) est linéaire, et ¢(¥
fondamentale d'intégrales, alors l'existenc
de points distincts x,, X, ..., ¥ d'une
données sur ces points est équivalente avec le

x téme

), @u(%), ..., @n(x) est un sys
e etzl'unicité, pour chaque systéme
intégrale qui prend des valeurs
fait que le déterminant

’Pl(xl) @2("61) cee '?n(xl)

| ((Pl' LR (P") _ | e(x) 0p(¥a) - - - Pn{%a)

;\‘11 5\’2, ;s Xn o Rt Ty ’.

o1 (n) () - - - on(¥n)
. A @1 P2ree CPH)¢0

&t toujours différent de zero. Si la condition ¥ (1'1, g

T 1 ints distincts X; ;=195 nalors
U pour chaque systéme de n point w i=b 8 et e
forment un SYSt€ et

‘?S_fou_ctions ppla), s =1, 8 =i M-k ;
LA, si 1'équation (7) est donndes, méme S €
*ant de déduire les propriétés d'interpolation et
8fales, 3 P’ajde de la fonction G(%, %Y, --»¥
Soit par exemple 1'équation

L) = 3" 4 Plajy! Rl

lle est linéaire, érés
de I'ensemble G, de ses inte-

(13)
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ot les fonctions P(x) est R(x) sont continues sur l'intervalle (a, b]. Now
disons qu'un intégrale y(x) de (13) est nom-oscilatoire sur [a,.(, )isi li
s'annule qu’au plus sur un point de [a, 8]. Dans le cas contraire Pintégr,
¥(x) sappelle oscilatoire. Quand les intégrales de (13) ne sont Pﬂ:
oscilatoires sur [q, ] alors 1'équation (13) est du type ]2{ [a, b]}. ‘
Du théoréme 1 et de I'inégalité (10) il résulte I"observation -
s'il existe une fonction u(x) deux fors dérivable el u(x) > 0 Pour xe ()
et L) =0, xela,b), alors I'équation (13) est du type 1,{[a, b ot
On trouve cette proposition dans [4]. Dans [1] on démontre ausy
la nécéssité de la condition donnée dans I’énoncé. ‘
Du théoréme 2 il résulte aussi une application pour I'équation linggiy
d’ordre .
On peut voir facilement que Ja notion de convexité introduite a s
applications méme dans le cas des équations différenticlles non linéaire |
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Ob OHOVI TEOPEME CYLIlECTBOl%'AI‘IIflﬂ
[MEPUOJMYECKUX PEIIEHHUH

W, MYHTSHY
Ky
: X It pajio-
: 5/1eKTPOTEXHHUECKHX
] \KOC HeesIe0BAalie pasiYIIbIX 3 ! 1%
MaTteMaTuecKoe Heee ; U
TeXHIUECKIIX CXEM, B UaCTHOCTH, PacCMOTPEHHC J1aMIo p

1 i'lpHME.‘P:
y M, BCTpEUCHHBIX, Ha
g MeXaHHuecKHX CXeM, i
(e HeesIe0Baline HCKOTOpLIX Me AHANBHELX (YD
:\e ansggalgﬁinmmmn seaT K cucTeMam ABYX Anddeperi
BO ax =2y ’ 5

o ~T ¥ A ilﬂa
HeHHit, BOOOLIE HeJHDEHHbIX, CIeyoLIEro 1

Eli: = (x, y)r
di
{_11 — (L\:, ’3’)
dt

eIHSAMI,
IHUECKHMH TIpHMEI
apJieHuil, ¢ TexXIH IKAEA (1]
Psaa pesynbTatoB B 3TOM Hanp OBA, BUTTA 1 XAV ; :
Aansl BO }IB)TU)OM H3alHH KHHTH ARIPOLD § OCYLIECTBJIEHHA nepHoAH
B uacrgﬂmeﬁ pabore yKasblBaloTCst ycnof;; ynowmymi& CHCTEMBI AH(-

: g acTHOro CIy" GOUHM METOOM

Y * {HUMZE JIA “CI\OTOPOFO L{' Uu‘icb paoo 3
(beecpl(;:l?ligi)gl?l:‘? }}I’PBB”G””'U" MMGHSS{ ?g]m%]ﬁ?ﬁ%%osblm (3] n ﬂpArMﬂotﬁ
o 4 14 ; /| X 1 y 3 2 2 31\
Pagsireiy JIEBHACOHGIM  CHIT eHHS EIHHEHHOrO0 yaena [5], B

5 3bIBAS,

BbIM [4] 1 onupasch Ha HACHO BBEACHY opempt Jlpariiésa, J0Ka3 .
a6 argoe oboGuieHHe OfHOH Te P‘ Ma lmq_)(_pepel!lU!ﬂJleblZ\
Padote paérca JIETK O coTopsix yCI0Bi CHCTE
YTO TNpit BBIMOJHEHHH HEK
YPaBBHEHuI

fi'_f = h(j’) = F(I\T);
(1) dt

Y= —g(#)

dt

[eriue. i
ueckoe pe aiiIeHHOr0 MepHO

1o/
onHO MepHo’ yerpenHocTH H

> I Mepe o
Ronyckaer, no kpaiiieil Mepe, poGieMoft el

Pa6ora ne sanumaerca 1
AHYECKOTO pereHHs.



