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HEROTOPLLE SAMEUYAH I OTHOCHTEILHO OJHOTO
LHIPM3HAKA lIIC|-(.U.'I.EB.TEM(JU’J_‘IV[ AL T ERILIX

ANLDbh P ISH LITAJILIL LN VP ABHEHY I
LEuoena Monnosan

Ky

1. B padore B. A, KOHIPATLEBA [1] navo neodxonumoe u JOCTATOY-
HOE yCJI0BHE 11CKOACGICMOCTH®) B 1anoM HHTEPBAJIC HHTErPAMOB YpaBHeHs

(1) L) =y"+p(x)y' +g(x)y =0

HMpu npeanoaomenny yro p(x) n g(x) ssasiores HCTIPEPLIBHBIMH (DYHKLHAMH
B OTpeske [a, b], Teopema Kounparsena raacur:

das Toeo urobu irreepaant ypasnerus (1) oot
@, b, HeOOX00UMO U docTaTOUHG cyy

Al HEKOeOMowuMes 6
duppepenijupyen

CCTBOBARNUL RCAVIUCUTEROHOL L J8ancObL
ot PyHKke u(x), ydosaersopsiowed yeaosguio
(2) L(u) =0.

JloctaTouHocTs yeaorns jgano s patore de la VALLEE Poussix, [6]. B
MPCTATACMOlt 3aMETKe Mbl JaéM MCTOJKOBaHHE 3TOl TEOPEMbl, M3 KOTOPOro
BEITCKACT 1 OAHO €€ 000GIIEHHE JLIS JHHEPHBIX YPaBHeHu# rnopsiika Bblule
JIBYX.

2. — Ilpeanono:xum, uTo HHTErpaspl vpaeHenua (1) uekosmeSiomuecs
B [a, b] Toraa muoxecTBo M, nurerpanor ypasuenust (1) ects MHOMKecTBO
Tina f,[a, b], T. e. KaKoBul Gbl HH OblIM PA3JIUUIBIE TOUKH Xy, Xq€ (@, b], n
KAKOBBI OBl MU ObIJIM YHC.IA Yy, Vs MHOZKECTBO M, COACPKHT OIHY, H TONBKO
oauy, GyHkuuio ¥ (%) Taxyio, 4To y(x,-)_:y;,t:l,Z B stom npeanosioxenuu
H3BECTHO CJejylollee CBOMCTBO: ecau f(x) ecrv dsvacdet duippepenyupyenasn
ynryua 8 [a, b] u ecau cywecrsyror Tpu Touru x;<x,<x; 6 [a, b rakuz,
2l *) Hnrerpan ypasuenus (1) naseiBaercst nexone6miouliMcss B uHTepBzJe |, ecnn ow
oGpaiuaerca B HyJb He GoJiee, ueM B OAHOIl TOuKe 3TOro mntepBana. B nportunoM cnyuae,
J!llTerp(’IJI nasplBaeTca KoneGmicuiHMco.
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‘1) ¢cC aeT HA ITUX TOYKQX
i LA sagnenus (1) cosnad ;i 7 ouKar ¢ gyl
ur0 Heworopetil UATEZPAA UPATLL N iy ), axan, 410 [7(E) + B(E)f () |
ell f(\) T020a cyzqecm_ller T? S [TeKasT cJACAYIOILIEE 3aMeyaHye: o T
= g(€)/(g) = 0. M3 31010 CBOIICTBA :;b i el f,(x)ﬂ'n
SBL : oMy H2 HE| )i
) v e sieT OJAH W !
DYHKLUS f((-;) )ﬂm;ﬂgﬁiﬁﬂa (v) He MOXET COBIANATH 603@19 4N B zppy
L [a ’b] « HHKAKWM MHTErpasoB Y[aBHCHHI { ¥
Toukax Hureppana [@ i Y 3a0annas Ha ukTepsae (g, p)
Onpcne.u'eﬂljso{_; ornocuTenbRo MHowc2cTée Mo, ecau npu gy
s e MOJCET UMErb MECTa B0aee wem @ gy,
y(x) €Mz, pasencTso y(x)=f(x) He ( i

rourax ustepsaaa [a, b]. ; Tyd4deM  OJIHOTO ¢

310 ompeaesienne ABAACTCH llaLI‘HbIM‘ IC-;Y;““; g “II}IP(-JU}V]EHIIH,
nauHoro B pabore [3] ana ciydas MHOMKECTS 2,4 Laldy Ply 18 Tespeys
13 u3 [3] caexyer, uto ecan f(x) nenpepuiBia B [a, 6] u aByx3nauua omy.
CHTEBHO MHOMeCTBA M, TOTZa K4KOBbI Obi Hi OBLIY: TOUKH X1 < X, <xge[qp],

. ~ L e} -
1z y(x)eM; n f(%) =y(x), i=12 sceraa ceayer wro /(x) = y(x) >
Han f(x;) — (%) < 0. )

Onpejaeaenune 2. — Ecau Ha .?IOﬁOLZ cuctene TPEX Touer v <x,<y,
us [a, 6], u3 y(x) e My u y(x) =1\X:): i=1, 2 caedijer das 6cex 0dno ug we.
pasencts [(x3)—y(x3)>, =2, < wau <0, 102da thyrkyua [(x) Hasvisacreq
BbLNYKAOL, HEBOZHYTOLL, HEBBINYKAOI COOTBETCTBEHAO OTHOCUTC.1HHO MHONCEC 6g
M; na unrepsase [a, b].

34ech Mbl He OCTAHAB/JMBAEMCH Ha TOM, UTO MOXKHO A4Th allaJ0rHyie
OnpejesieHHe, 3aMeHsA HHTepBaa [a, b] uepe3 wekcTOpPBIl ero NOJHHTEpBAM.

Ecan f(x) meaxuer andepeHunpyevas ynkins, To MOKIO 10Ka-
3aTh [2], uTo u3 HepasenctBa f"(x) + p(x) f/(x) + g(x) f(x) >0, xea, b
Cleayet, uto f(x) €CTb EbinyKias pynxung omiocuTenplo Miokectsa M, ,

S ANl J - %
a u3 Hepasenctsa ["(x) + p(x) f'(x) + q(x) f(x) < 0, xe[a, b] CJIC/LyeT, 4To
{:S;) €CTb BOTHYTas (DYHKLHA OTHOCHTEJLHO MiomecTBa M.,. O6Ga 5TH CBOIl-
a OTHocH 1 =
0 >0 c TCi SIeCb KO Beemy HHTCpBany [a, b]. Eciu mepapencrtso
= 3ach!){6 “0 HMET MECTO Ha HEKCTOpoM Ititeppasie [ C [a b] oHO
0 ; i
>0 s “<351”T}(/)KJE§CTB, COO;IE‘ BOTHYTOCTb ila uHTepBaJje J. Ecai xe
= =Y, 'HKIIH A X 3 ie O 7 -
BYIIOR. ¥ ) ABJSICTCA  HEBOTHYTO, COOTB. HCBH
C noMougio sTHx i
) TIOHSITH 10Kaz i \
HOT0KHM, uTO yCitoBHe Teopemjxmeﬂmo Aokasathb Teopemy Kowaparnesa. [pet
’ J M BINO. . ) w A i
[a, 6] nurerpan YpasHenus (1) Hl:lgqﬂe’ll% 'Hymb V(x) koacGmonuiics Ha
MHOMCCTBA Touek 3 [a, b] wa kot S ;/j b
L 4 -
JOKKM, U0 V(2) >0 pa (5 = Tgpb’-\ (*) oSpamaercsi B nyap. [Tpeano-
Ypashenns (1) spngiores ;-,exfolr[eénma' B CHly Teopemsl Ltypma, unrerpais
BETENbHO, 13 L (1) <O Bhitexaer g [OWHMIUCS Ha whepBase (¥, %y). Creao:
2 Ha Hﬁrepaaﬂe_(xi, o) Ho TL;({*) ABJISIETCS HEBBIMYKJIO OTHOCHTEILHO
y).

CYWECTBYeT NocTosupag (. TaKay, ur KaK u(x) renowuressras QyHKI
B IBYX TOuykax X< %, na (%, x’) COT (c. V() CoBnazaer mo KpaiiHei mepe
A(()cra'roqﬁo ManoMe> (), yrq H'po? (%), a u(x2 —€) —cV(x, —¢) >0 npH

#(x). ’ THBO B . -
HHTZ,‘I'P?I:I'IT&&K, YPaBHenne (1) ye Mo;;g—;m‘ CBOHCTBY HepEimyk1ocTH QyHKUM!
“'4 H2 HuTeppae [q, B. Ilo MMeTb Hil onHoro koseGorerocd

CTATOYHOCTE Yy
YCJIOBHA J0Ka3aHa.
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[iisi loKasartedbeTBa. HEOOXOAHMMOCTH HOCTATOUHO 3aMEeTHTb, UTO €CJH
uHTErpasbl ypasnenus (1) ABJISIOTCA HeKodeOMOUMHCS Ha uHTepBase [a, b]
TOT/IA HHTErpail ¥(x) YIOBIETBOPSIOUIMIT yCIOBHAN y(a)=y(b)=u> 0, moo-
JKHTeJIeH BO BCEM uHTepBane [a, b].

3. — TlpuMeHenue NoKSTHS BEINYKIOH GyHKLNH B BhIlIEYKA3aHHOM CMBIC/e
NPHBOJHUT Hac K OAlHOi Gonee obulell Teopeme CpamHeHHsI, conepiKaulelr teo-
pemy KomjparbeBa Kak LacTHBII Ciyuail. ;

[Tycty aano andgepennuanbioe ypaBHeHHe

(5) [‘”(y) T:y(”)—f—al(;\:)y(”'—”_{_ ey ':—hr1(17)y =0

rae a;(x), /1=1,2, ..., 2% nenpeviBHble (QYHKUHH R KOHEUHOM WU 3aMKUIYTOM
uHTepsade [a, b] Obosnaunm uepes M, MHOMKECTBO HHTErpaJsioB ypaBHEHHUsI
(3). Mnoxecrso M, — Ro avajgoriuu ¢ JaHHBIMU B pabote [3] ompenenenn-
SIM I HA30BEM MHOK2CTBOM ThNa Iu[a, b ] ecau ras J1060f CHCTEMBl H3 N
pasauiaibIx TOUCK vy, Ve, ..., Xy 13 [a, b] u mas mo6ol cHeTeMsl NPOH3BOJIb-
HBIX UHCCL Vi, Vo, oo, ¥y MHOXKECTBO M), COACPIKHT ONMH, M TOJBKO OJHH,
HUTCTpAT IPOXOAAIIE yepes Toukn  My(x;, ¥;),i=1,2,..., n. Coxpansia 0603-
Haucinsst 13 paGorel 3], gyrkiuo f(x) onpenedsiyio na unrepsane J Cfa, b],
Oy/len HA3BIBATL BHIIYKIOM, HEBOTHYTOI, HEBLINYTON HJAHM BOTHTORY OTHO-
CHTCALIO MHOKeeTa My ecan s qo60il cucteMul # + 1 Touex Xy < XNg << oo

< Xp <L Xpgt, DPHHAATCKAWNNX yTepBady [, w3 y(x) e M, u y(x)=f(x)"
=1, 2 it BLITCKACT BCETAa

[(xps1) —y(xp41) >, =, =, cO0TB. < 0.

Coradacuo feopeve o cpeanem, npunajiexaneis G, Polya [5], moxHO
YTBEPZK, 1aTh, 410 ecan Muoxectso M, sBasiercss muoxectBom Thia I ,fa, b].
TOr/ld HCPABCHCTBA

xel C[a, bd]
BACKYT BBIIYKJIOCTb, HEBOTHYTOCTD, HEBBLIMYKJIOCTb, COOTS. BOTHYTOCTL (PYHK-

Mn f(x) na nureppade 1.
Ecan Bmecto anddepcinuansioro onepatopa La(y), Mbl paccMoTpum

(4 Lyt 2, =, 5" &0 8 b

onepatop Gu(y) = Gu(x, v, 9", ..., y®), roe GyHkuna Gup(uy, s, . . ., Upt1),
onpejesena B 00J1aCTH
(D) asSu=b, — w<iup< +o, k=2,3,...,n+1

H HenpepbiBHa OTHOCHTE/BHO COBOKYMHOCTH CBOMX TepeMeHHBIX B D, Toria
BBIILIEYKa3aiilble MOHsATHsT (MHOXecTBO THRA [u[a, b] U MOHATHE BBITYKJIOCTH)
MOYT GBbITb pacnpocTpaHeHbl Ha MHOXKecTBo G, HHTerpajoB AuEdepeHnHalb-
HOTO ypaBHEHHSs]

(5) G,,(JV, ¥, y’; cey y(n)):O'

B npeanosoxennn uto G, fBAseTcs MHOXKeCTBOM tHNa [,[a,b] umeer mecto
Teopema Polya jaas ypasuenus (5), naunas Hama B paGore {2]. M3 sToii
TEOPEeMbl CJIGLYEeT, UTO HEPABEHCTBA

Ga(x, f(x), f'(%), ..., [Nx) >=, =wm< 0, xel < [a,b]
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10CTB, COOTB. BOTHYT
%70CTh, HEBOTHYTOCT®: HeBbIMYKJI0CTE, VToCTh .
BJIeKVT BBIIYR- ; )
pity f{x) Ha HHTEPBAIE -
HanoMHHM T2KAE, H

wowectsa Mp OBITE MHOZKecTRoy

W e
70 CBOHCTBO M HH OAHa DYHKUKA uz M

meMy CBOACTBY: i e
il gl

ofpamaercs B HY.1b
M .. Caegoare1bHO, B
HHTErpaJoB VDPaBHRHUS .o 4T0D6L MAOKECTEO M, unrecpaacs Ypassey,

TEDEERA. gl 160 I 1, b], n=22, HEOOXOTUMO u JOCTATOUNg s
73) ObLi0 MHOXSCTEOM Tuna ,_,[G, r U= i . Yige.
(3) ObL10 HHOXKE a5, uraber Muoxcecten Gu Gniio siHogepy,
CTE0SQHIe TAKG20 LPGBHERUT },jé S i 0n

‘a, b Go1iu 6oNCAHERbE L. A iy
runa I,/a, b] u %b G, COTepAKHT MOJOKHTEIBHYIO GYHKILIO B [a, 5], o
e e iy — A - <l

I° ecan e A {x) TaKywo 4T0 y(a)=01y(x) =0 115 x¢ [a 6]

n>2, G, cogepHuT QYHKLHIO HiX ‘ g o b
..:9: (y) < G-“' TR -v.,(m), xea, 0 NJ1A KarkK10OH ”HTGFPMOE

—.L,—;_Ll_—_-[r:.éi,-_ 3 P
vpaszenus (3) B |a, 0f- T el
¥p Tloxa3aTe.]bCTBO MOIVEAETCH HENOCPeICTBEHHO. HeoGxo1uyocTs V081

. 7 TOTO. 4T ~an M SIBASETCH MEOXKeCTeoM THna [ b
TEOpEMH CJIeAVET H3 TOrO, 470 eC.iH Mg dlb. a0
toria M, colepxiT 0zEy QyHKLmO ¥(¥), YI0BACTROPRIONLNIO VCI0BHIO
g veaopHe 2° Takke HMeET MecTo.

Tlis 10Ka3aTeIbCTBA HPEANOIOKHM, HTO YCIOBHS TCOPCM bl BhINOIHey,
Hepageiictso 2° BJ1eyéT HERHIMYK.IOCTD BCEX HHTETPAJIoB Vpasiciia (3) oy
cuTexbHO MHOmecT2 G, Ecau ypassenne (3) umedo Ow wirerpaa V)
ofpawatomuiics B EVab 1 [a3, Torda ¢yukuns ¢V (x) rie ¢ — nocTosuuas,
BmOpaHEas NOINOASMHM ofpasoM —, coBnagala Obl ¢ V(%) Bz Touay
X < %3< ...< Xp H CVILECTROBa.1a Obl TOYKA Apeg, TAKAS, HTO X, < -1'n+!§‘5
g cl Ll'nv'i) e :"(,1';1—,'-1) << O, 4yT0 npOTHBOpeI]HT CEOﬁCTB_\' }ilETkTT'PEl.—IOB ypgﬁ.
HeHls (3) GHTb HEBCTHYTBIMH OTHOCHTAIBHO MHOMKECTBa (ry.

npase 4

Tvage n=2. 370 cBOfICT30 O3HAYAET HEKOTeGaeyqy,
CIve g

JAureparypa
i B. -_.‘" P - - - SRty
. Kogapatses, Saewestapsui BwBog HeoGXoauMOro 4 JoctaTouroro Yol
HE EHexoaebaeuoct ien i ,
‘ ] -Ez\ :.cﬁ.w.e_m\.:‘_*__Pfiaehi.g HiReHHOro Anpdepennranbuoro vpasuenis, Yoy
Mar. Bavk. T. 12, 3(75), 129—160, 1957 ”

.M - e :
E- Moldovan, Asupra unor teoreme de medie, Com. Acad. R. P. R. T. 6, 7—12, 1%

g _r:liisatiou des fonctions convexes Mathematica, 1(24) g
rmed-’z_’u'e des Mathematiciens, T. 1. 141 — 14 1, 18394
] ; Wean-vaine theorem cor
€quation. Trams. Am Math Sof
: b - Doc. T. 24, 319 _q- 2
6. De La Vailée Ponssin 5 e

Sur Iéquation
Journ. de Math pure et appl. (9)

2.
3. E. Moldovan, Sur une géné:
4. H. Poincarég L'inte
5. G. Polva, On the
- 4 —as .
: _ ; « diferenti?
esponding to a given homogenens difere?

differentieile linéaire du second %
. 8, 1'.55—144. 1929,
Hom-m'::q 8 Pelammo 1.X]].1058

TH]’]a |

TR CHCHEYIOHIEM) i L SR e |
a, b] pasHOCHIbHO CIEAVIOL b] o cieayeT W3 JHHEHHOCTH MHOMeory,

MATHEMATICA VOL. 1 (2%), 1, 1959, pp. 49 — 80

SUR UNE GENERALISATION DES FONCTIONS
CONVEXES

par
ELENA MOLDOVAN

a Cluj

Ce travail est divisé en 4 §§. Dans le § 1 nous donnons quelques pro-
pri¢tés des ensembles de fonctions interpolatoires. Les §§ 2 et 3 contiennent
la définition et une introduction dans I’étude des fonctions convexes par
rapport a un ensemble de fonctions interpolatoires. Dans le § 4, comme
application, nous donnons un théoréme de la moyenne pour les fonction-
nelles continues, définies sur I'ensemble des fonctions continues sur un
intervalle (fini et fermé) donné. ILa démonstration de ce théoréme est
basée sur les propriétés des fonctions convexes au sens de la définition
du § 2.

Ce travail est 1i¢ a l'idée de I’étude de la relation d'un ensemble de
fonctions avec un de ses sous-ensembles. Telle par ex. la relation des fon-
ctions définies sur un intervalle donné, par rapport 4 ’ensemble des poly-
nomes d'un degré donné, ou bien la relation des fonctions continues et
dérivables un nombre suffisant de fois, par rapport aux intégrales d’une
équation différentielle donnée. ;

Dans ce travail nous cherchons a éviter la rectriction de la linéarité
des ensembles des fonctions qui interviennent. Nous souslignons ce fait,
puisque les possibilités actuelles de calculs a I'aide des machines éléctroni-
ques rapides, font que 'aspect non linéaire de certaines théories mathéma-
tiques commence a ne plus étre un obstacle devant leurres applications
pratiques. _ ‘

Dans ce travail nous avons laissé de coté 1'étude des propriétés diffé-
rentielles des fonctions convexes par rapport a un ensemble interpolatoire.
Sur ces questions nous reviendrons dans un autre travail.
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