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EINE VERALLGEMEINERUNG DER POLAREN THEORIE
AUF EILINIE UND EIFLACHE

I, GERGELY
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Die Theorie der ebenen konvexen Figuren, und ebenso die Theorie
der konvexen I‘lichen und Korper ist ein wichtiges und grosses Gebiet
der matematischen Tlorschung. Die vorliegende Arbeit befasst sich mit
der Verallgemeinerung der Polarentheorie auf eine wichtige Klasse der
konvexen Figuren und der konvexen Flichen, auf die Eilinien und die
Tiflachen. :

Wir konnen diese Verallgemeinerung in mehrfache Weise verwier-
klichen, verschiedene karakteristische Figenschaften der Polarverwand-
schaft benutzend, natiirlich solche Eigenschaften, welche eine Verallge-
meinerung auf Eilinien und FEiflichen erlauben. : s

Im Folgenden beschaftigen wir uns nur mut zwel Moglichkeiten dieser
Verallgemeinerung. gt ;

Im Ersten definjeren wir die Polarkurve im Falle der Eilinie, und die
Polarfliche im Falle der Fiflache mit Hilfe der harmonischen Punkte-
paare, und zweiten nur im Falle der Eilinie — werden wir den Punkten des
P}lanes die sogenannte , konjugierte Kurven.” GlltSPf%Che}‘:t lig:f“,i‘al?lgi?
I\ur\'fen sind die geometriche Orter der gemeimsamen und e o gdeu
ten in jenen Punkten einer Eilinie, in welche dlC; Gilem eeriluerungeu ot
IJ°1 die Eilinie treffen; diese Kurven sind ’auch Verallgem et U
Polaren im I‘alle der Kegelschnitte. Diese Verallgeniemerung 5

“ildche ist nicht méghich.

S - Eilinien
§. 1 Polarkurven und konjugierte Kurven der

onvexe,
SOlC.

8eschlossene Kurve, welche in allen Punkten et exitit der Kurve die
®Sitzt. Wir kénnen bemerken, dass aus der Konv

ie Eigenschaft,
inonotone Anderung der Tangentenrichtung folgt und auch die Eig
455 die Kurve keine Ecken hat.
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Die Eilinie ist eine Jordankurve und als solghe, sie teilt gje e
scines Planes in innere und dussere Punkte. I%ir die dussere Punkte k&'mnte
wir den Begriff auf verschiedenen Weisen verallgemeinery. &

I. Durch einen #dusseren Punkt gehe'n zwel vollig bestim
ten an die Eilinie; die Gerade durch die Beriihrungspunkte
genten nennen wir die Polargeraden des betreffenden

mte Tange,
dieser Tay.
Punktes.

I1. Betrachten wir eine solche Gerade a durch dep dusserey Pun
P, welche die Eilinie trifft. Die Polarkur‘\c* des Punktes / ist der geometrige,
Ort des Punktes, welcher P von den Schnittpunkte der Geraden g it i
Eilinie harmonisch trennt. Diese Bestimmung hat cinen Siyy auch jy
Falle eines inneren Punktes in Bezug auf die Eilinic und auf solche Weis.
haben auch alle innere Pumnkte eine Polarkurve.

Der Begriff I hat einen Sinn nur fiir die dusseren Punlkte der Eilinje

ITI. Wir bestimmen die konjugierte Kurve cines Punktes P (innerey
oder dusseren) als den geonmetrischen Ort der Schnittpunkte der Tangenteniy
den gemeinsamen Punkten der Lilinie und der Geraden durch den Punkt
P. Auch diese Kurven sind Verallgemeinerungen des Polaren-Be riffs
. - . 5 oy ;)
fiir die Kegelschnitte.

Im folgenden beschiltigen wir uns mit den Féllen IT und III.

lePolarkurven,

a) Polarkurven eines iusseren Punktes.

Lst ist die Einliihrung einiger
Das Dreieck mit Seiten a,
ausseren Punkt K und der
dieser Tangenten, nennen W

ncue Begriffe notig.
und b Tangenten der ILilinie durch dt‘l}
Sehne durch dje Beriihrungspunkte 4 und b
it Tangentendreicch des Punktes K (Figur 1)
Die Punkte 4 und B teilen &
Filinie in zwej Bogen ; der eine ist 1!
Inneien des Tangentendreiecks, ¢
andere im Ausseren. Wir nennen d1e5€‘:
Bogen der inneren, und den dusser®
Bogen fiir den Punkt K. 7 i
Nehmen wir alle S(’lche-oeﬂf}:ile
durch den Punkt K, welche die hl'gen
schneiden. Diese Geraden Schnei'tt—
auch die Sehne AB. Der S(':m(]ilmu
punkt einer solchen Geraden mltrmﬂ’
inneren Bogen sei C und der hl\{,l[enﬂe
Punktepaar KD sei E. Die &

s E r 115-

armonische Kurve des inneren Bogzt il
. . > o1

0 mit dem inneren Bogen § Bert$

Polarkurve des Punktes K iv

“€r proiektiven Ehene - di
auf der Eilinie ist die Sehne AJB 3
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Beweis : Wir zeigen dass eine Gerade 4
pochstens in zwei Punkten s_chneid.et. Wahrlich : einer Schnittpunkt durch
unsere Konstruktion mﬂs_pmcht_ em\ einziger Punkt des inneren Bogens
und der (,1(71';1(\«11.:;' (‘Ilt:ﬁl)r](._‘ht cine Gerade ¢’ ; diese g kann den konvexen
imeren Bogen hochstens in zwei 1_’L111kt011 schuneiden und deshalb ist es
wahr auch v die harmonisehe Kurve.

Zum Studieren der Polarkurve es ist nétig die relative I
Eilinien zu studicren, besonders den Fall eines Kreises und ei

Eine Isthinie und cin Kreis haben Schuittpunkte in gerader Zahl,
aber sic konnen auch einige gemeinsame Bogen besitzen. Diesen letzten
Fall werden wir ausschliessen. Beobachten wir alle Kreisen in der Lbene
der FEilinie. Die maxiniale Zahl der Schnittpunkte eines K-eises mit der
Filinie nennen wir die Orduung der Eilinie in Bezug auf den Kreis.

Fiir cine gerade Zahl 2n es existiert immer eine Lilinie mit der Ord-

nung = 2n in Bezug anl den Kreis, Nechmen wir auf cincm' Kreis 27 Punkte.
Man sieht, dass s moglich ist eine Lilinie zu konstruieren, welche c_lcu
Kreis in dicsen Punkten schueidet und ihre Bogen zwischen den Schnitt-
punkten wechselscitig im Inneren und im Ausseren desuKrc\scs liegen.
Die Ordnung dicser Eilinie, in Bezug aul den Kreis, ist grosser oder gleich
mit 2z, : o
Diec Ordnung in Bezug auf den Kreis konnen wir fiir eine Klassifi-
zierung  der Eilinien benutzen, cntsprcclu'zml dem Begriff deer Orduun.g
ciner allgemeinen Kurven in Bezug auf die (‘ycmvdcn der l'f,ben‘e, wo _dixe
Ordnung dic maximale Zahl der Schuittpunkte der Kurve Ellld _Fler (Jefade lbtl.
Fine Filinie und eine Gerade haben hochstens 2 Schnittpunkte und
so ist die Orduung — in diesem Sinne — einer Eililluer 2 und ghe \]\;\‘(ﬁtefz
Klassifizierung auf diese Weise ist nicht mt)ghch: Die Ordnung emler F'llilgbie
i Bezug auf den Kreis ist |, diese Zahl ist die minimale Ordnung der Ei
i Bezug aul den Kreis. e :
.?Um?ichcr weise konnen wir fiir eine ]Cilinicraudere I‘;lllllll(ﬂl Lcinns;clr&xeli
ren, welche die Gegebene in gegebener geraden /4&1:1 de_rv 111'11 Cte'tb(;llilfe del:
Nach diesem kinnen wir auch die Form der Polarkurve mi
harmonische Kurve studicren.
Es giebt drei mogliche Fille : ' | g e
a) die harmonische Kurve liegt im G{lﬂZC]l‘lﬂl __Iun.ere‘n (1er ]gilinuie'
b) die harmonische Kurve liegt im Ganzen im Ausseren ¢ 3
¢) die harmonische Kurve
schneidet die Eilinie oder die bei-
den haben gemeinsame Bogen.
Im Falle a) liegt die Po-
larkurye ganz im Innern des von
dfr Sehne 4 B und den dusseren
°0gen der Kilinje begrenzten Ge-
Jets und schneidet nicht die
ehne 4 (ausser den Punkten
4 unq B). (Figur )
Im Falle b) liegt die Po-

diese harmonische Kurve

Aage zweier
ner Eilinie,
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Punkten A4 und B)

larkurve im Inneren (ausser den
tend?[?;ec;:ile c¢) miissen wi_r 3 M@gHCthiEe“. (l)llltﬂz‘fi-‘ii?el};(jl in Bezy
die relative Iage der Eilinie und des Bogens w1 (‘ EHI o)

¢;) die Schnittpunkte der
nie 0 mit dem Bogen £l -

¢y) die Beriihrungspunkte d
Lilinie O und des Bogens 0, -

c,) die gemeinsame Bogen (¢
Lilinie und des Bogens ¥

Die Schnittpunkte der Kuryey 0
und O, entsprechen gewissen Punktey
der Polarkurven ; diese Punkte sing
~— die Schnittpunkte der Sehne AB ung

der Polarkurve.

des Tﬂllgeu.

g auf
Eili-

€1

ten, welche den  Punkten dem  Fall
¢, entsprechen, die Sehne AB (eventuell in Inflexionspunkten). Im Talle

3 > s . e ) A v le - SR ;
€3, ein Theil der Sehne A B ist gemeinsam mit der Polarkurve. Im diesen

Die Polarkurve beriihrt in Punk |

Falle bildet die Polarkurve zusammen mit dem inneren oder dem dusseren |

Bogen keine Eilinie.

Diese ist wahr-im Allgemeinen auch im TFalle a) und b).

Bezeichnen wir mit o (Figurd) den Winkel zwischen 7, und ¢ und mit v dic

orientierte Strecke der Geraden
¢ zwischen dem dusseren Bogen
und dem Bogen O, (die pozitive
Richtung vom Punkte K nach
dem dusseren Bogen). Die Funk-
tion x(a) ist stetig und partial-
monoton, oder konstant. Die
den monotonen Teilen der Funk-
tion x(w) entsprechende Bogen
sind konkav, respektiv konvex in
bezug auf den Husseren Bogen.

Eine Polarkurve besitzt in allen Punk
diese Tangente sehr leicht konstr

- | : kt
Nehmen wir den ausseren Punkt X und seine Polarkurve ; Pein Puu‘
anf der Polarkurve. KCD ist e

e von der Geraden K P verschiedene i
rade; Q ist der Punkt der Polarkurve auf decjregélradeu KCD. Die Gerad®
AC, PQ und Bd treffen sich in einem Punkt 7'; die Strecken AC und
eine Sehne der Polarkurve. Wenn dleqdell
B nahert, dann nihern sich die Ger"che
in den Punkten 4 und B und s0 ﬂaFalle
(im besondereglichc).
dann geht Punkt T ins Unen n
also einer wohl bestimmten Geraden ¢ ente:
einen Punkten eine wohl bestimmte Tang

FFig.

. S rie konnel
ten eine Tangente. Wir kon
uieren. (Fig. 5).

A(i‘] I!‘dum:iP BDT den Tangenten
I der Punkt T dem Schnitt unkt

sind diese Tangenten parallel {)md G
Die Gerade PQ nihert

_ sich
hat die Polarkurve in allep s

|

|
!
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Die Konstruktion der Tangente ist fol

' ) ange glich sehr leicht : wir konstrui-
eren die Tangenten in den Schnittpunkten

der Geraden KP und der Eili-

nie ; die Tangente der Polarkurve
1st die durch den Punkt p und
durch den Schnittpunkte der
Tangenten bestimmte Gerade.

Es ist jetzt klar, dass die

Anderung der Richtung der
Tangente an die Polarkurve
stetig ist.

SATZ. Durch alle inneren

Punkle der Eilinie geht in jeder
Richtung eine einzige Polarkurve.

Mit anderen Worten : wir
konnen fiir alle zum einem
inneren Pukte gehorigen Iinien-
elemente einen einzigen #us-
seren Punkt so entsprechen las-
sen, dass fiir [die Polarkurve
dieses Punktes der gegebene
Linienelement ein Tangentenele-
ment’ sei,, )

Bewers: (Figur 6). Tis sei P ein innerer Punkt Vder Eilinie und a eine
Gerade durch den Punkt P. Die mit a parallele Tangenten der Filinie
bezeichnen wir mit & und ¢ und ihre Beriihrungspunkte mit B und C;
die Schnittpunkte der Geraden a mit der Eilinie mit M und N und schliess-
lich die Tangenten in
diesen Punkten mit
und . Der Punkt S
lauft auf der Geraden
vom Unendlichen bis
zum Punkt M. Ziehen
Wir die Sehnen der
Eilinie durch die Be-
Hihrungspunkte der
Tangenten durch S.
Diese Sehnen bede-
cken einfach das In-
nlere (:161' Eilinie zwis-
Clen der Sehne und 5 im entgegegesetzten
d‘?m bunkt M. Wenn der Punkt S auf der (’erﬁ;leé}eaell?tlsgregllgnge Sehne
ne vom Unendlichen bis N lduft, dann bedec Punkt N. Also, wenn der
®nfach das Innere von der Sehne bis zu dem u]ke MN — durchliuft,
Punkt g die Gerade a — mit Ausnahme derdStre;nze Innere der Eilinie
bedecken gje entsprechende Sehnen einfach astg rechende Sehne durch
“0d so geht fiir einen einzigen Punkt S die er(ll E:h den Punkt P gehen-
den Punkt S. Wir haben also die Existenz einer du

15~ Mathematicg
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den und die Gerade a beriihrenden Polarkuw’e‘ und weil @ eine beljap; 5
durch den Punkt gehende Ger_ade 1st,‘ den GI’StGl'l Teil unseres ‘Sa‘t'/.‘es bew
Die Endpunkte der so konstruterten Sehne b_eze}chnen wir nuy D,E Der Punky
K, dessen Polarkurve durch P geht und die Gerade a im Punkt P Deriihyy
bildet mit P beziiglich den Puuktgen DI cin hnrny_nnsches Pu“kt(‘paarf
folglich ist der Punkt K und somit auch “dl.(‘. Iragliche Polarkurve !
bestimmt und damit ist auch unser Satz vollig bewiesen.

lesey

vollig
bjiDlilei*P glarkurve eines inneren Punktes,

Es ist klar, dass die Polarkurve cines inneren Punktes B ganz im

Ausseren der Eilinie liegt. Durch den Punkt 3 gehen solche Sehne, derey
Mittelpunkt eben der Punkt B ist. Die dusch solche Schien bestimmtey
Geraden sind die Asymptoten der Polarkurve des Punktes B und sg hat
die Polarkurve eines inne-en Punktes — soviel Punkte im Unendlichen,
wic viele solche Sehnen durch ihn gehen, deren Mittelpunkt der gegebene
Punkt ist.

Die Polarkurve eines
wineren Punkles hat weng-
stens etnen Punkl im
Unendlichen, also haben sol-
che Polarkurven wenigstens
cinen ins Unendliche gehen-
den Zweig. (Iigur 7). Eine
durch den Punkt B gehen-
de Sehne hat zwei Strecken
AB und BC. Es sei AB>
> BC. Durch das Rotiereil
um 55 dndern sich die Lan-
gen  der Strecken stetig.
Durch eine Rotation mit
5 dem Winkel n geht die
“TA Strecke BC in AB_iiber,

und so existiert wenigsters
cine Lage der Sehne It
welchen B der Mittelpunkt
Geraden ist also der dem
ein  Punkt der Polarkur¥

g, 7

1st. Auf der durch diese Sehne bestimmten

Punkt B ensprechende konjugierte P
] ! 1 4 ¢ Punkt.
im Unendlichen, s ;

" Durgh alle. ausseren Punkten gehen unendlich viele Pomrkurvg“fl
P 1gur 8). Es ist klar, dass die Polarkurven der Punkte, welche auf ¢°
olarkurve des Punktes K I - X
es Punktes K liegen,

. f

durch K gehen. Die Konstruktiol d:,
em dusseren Punkte ist die foqlgﬁ:itti
5 - ve zum Punkte B gehort. Die oCML

punkte der Geraden Kp bezeichnen wir mit M und %V und den SCh"lt;-Ce
m den Punkten M und N mit

gesuchte Tangente ist die durct i i ir konte!
; 1 K : o (et r ko
diese Konstruktion oy i ¢ und T bestimmte Gerade. Wi Polar”

Weise beweis ic im IFalle einerl
: : sen, wic im IFalle e
len inneren Punkt, i
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Hilfssatz (Fig. 9) Sei K der haymonische P el
p besiglich den Schnittpunkten AC der Gevadas unkt der inneren Punht

. : H : KB — wit dey Eiling,
M der Schwitlpunkt der Tangenten in A und C. Djp Gemdeer]\/[lffi?;;'nsgg

Fig, 9

meht die Eidlinie. Wahrlich, die Etlinie und der Punkt K kénnen nicht in
dem wvon den Geraden MA und MC gebildeten Scheitelwinkel liegen und so
MK kann wicht die Eilinie schneiden.

Die Gerade MK ist die Tangente in Punkte K der Polarkurve des
Punktes B und auf solche Weise bewiesen wir, dass die Tangenten der
Polarkurven durch K die Lilinie nicht schneiden konnen. _1"olglic11 gehen
im durch die durch K gchenden Tangenten bestimmten jenem Wﬂmkel,
in welchen die Lilinie liegt, keine Polarkurven-Tangenten und so konnen
wir durch cinen dusseren Punkt nicht in allen Richtungen’Polarkurven-
tangenten zichen, wie im Ialle cines inneren Puu_ktes. bl

Im Folgenden beweisen wir, dass durch einen dusseren Punkt I_xd in
allen Richtungen, deren bestimmende Gerade die Lilinie nicht schnei 1et,
eine einzige die betreffende Gerade im Punkte K beriihrende Polarkurve geht.

_Wir fiihren den Begriff der kon-
Ji€ierle Kurye eines Punktes beziiglich
der Eilinie ein. Dic konjugierte Kurve
8t der geometrische Ort der Schnitt-
Punkte des in den Endpunkten der
durch\ den betreffenden Punkt gehen-
Wil;dseh“ef ge%_gen_e Tangenten. -Wir
ﬁllss@en die konjugierte Kurve eines

el Punktes K studieren (Figur
Y a). wir sollen beweisen, dass eine

Sl

d
SCL;:Ch-K gehende und die Eilinie nicht
. teldende (erade ¢ die konju-

o
:lerte K'Llr\re
1

s des Punktes K in einem
'4gen Pyy

kt C schneidet. In diesem

Fig, 10 a
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Falle geht — die durch den Berithrugspunkten der durch .

Tangenten gehende Gerade o durch K. Sei D der }m:monischgehe“d&n
jugierte Punkt des K auf der Geraden a beziiglich der Eilinie, Dje 1T
kurve des Punktes D geht durch K und seine Tangente ist eben dje (e

krn].
olarev,;.
: rade
¢ i L
S \REAHCH o) Onstruiere,
Wil ‘l}f zwel langcnten
‘hf—‘ Lilimie. (IFigur 19 lm
Die durch die B’eri'\hru‘njé'
punkte dieser 'I‘anventg:
gehende Gerade SCI;:H(‘idti‘l
die Gerade ¢ in dem I’unl-i
te Q'. s ist klar, dag
cinem Punkte Q ein cinzig‘ve\r

bezeichnen diesen Punkt ()

als den konjugierten Punkt
des Punktes @ aufl der Gen
den ec.

frine  Bemerkung. Di
zwischen  den
und " bestehende Kores
) _ | o e 51 pondenz ist bei der Ellipse
mvoll\t}jclté?scgl aber ]bex einer Iiilinie ist ¢s im Allecmeinen nicht

ach diesem bezei ir den konjugiert I )

zeichnen wir den konjugierten Punkt des Punkts

g, 10D

’ 2 2
1 jugi ;
?st elit‘:eQOf,feﬁeuFKloujugi&rt;n des Punktes ' mit (' und so weiter. k|
e I'rage ob diese Korespondenz nur bei der Ellipse fiir alle]

Punkte aller G inv i i
Geraden involutorisch ist oder nicht. Wenn fiir die Punkt

Q 7 " (1) ()
Iée(t?terolml('Slrgd : QA =0, dann nennen wir die Iolge der Punkte e
et #. Auch in Verbindung mit diesem Begriff gibt es viel
Schliessungsprobleme, Ty .
Wenn Q die G 5 i
und Q, nic%t der(;eeﬁadepe b?bChr,elbt, dann kann verschiedenen Punkten (_)1
die Sehnen, welche )gulcllmkf' Q" entsprechen. Wahrlich, beobachten W
3 L . = s q! 1
1 die Berithrungspunkte der aus den Punkte!

Q und Q Z en Ta 1 de ? €
1 ezogen C 1 1
2 g¢zogenen Tangenten bestimmt sind. Wenn n Punkten ¥

und @, ein einzi
s einziger Punkt i i i
zwel Sehnen in einem ius entsprechen wiirde, dann wiirden sich C}l

ist in Iolge der steti seren Punkt der Eilinie schneiden, aber i
P dgi:sedrci’vs:iigge: dRotatmn dieser Sehnen nicht mi)g]ich.
R nolcsh ble Korrespondenz der Punkte () und
g beécl_lrei‘t()lt LSRR | Li\lxlr{egseél, ega?ci tder Punkt Q' die ganze
Seien die P : :
TRy Dieu?}tEZdA und B die Beriihrungspunkte der mit ¢ Parﬂneli‘l;
nennen diesen Punkt (f AB. schneidet die Gerade ¢ im Punkte Kf""e
Sei der Punkt 1. dey & es Mittelpunkt der Geraden beziiglich der Ellﬂ}?{é
K nach L nehmen wj onjugierte des Punktes K. Die Richtung vom R
die Gerade ¢ vom Plr alvs die negative Richtung. Der Punka besch'ﬂijﬁ
unkt + o bis zum Puuk? — oo. Dem U“e“dhc

’ ein-ei“‘
Geralt

Il

Punkt )" entspricht. Wi

Punkten (/|
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punkt der Geraden entspricht der Punkt K. w in
i e ats o b e D Inter‘\-l}lm{m 0 im Intervall s,

K, — o] liegt.
e des }111@11(1!1(:11@11 Punktes
eidet die Gerade ¢ in einem

Konstruieren wir die konjugierte Kurv
Jer Geraden ¢ (Iigur 11). Diese Kurve schi
einzigen Punkte /) und der '
konjugicrto Punkt des K, — K,f
ist der unendliche Punkt
der Geraden ¢. Wir nennen
diesen Punkt i} das Qua- -
sizentrum  der  Geraden
Lesziglich der Filinie (bei
der Ellipse sind dic Punkte
£ und K, identisch, der
Punkt L ist der unendliche
Punkt der Geraden

Die Lage des Punktes
(', infolge seines Konstruk-
tion, ist eine stetige Funk-
tion der Iage des Punltes
() (ausser dem Punkte K)).
) W enn © (1.;“ intervall [+ =0, K] beschreibt, dann  beschreibt der
Punkt Q' dic Strecke von K bis L und wenn Q sich im Intervall KK
bewegt, so beschreibt @ das Intervall [L, —oo], und endlich, wenn Q1
(1':18 I'ntcr\':lll Ky, ~ | beschreibt, dann geht Q" von -+ ~o bis zum Punkt
K. Unser Rezultat ist, dass Q' die zanze Gerade ¢ beschreibt und so haben
wir den fiir die Richtungen der durch einen iusseren Punkt gehenden
Polarkurven betreffenden Satz bewiesen.

Lig. 11

Einige sperielle ILilinien

Interessante spezielle ILiilinien
sind jene, welche ein sogemanutes
>artialzentrum O haben, also bei
welchen ein Punkt in ihrer Ebene
existiert, fiir welchen einige Bogen
der Filinie symmetrisch sind, aber
die komplamentire Bogen nicht,
(Figur 12) die Bogen 4, a', resp. b,
b’ sind symetrisch, aber ¢, ¢, und
d, d', nicht). In diesem Falle be-
sitzt die Polarkurve des Punktes O
in .den die symetrischen Bogen
enthaltenden Winkeln keine im
Tindlichen liegende Punkte, in die-
sen Winkelsektoren ist die Polaren-
kurve die unendliche Gerade. .

Es ist klar dass wir solche
Eilinien konstruieren konnen, fir
welche die Polarenkurven zweler

Fig. 12
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verschiedenen Punkte Schnittpunkte im vorher gegebenen Zap
es existieren sogar auch solche Elllmen ”fur _\\'el’che einige P
identische Bogen haben. Folglich gibt es fir die _Zabhl der p
durch zwei Punkte keinen allgemeinen Satz. Wahrlich wenp
zwei inmere Punkte und a und b ihre Polarkurven sind, danp gehen 4
ihre Schnittpunkten entsprechenden 1’9]:11'1{111'\(1;1 rluych A und g \7\
sahen aber, dass die Menge der Schnittpunkte zweicr Polarkuryey
izolierten Punkten — in beliebiger Zahl — bestehen, sogar steti g
bilden kann. Auf diese Weise kounen solche Punktepaare in der Ebene eing
Eilinie existieren, durch welche Polarkurven in gegebener Zahl gehen u“‘{l
sogar kann ihre Menge die Michtigkeit des Kontinuums haben, :

1 bee

1 )(Sltlﬂx,
0 al’kur\.eh
Olﬂrkur\.cn
4 ungd
Je
i
U
ge B(Jg(»h

2. Die konjugierten Kurven

Wir haben gesehen dass die konjugierte Kurve cines dusseren Punkte
alle durch den Punkt K gehenden Geraden in cinem cinzicen Punkt SClmcit
det. Im folgenden beweisen wir einige einfachen, aber wichtigen Eigen.
schaften der konjugierten Kurven.

Die konjugierte Kurve efne

ausseren Punktes K hat efne
einzigen Zweie und dieser hat
cinen PPunkt im  Unendlichen,

(Iigur 13).

Ivs 1st nur notig zu bewe:
sen, dass durch den Punkt K
nur eine solche, die Eilinie schnet-
mit der Eilinie

die in seinen

Fig, 13

che die in threm Endpunkten gezogenen Tangenten parallel sind, einen Quas
diameter der Eilinie. 2

. Zwei Quasidiameter schueiden sich im Tnneren der Eilinie. Wahlich
eine Quamdxall}eter a teilt die Eilinie in zwei Bogen : o, und o, Ls ist Kah
dassk}cveml[b el anderer Quasidiameter ist, dann 1ic~ét ldcr eine seiuer s
Eui]in Z ?rléifgﬁln‘i?gﬁgroli der1 anglerp aul o,, .und so geht der Quasuirla;l:]t;f
e et durch die In den Lndpunkten des a gew:’bene
: > mmt ist, von der einen durch a bestimmten Halbebe
in die andere Halbebene, das | G

hei - schiielidet de ~eidiameter
Thneranides bl sst er schueidet den Quasidian hat

ilinie. In solcher i B . ey en
tenden Gerade | Weise bedecken die Quasidiameter i

n das Aussere des Filinia o : : ae
. e 1 a1 o 19€
Eigenschaft bewieser,. s Eilinie einfach und so ist die anges

Die F : . 405
K ist in ?ilgu?niidle Lage der konjugierten Kurve, eines dussercl! Pmlll;\tteu
e, tz(taul}g(edeu‘cet. Beginnend aus den Bcrﬁhrungsbufl(‘uﬂ-e
., s @ 0 = g 3 e
ganz im Ausseren der jj; sczogene Tangenten, liegt die konjugierte Ric
tung dieser Asympto+e1 11151t1e gie hat eine einzige Asymptote un CIGCuten.
welche durch die Endpunkte1 entisch mit der Richtung der 71at 1

des durch K gehenden Quasidiametefs g

dende Gerade geht fiir welche |

gebildeten Schnittpunkten gex-
genen l'angenten parallel smd.“
Wir nennen eine Sehne fir \Velj
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Dic konjugierle IXurve cines inneren Punhtes B
gchcndc Zwelge, wie _\’1clc Quasidiameter durcl de
Diese liigenschalt ist evident.

hal soviel ins unendliche
n Punkt B gehen.

Fiir cine zentral-symetrische Ovale (mit dem Zentrum 0), ist die
konjugicrte Kurve des Punktes O die unendliche Gerade.

Dic konjugicrien Kuwrven zweier inncren Punklen schuneiden sich in
ciem etnzicen Punkle.

Sei der Punkt M der Schnittpunkt der konjugierte Kurve Gp des
Punktes /2 und der konjugierten Kurve Gg des Punktes (). Dann, nach der
Definition der konjugierten Kurve soll die durch die Berfihrungspunkte
der durch M gehenden Tangenten bestimmte Sehne durch die Punkte
P und @ gchen und so ist der Punkt M eindeutig bestimmt (M ist even-
tuell im Unendlichen)

Iis gilt auch der Allgemeinere : i

SATZ: Die konjugierte Kurven zweier Punkle sclm-uzden_ svrch‘ t?{w'z-n wund ay
dann, wenn die durch dic zwei Punkte bestimmie Gerade die Eilinie schneidet.
Zwel konjugierte Kurven hkonnen niur einen cinzigen Sclmztlpunkt haben.
_ Eine Bemerkung. Diese bewiesenen Eigenschalten smd\ mit den Po.laf-
cigenschaften der Ellipse analog, beobachtend dass im Falle der Ellipse
die konjugierte Kurve — nach ihrer Definition — nur der im Ausseren
liegende Teil der Polargeraden ist.

& 2. Die Polartheorie der Eiildiehen

D=

4usseren Punktes.

Sei K ein dusserer Punkt der Eiflache O (_1<‘1gur lu)". ?{V;r 3211113;‘,2;115:53
auf einer durch K gehenden Geraden a den mit K bezu1;g ic L:t Pt
Punkten der Geradgn a mit der Eifldche harmonischen . tun = F'ine v
Metrische Ort der Punkte C, ist die Polarfliche d_e_:s Punktes r.F’ilinie 1
die Gerade ¢ gehende Ebene schneidet die Eiflache ;111 de_n;zr ﬁiﬁnie b

1¢ Menge der Polarenkurven des Punktes K beziiglich die

die Polarfliche,

1) Die Polarfldache cines
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saTz: Die Polarfliche eines @usscren Punkles besitzl in allen Punj;
cine wohl bestimmte Tangentenebene.

Sei C ein beliebiger Punkt der Polarflache des Punktes K. Wiy 1,
nen die Schnittpunkte der Geradep KC
und der Eilinie mit A, B. Eine durch g,
Gerade KC gehende Ibene schneidet die
“ifliche in einer Eilinie. Die Koustrul\'ti(Jn
der Tangente an C den Polarkuryen des
Punktes K beziiglich dieser Tilinie it be-
kannt. Wir wollen beweisen, dass alle s
konstruierten Tangenten in eciner Ebene
liegen. Die Berithrungschenen P und by
der Eifliche in den Punkten A upq
schneiden sich in einer Geraden 4 (eventuel]
im Unendlichen). Die ‘T'angenten der Lili-
nie in den Punkten 4 und B liegen in
den Ebenen p,;, p, und so licgt ihr Schnitt-
punkt auf der Geraden b. Auf diese Weise
gehen die Tangenten der Polarkurven
durch den Schnittpunkt der Eilinien-Ebene mit der Geraden b, folglich
liegen alle diese Tangenten in der von b und dem DPunkt C deter-
minierten Ebene; diese ist die Tangentenebene der Polarfliche in dem
Punkte C.

Bemerken wir, dass mit der stetigen Anderung des Punktes C auf
der Polarenfliachen, sich auch die Punkte 4, B stetig dndern und folglich
auch die Ebenen p,, P; und so auch die Gerade b: aus diesem folgt, dass

auc}} c}ie Anderung der Richtung der Beriihrungsebene der Polarfliche
stetig ist.

ley

ezeich.

Fig. 15

., SATZ: In einem inmeren Punki sind alle Ildchenelemente die Tangen
tmlelemfntc der Polarflichen und zu einem Fldachenelement gehirt eine etnzige
Polarfliche. ;

Im Zusammenhang mit djesen r

L - : Dynkt
P i roblem, definjeren wir die zum Punkl
(innerer oder ausserer) beziiglich

der Eifliche adjungierte Kongruenz der
(C;;emddcn. pu.rch den Punkt P geht eine Menge der die Eifliche schneidenden
E?I'a 1(:11, d.le Menge d(?l' Schnittgeraden der durch die Schnittpunkte der
d'I ache ;nt der fraglichen Geraden gehenden Beriihrungsebenen bildet
PILTHJZ{%H}) g:ﬁktdadllglgméteu Geradenkongruenz. Zwischen der durch d.eg
unk enden Geraden - : t ein
ein-eindeutige Beziehung. k0. e e e . s

der igizlildlreéenr R c_lurgh_ einen Husseren Punkt K gehenden Geraden
beziiglichge ’?u. (Fig. 16) Sei P ein innerer Punkt. Die auf den Punkt-t
des vom Pu]iiﬁltgee?}:enkur\i_e (der geometrische Ort der Beriihrungsput! ie
Schnittpunkte q ?Z;H Eifliche gezogenen Tangente), nennen wir d
von dem Punkt ¢ Yillache und den von den Punkten der Kurve E uIl11

nkt P bestimmten Sehnen beschreiben auf der Fifliche auc

eine andere Kurye E i . : .
projizierte Kurve der f Eﬁv‘zrj}?: 1;;:_2‘;1 diese die beziiglich dem Punkfe

s 4re
1zierte Kurve ist der Kompl‘ﬁmenlcal
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Teil der Kurve E vund von der Spitze P bestimmten Kegel. Sei C ein
ehnittpunkt der I‘\urr\'cn [{““d £, (wenn §010he' Schnittpunkte existieren).
( ist ein 1’;1111:‘( (1Cli‘ll\111'\r'e %, und so schneidet die Gerade CP die Eifliche
in einem l’unktq ( der Kurve
E,. Der Punkt C liegt aber auch
mllf E, und so ist der Punkt
C' auch ein .\'c11111tt1n,1}11<t_ der
Kurven E und F,. Auf dieser
Weise konuen sich die Schnitt-
punkte der Kurven E und E,
in solche Punktepaarc einordnen
jassen dass die von einem Paare
pestimmten Schuen durch  den
Punkt 2 gehen. Die durch ein
solches Punktepaar bestimmten
Berithrungsebenen  schneiden
sich in einer durch K ge-
hende — Geraden der zum P
adjungierten Geradenkongruenz,
In solcher Weise gcehen so viele '
Kongruenzgeraden durch den Punkt K, wie die Hilfte der Zahl der
Schnittpunkte der Kurven E und E,. A
Fir einen dusseren Punkt K und fir ihre ’l‘angentenkur\{g E existieren
solche inneren Punkte I der Iifliche, fiir welche d.ie pro_]1z1erte K}lrve
die Kurve E schneidet und solche, fiir welche diese die E nllcht schneidet.
Die Mengen dieser Punkte — wir nenuen sie D und D’ — blrl_dell &111
Inneren der I ifliche Gebiete infolge der Stet1gl<e1tselgenschaften_ er
Lifliche. Die Grenzfliche dieser Gebiete ist der geometnsqher Ort J(éner
Pankte, fiir welche die Kurve E und ihre projizierte Kurve sich wemlftg.s en?
ineinem Punkte beriihren, weil sie auf demselben von der Kque Edbﬁr“?l?rle
ten Teil der Tiiflache liegen, Fiir die Punkte des (zeb1et15)s k‘lch lehende
Grenzpunkte hat die adjungierte Kongruenz’durqh den kun i ier%e Sy
Geraden, aber fiir die Punkte des Gebiets D’ besitzt die konjug
gruenz keine solche Geraden. : b
. Auf dieser Weise bewirkt ein dusserer Punkt eine Einteilung
lneren Punkte der Eilinie in Gebiete. atCh : )
Wir besitzen also cin Bild von den Geraden der ad]ungmrtfm Kong?ue?.&.
X o T truktion konnen wir fir
. Eine Bemerkung. Mit einer analogen o fiir die Tangentenkurven
flen beliebige Kurve E auf der Eilinie — nicht It

4 S iiglich der inneren

Jer dusseren Punkte — die projizierte Kurve Plillnl-l;)feu i‘gur welche E und
; : g ren ) ;

unkte bestimmen. Die Menge solcher inne e e Dot Bl

3 = <y c itzen, . T

10,2, 4, ..., 24 ... Schoittpunkte besﬁle Kurven eine Einteilung der
by Bas o AGE dicset Weise be\v]‘rkell a d ch eine analoge Konstruk-
,1;.‘“‘31'611 Punkte der Eiflache in Gebiete und urren Punkte.

'on bekommen wir eine Einteilung der dusse

Den durch einen inneren Punkt B'gEhenden
Meuge k der Kongruenzgeradeﬂ und die Menge $

\
Fig. 16

der

Sehnen & entspricht eine
der Ebenen ist von den
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: A ffene Frage, oh g all

- 5 ]mt_ ES 151_, eine o : Sy e

k und dem Ilg‘unllxlt ‘3 Ees;‘;)nenen enthilt, oder mit anderen Worten

Dol gehenden 1y £ : or mehrere W

decil lgllllrljh deon Punkt B gehenden Ibene eine oder mechrere Koy

jeder

geraden liegen? (Figur 17).

durg
» 0b jy
grueyy.

Tig, 17

i i it B gehende Jibene. Bestimumen wir die

Sei S eine durch den Punkt b_gehemk\ l,lxuu.. B e

durch eine, die FEifliche nicht schuneidende Gerade gch_«n(,;n 1'Lqe g
ebenen, und die Berithrungspunkte dieser Ebenen, sowic dic dies

in ei e T der Schnitt- |
enthaltenden Sehne, welche die Iibene _S in einem ]’m)ll\uwl ':'!C'lqtﬁilllfl:)linc |
eilinie der Eifliche mit S schueidet. Die Menge der Punkte 71 i g

T : . . i qhineendes,
Stetigkeitseigenschaften der Rifliche ein einfach zusammenhing

! r W e e (e so das Inuere
geschlossenes Gebiet, dessen Grenzlinie eben die Lilinie ist, also dz
der Eilinie.

Wir haben also bewiesen, dass in der Ebene S wenigstens Uine \E’;:g(&
¢ der zum Punkte B adjungierten Geradenkongrucu_z existiert, aqs?rﬁhruﬂﬁ'
tens eine Geradé mit der folgenden Eigenschaft : die von dm_{ be enthiﬂ‘
punkten der dnrch e gehenden Beriihrungsebenen bes?unm‘te hCh],lethaltC“'
tende Gerade geht durch den Punkt P. Auf dem diese Sehne Ult eziig-
den Geraden bestimmen wir den zum Punkt B harmonischen Punk ktes ist
lich der Eifliche. Die Tangentenebene der Polarfliche dieses Pun
eben die gegebene Ebene S.

Ma 1-
i ; S : 4 Fliche
Im folgenden beweisen wir, dass in einem inneren Punkt jedes

et (Figuf
element nur fiir eine einzige Polarfliche Tangenten—clm_uenf]}:tﬂ(ﬂﬁchc
18). Die Ebene s des gegebenen Flichenelementes sehneidet il’ paralle’
in emer Eilinie 0. Nehmen wir alle dusseren in der Ebene s liegenden

kurven O(d) der Eilinie 0, wo die d Entfernung der zwei KL}rvell 11;521.1 def
Ebene s teilt die Eifliche in -die Teile 0, und 0,. Durch die ’langel.lst Klaf,
Kurve 0(d) bestimmen wir die Tangentenebenen zur Eifliche. Es landﬂe‘1
das rihrungspunkt der eipen dieser Ebenen in 0, der der unkte!
n 0, liegt. Der geometrische Ort der go konstruierten Beriihrungsp

45 . i rvellt
fir ein gegebenes O(d) besteht aus zyei geschlossenen stetigen
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o (d) in 0p und go(d) in 0,. Wenn d von 0 his
31({1) und g(d), Oy, respektive 0, von der Eilinje 0
D, welche die Berithrungspunkte der mit s P

+ oo wichst, bedecken
bis zum Punkte C und
arallelen Berfihrungsebenen

]

sind. Die Kurven g, (d) und g.:(d)( {i))edecl\'len ?:{n)[a(clh dl_(; l:)l;xc}:g:ilgilri?gzitézf
J,. Wahrlich, zwei Kurven gi(d, und g (d, S ) e ;
g'li-ch‘\t\séllmvi(]ul oder bertihren, weil in cinem hf}l.l_uttpuqkte 0(1&12113(]3)12;2;;111115;
punkte — wenn dieses existierte - die '1.41t'1aC11Eh0111'1€11 \‘\Yc?hl l)eséimmten
Tangentenchene hat und diese die Iubcnes in einer dKn 1(:7e b
Ger;den schneidet  Die Konst‘ul-:jumnswelse .der l'llr‘enbll’uukteu. )
bestimmt eine ein-cindeutige Beziehung Z\V}s;hell uerhen e e
von entsprechenden Punkten bestlmmgcn %e?'lf?le"“hg e et
Punkte. der Eilinie O infolge der Konvexitit der Ll{ a<.:r - et
d beschreiben die so bestimmten Punkte eine fI 11}11\ fq?lun'ere deilanic:
0 bis ~ wiichst bedecken die KElrve'u gﬂ(d}-tenllfaflor( ‘Gcrade CD itidee
0 und konvergieren nach dem Sch1ruttp1.m;1_ - eht s Sl
Ebene s. Durch alle inneren I’uukt_e der LlKlm e{i (i g2 gehet
&(@). Wenn durch einen Punkt zwei solche ¥ u{xév fé’(qd )1 ando'g (o)
k“"i‘lrden, dann wiirden die cutsprechenc_’l_elgl At J)Ié;oizstrluktion By Gesent
Kurven solche Lage besitzen, welche mit ihren
satz wire. ) i i QS feippde
In dieser Weise haben wir be\v\l'e_se_n, CilS? Sin einziger itnerer Punkt
B s i dc_r I:,lhme ‘O(GCr"Lden ¢ entsprechende Sehne
entspricht, durch welchen eine einzige (_1@1 S‘et; A
geht und mit diesemn haben wir unseren »a

g p ' 1 Punktes
2iDiePolasrfldehe dimes'dineret

i inneren Punktes B liegt ganz 1m

die Polarfliche eines inneren  Billouhers N

ﬁusselreluede]r ;)'llflr;(lzlfel Auf solchen durch B gghelnggﬁn(e: e

der Mittelbankt der auf der Geraden 11egenh elxlden o

flache unendliche Punkte. In allen durch 'B ge elche e
dche unendliche Punkte, Wahrlich eine SO
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Liflache in einer FEilinie und so ist unsere ]3(‘11&111)'(11{15.,’ cine Tolge q
vorher bewiesenen Eigenschaft der inneren Puukte_”hﬁ Ist moglich, dass
die Lifliche symotrische Gebiete oder Kurven hezughc_h CINIZET innerg,
Punkte besitze. Dann ist in dem von den symetrischen Gebieten — Kuryey_
und den betreffenden Punkte bestimmten Rz.mmtcnl die Polarfliche des
Punktes ein Teil der unendlichen Ebene. Die von den Grenzlinien o
symetrischen Gebiete und ihrer Symetriezentren bestimmten Kegel siyq
die Asymptotenkegel der Polarflichen des betreffenden Punktes,

Infolge der Polarenkorrespondenz existiert zm.ch cine ]’.czielmng
zwischen den durch einen inneren Punkt gehenden Iibenen und Geradey
Eine durch einen inneren Punkt B gehende Gerade ¢ schncidet die Polar.
fliche des Punktes B in einem einzigen Punkt P (endlicher oder unendl-
cher Punkt). Die Polarenfliche des Punktes /7 geht durch B und hat iy
diesem Punkte eine wohl bestimmte Tangentenebenc 5.
ist ein-eindeutig.

Die Polarenfliche eines inneren Punkles hat in allon
cine woll bestimmle Tangenlenebene.

Sei der Punkt K ein Punkt der Polarenlliche des inneren Punktes B.
Die Gerade KB schneidet die FEifliche in den Punkten 4 € die durch
KB gehenden Ebenen schneiden die Liflache in Lilinicn, und die Polaren-
fliche in durch K gehende ebene Kurven. Die Tangente dieser Kurve im
Punkte K ist durch diesen Punkt und durch den Schnittpunkt 2 der Tan-
genten der Eilinie in den Punkten A C bestimmt. Der Punkt D liegt in
den Berithrungsebenen der Punkte A und B, also aul ihrer Schnittlinie c.
Auf dieser Weise liegen die Tangenten der auf der Polarenfliche liegenden
und durch K gehenden Kurven in der von dem Punkte A und der Geraden

¢ bestimmten Ebene. Diese Lbene ist die Berithrungscebene der Polaren-
flache.

Eine durch cinen dusseren Punkl gehende und die Eifldche nichi schnet-
dende Ebenc ist dic Beriihrungscbene einer cinziger 2um cinen inneren Punkle
gehorenden Polarenfliche.

Eine durch K gehende aber
kann nicht Tangentenebene einer P

gehenden Polarflichen ent
Punktes K.

Sei B einer dieser Punkte. Die dur ie G
. ner d kte. ch die Ge
schneiden die Eifliche in Eilinien. Die T
Punktes B bezii

iller

Diese Bezichung

thren  Punkien

die Fifliche schuneidende 1«,};01}0_
olarflache sein. Die durch den l)“uktd :
sprechen den Punkten der Polarflache 0

» N 1
rade KB gehenden Lbene!

5
angenten des Polarkurven de

ikl glich dieser Eilinien, welche in der durch K gd_‘e"dm;
E?é§n Srél;agfiels_cixltialslgisszr 11egden_ — nach einer bei den Liilinien begi?{ﬁﬁ
SR i D en et ‘_Eﬂmu?n 111“l.d so 1m #dusseren (}61' o Polar-

1kt der Polarfliche eines dusseren Punktes K. Die

fliche des Punktes B geht durch K und hat dort eine wobhl bestimmte

= eise entspricht eine durch K geheﬂ.de jertel
ene sind durch die 2 >unkte K adjung =y
Kongruenzgeraden best; i A J e

. Kongruenzge 1
_Einer erzeugenden Geraden : it
Beriihrungsebene.
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Fa DA ~ 3 > 2 > .
Wir miissen alb(? b_@ye15en dass in emer durch K gehenden und die
Polarfliche nicht schneidenden Ebene eine einzige Ger
liegt. ; ; et ;
Sei s eine durch K gehende die FEifliche nicht schneidende Ebene
(Iigur 19). Durch die Geraden a der Ebene konstiuieren wir die Tangen-

tenebenen der [Liflache und bezeich-
> ()

ade der Kongruenz

nen dic durch ihre Beriihrungspunkte
hestimmte Gerade mit a;. Die Beriih-
ruugspuuktw jener Tangentenebenen,
welche durch die durch den Punkt
K gehenden Geraden bestimmt sind,
liegen auf ciner Kurve ¢, die entspre-
chenden Geraden o verkniipfen die
Punktepaare der Kurve ¢ und gelien
so eine ein-cindeutige Beziehung der
Kurve ¢ mit sich selbst. Sei k(r) ein

Kreis der Iibence s mit dem Zentrum
K und mit dem  Radius » und wir Fig. 19
wollen durch alle Tangenten dieses

Kreises dic Tangentenchene der Eifliche konstruieren. Die entsprechen.den
Geraden a \'L-rlmhpl'cn zwei Punkte der FEifliche : der eine Punkt liegt
auf der Fliche O,, der andere auf 0,, wo O, und 0, die von der Kurve ¢
bestimmten Teile der Eiflache sind. Diese Tatsache ist eine Folge der ste-
tigen Anderung der Tangentenebenen. Auf dieser Weise schneiden ldle
Geraden a, den Kegelmantel K des Beriihrungskegels auf seinem zwischen
Punkte K und der Kurve ¢ liegenden Teile in einem einzigen Punkt A4 (der
Berithrungskegel ist eine konvexe Ildche) un_d S0 c;l‘ltSl)UCht emner ]_ec.len
Geraden a der bene s ein einziger Punkt A. DIC'(]Cl: langel'lten deslllilelses
k(r) entsprechende Punkte A beschreiben auf K, cine stetige_tgescr:rziségﬁ
Kurve g(r). Jene Gerade, welche die Beriih’rm.lgspgulktc? d(})r le_ s lpcn Rt
Berithrungsebenen verbindet, schneidet I\l_mx _1 unkte P. Bl_e (-echseuder
K gehenden Geraden entsprechende Kurve 1st die l‘iurve E-d mlzlilrve e
7 beschreiben die Kurven g(r) die ganze Flache K, Vonht ?{11‘ e
zum Punkt P, K, einfach bedeckend. Auf dlesgr \zl\ el?eegn(i it
7, die Kurve g(r,) durch K und dem Punkte K, als ein

X .S { pieG , Kreises k(r,). Nach der gege-
g(ry), entspricht ecine einzige lﬂ}‘geme Ui Iche di&E UBeri'lhrungslmnkte
benen Konstruktion geht die Gerade b, — “’eh"lt _ durch K Diese b
der durch b gehenden Tangentenebencn enthd

es K in ei Punkte B und die
schneidet die Polarfliche des Punktes ]x in glnﬁx}i}unktes e B
Ebene s ist die Tangentenebene der Polarfliiche ,?’5 P
K. Die Konstruktion ist eindeutig und so haben wir

Eingegangen am 25 XI[. 1959.



