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SUR UN PROBLEME AUX LIMITES QUI INTERVIENT DANS
UN PROJET D’UNE CHAUDIERE A VAPEUR

par

G EALIR
a Cluj

I. Dans son travail [1] 1. NEMETI s’occupe d’un probleme qui se
pose lorsqu’on veut établir le projet d'une chaudiére tubulaire vapeur
ayant un passage forcé. I,’auteur propose uné méthode de calcul de la-
tension thermique dans les murs du tube, Cependant, pour calculer la ten-
sion thermique il est nécessaire de connaitre la température, ce qui exige
la résolution d'un probléme aux limites. Le but du présent travail est de
donner la résolution de ce probléme aux limites.

D’abord, nous introduisons les signes ci-dessous utilisés et formulons
le probléeme aux limites. Soit 7, ¢, z des coordonnées cylindriques dans

| Pespace a trois dimensions. Le tube de la chaudiére est déterminé par les
i inégalités suivantes : :

PWSrSro 45, 0<0<2; —L<x<+L

ou 7, est le rayon intérieur, s I'épaisseur et 2L la longueur du tube. I,e champ

thermique peut étre considéré comme étant le méme dans chaque section

du tube avec le plan ¢ = constante. Le phénoméne devient statique & un

' moment donné, donc la fonction % qui nous donne les valeurs de la tem-
‘ pérature doit satisfaire & I’équation aux dérivées partielles suivante :

1 A o o*u
g = — — —_ — O
(1.1) 40 ¥ or (7 87] 0 022

a chaque point du mur du tube.

Les conditions-aux limites sont déterminées par les données suivantes :
a U'extérieur du tube on maintient un régime constant de telle maniare
que le flux de chaleur soit la constante () Supposons que la chaleur ne
passe pas par les extrémités z = + L du -tube, ce qui signifie qu’ici le
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i usq au niveau z
toal & zéro. I/ean dans le tube parvleﬂtrJ S-sl DOSONS aussj 9\'
flux est egal a zcro. il y a de la vapeur. Supj S qu'y

. i eall = A
tandis quau-dessus de ce mv aleur est proportionnel 2 1y fond

¢ h

intérie e le flux de chal Pt

la surface intérieure du tub données on obtient les conditions aux limiteg
pérature. En vertu de ces .

ot tube,— =0 aux eyxtr4
ou _Q 3 1a surface extérieure du tub ey xtré-

suivantes :
suiva v

k e .

ou h 1 la surface intérieure du tube. Icjiy g5
oale et —= —u ala

mités du tube, S

g be, & est le coefficient de cor
‘rieure de la surface du tube, tent- ¢ %
fiaué?t?gli-flliiée ﬁfgfgfque et k est le coefficient de Eransfert‘thcrnnque_ I
est & noter que / est égal & la constante 4, pour l'eau et a _1;1 constante
h pour la vapeur. Nous allons écrire les conditions aux limites que nouyg

venons de formuler plus haut en une seuleé formule :

— — yu =1

(1.2) S e o
olt y>0, tandis que la mesure des poin.ts pour lesqugels. vy est strictement
positive est plus g:aade que zéro. Par suite de la symétrie fhl C!lill]]}) the?'
mique par rapport 4 ¢, le probléme aux limites (1.1)—(1.2) n est en fait
qu'un probléme du plan. Ci-dessous nous désignons par Q le domaine plan
donné par les inégalités:

Ty te r St =L g L
et par I' la frontiére du domaine Q.

Il faut remarquer que le probléme aux limites (1.1)—(1.2) a été étudié
dans plusieurs articles [2], [3], [4]. On y cherche la solution du probléme
aux limites en poursuivant denx voies, 4 savoir : en appliquant la méthode
de Fourier et en ut'ﬂlsant la théorie des fonctions & variable complexe. Les
n?sultats’ \oi?t(.anus ont pas toutefois satisfait Jes exigences de la technique.
Clest qu'a I'aide de Ia premicre méthode on est parvenu 3 un systéme infini

d’équations linéaires qui est encore 4 étudier. Quant a la seconde méthode,

elle ne donne la solution que dans le cas of I'épaisseur du tube est trés
conditions techniques.

petit;, Ce qui ne correspond point aux
- Maintenant noys Passons 3 I’étud : imi

11 ‘ e du s S =
—(L.2) en utilisant 14 méthode Vau‘ia’cionnellg.mb]eme R

Introduisons I'espace de Hilbert W (Q

une fonction quelcop ue y lent 3 I’
les dérivées Partiellesqdu P(rré;)ie?%pamenjc a’l-es_pace W%) (€2) si elle -

2 R~ j j Do | fooy
W2 5 “87) +(5;]] 7dQ+J*{v2rdc
’ urface et g

5 r
est 1’414 -
€parable 5]. No I'élément de 1'arc. I, ’espace

us allons ¢gtyg; ionnelle
(2.2) F(v) :jj H@ng +(_a£ A €tudier la fonctionn
g Wor 82)}rdQ-}—_va“dG“?«J‘qJ.v.rdc
r

r
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définie sur les éléments de I'espace W‘;‘;’(’Q). L existence des .intégrales
curvilignes est garantie par les théorémes d’immersion de S. L. Sobolev

Lemme (2.1). La fonctionelle (2.2) est bornée a Uintérienr sur Uen:
semble WQ(Q). ,

En effet, d’aprés les inégalités de Cauchy-Buniakovski et les théo-"
rémes d'immersion de S. I,. Sobolev on peut écrire

J vovrts <y, 1ol 1y Il K, = Kol
) i .

pour chaque ve W% (Q). La constante K >0 ne dépend pas de la fonction
v(r, z) et les normes de l'espace L,(T') sont calculées 4 1'aide de la fonction
pondérante r. En utilisant cette inégilité on obtient

F(v) = HUHQW(IQ) s Zj b.v.rde > Hv‘ﬁv(zl)- 2K ”UHW(!’) —
4 9

)2 2 s o
= (Hvuwg) = K'} s R T

ce qui signifie que le lemme (2.1) est démontré.

Désignons inf F(v) = —d. En appliquant les idées qu'utilise s.1.. SOBOLEY

vew'd ()

pour la solution du probléme de Neumann [5], je vais démontrer le
lemme suivant :

Lemme (2.2). Dans Uespace de Hilbert W'D (Q) 1l existe une fonction
w(r,z) pour laguelle

inf Flv) = Fu) = —d

ve w‘2" (Q)

el pour laquelle nous avons

(2.3) j'jlﬂi LR -'"—U] rdQ -+ j Yy uvrde — j bvrds = (
) : r r

ar v ' 2z 0z

quel que soit ve WY (Q).
Démontrons le lemme (2.2). Soit {u,} une suite de fonctions de 'espace
WY (Q) pour laquelle

(2.4) lim F(u,) = —d

-3 w0

On peut immédiatement vérifier que

= Ilm

1 1 L f u -k 1 2 1 2
5 Flotn) +— Flum) — F( = u) = 5 laly) + — Nl —

2 2

e
H/(21) 2

P bl
u, 4 u
2

WD)
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pat (1) ;
t4 —» 0. Mais 'espace W' (Q) btant
Don, il résulte de (2.4) que [[#a ’um“W(;l:)

) b
e {u,y tend vers une fonction de I'espace.

complet, il s'ensuit que 2 Smt(r, 2. Compte tenu de ce qui précede, j|

Désignons cette fonction par #
est évident que
: inf F(v)zF(ﬂ):—d
vew'D @

Revenons sur 'égalité (2.3). On a

o gv 4 QP_] dQ—{-jyum’dc» jqbyyd
F(u+;.v)=z:(u)+2x”ﬂ-5; e : o
Q

J
+ 2ol

e

pour toute valeur réelle du parameétre A et pour toute fonction v de
Iespace W‘{,’(Q), En vertu du fait que cette explressiop doit atteindre son
minimum pour A =0 on obtient la relation nécessaire.

THEOREME (2.1) La fonction u(r, z) qui réalise le minimum de la foncti-
onnelle (2.2) admet les dérivées particlles de lout ordre presque dans chague
point intérieur du domaine Q. En méme lemps elle salisfail a ['équation
(1.1) presque partout en Q.

Démonstration. Soit Q' un domaine arbitraire, intérieur au
domaine (2, 3 la distance entre Q' et I', @ un point quelconque de Q’. Choi-
sissons une fonction g(p) qui satisfait aux conditions suivantes

1 pour p<1
o
8lp) = :

0 pour p> 1

et qui est indéfiniment dérivable p dési i p s points
: 5 et gne la distance entre les points
P et Q, P étant un point arbitraire du plan 7, 2. Nous désignons par L(P, @)

la solution fondamentale (dans le sens de E. E. Levi [8]) de I’équation (1.1).

Introduisons la fonction £ (#), déterminée de la manjére suivante

(?.5) )= [s(2) - [)|ee

wn(p) = h 4 [g[f.]L (P,Q)]

k variant entre 3 et 0, forme up ensem

S- L. SOBOLEV [7]. CPest adire qu’il faut d¢

5 . ble de noyaux r éguliers selon
conditions Sutvantes -

; montrer que {mh(p)} satisfait aux

) 5 7

9 ih:.gﬁi f?;lctti:r?l(fﬂormement limitges par rapport a4 ket a Qe

nnée des point. n (p) est Sommable o v e o-
boints P et @, Par rapport 4 chaque coord
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3. il y a des nombres positifs y et ¢ tels que pour chaque point @ ¢ Q'
nous ayons :

”m,,(p)m,,> vh

) e<h
si h << zet

4. a 'extérieur du cercle ayant le centre @ et le rayon % la fonction
wp (p) est considérée identiquement nulle.

Vérifions la condition 1. Pourp < % nous avons wu(p) = 0 en vertu

de la définition de la solution fonda-mentale L(P,Q). Donc il faut

S =T k :
vérifier Ja condition 1 pour p > —)i Il est facile de remarquer que pour

It e . .
p > — les valeurs absolues des dérivées partielles du premier ordre de la
9y

: o ’ C s
fonction _q(‘—] sont bornées au-dessus par 71 tandis que les wvaleurs
(2

/
absolues des dérivées partielles du deuxiéme ordre sont bornées par i—l
€, ct €, étant des constantes positives. La fonction L(P,Q) peut étre écrite
sous la forme L (P,Q) = —1In — + W (P,Q) ot W (P,Q) et toutes ses
dérivées partielles posségent E1)111(5 singularité plus petite que la fonction

1 1 i "
~——In — et ses dérivées, quand p — (). Il en résulte que les valeurs absolues
2n 0

- des dérivées partielles du premier ordre aussi bien que celles du deuxiéme

. sy Ca : C4
ordre sont limitées au-dessus par & respectivement par e lorsque
i

2

p > % .C, et Cy sont aussides constantes positives. Ayant en vuela forme
de 1'(;€1uati011 (1.1) il résulte de ce qui précéde
lon(p) | < €

quels que soient / et Q. C est une constante positive. Les conditions 2 et 4
sont faciles a verifier étant donné que la fonction L (P,Q) est indéfiniment
dérivable par rapport aux coordonnées des points P et @ ; etla fonction

g(i) = 0 quand p > k. Calculons l'intégrale de la condition 3.

Ma; ngh(p)mpyb —H 'ﬁA [g(]&) L(P,Q) ]dQP

[0 | 0, = ffale(2) 0] a0, [+
e<h ] b

—<e<h L
2 2

+ L cos(v,7) ] dop = — 5(—?; T Lr)dop —1
4 4
Ch

2
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-ant le ce

e rayon du cercle C, aya

quand 1 T = g
un nombre arbitraire dans lmtervalle_

20
ment pour chaque Qe Q. _S(;:écféde'plus haut qu’on peut déterminerun |

(0, 1). On déduit de ce qui
nombre >0 de sorte qu'on ait

o, (p) AQ, > Yh*

o<l
sih< c.

1, ensemble {m,,(p)} _
a été prouvé ci-dessus, il s

étant un ensemble re_guher de novaux, ce qui
'ensuit que les fonctions

j 5 o, (p)1t (P)dL,

(@) = e

3 ‘5‘6 mh(p)dﬂl’

o<h

presque en chaque ¢ e Q' tendent vers #() quand s — 0.

Maintenant on peut passer a la démonstration du théoreme (2.1).
Il est évident que la fonction £(P) appartient & I'espace W4 (Q). I1 est aussi
facile de voir que la méme fonction &(P) est nulle dans une bande voisine
avec la frontiére I'. Donc, de (2.3) on déduit

2.8) ” auiat ¢ ‘"’—”f’i]rm =0
) aror gz 9z

——
S
N

S—

ou par r et z sont désignées les coordonnées du point P. En appliquant la
formule de Green a (2.8), on obtient

N

2.9) j : j‘ A [E(P)JrdQ = ()
Q
d’olt d’apres (2.6) il résulte
(2.10) 1 j J' :
7)) oulolP)ra0, — L J j o, (P P)rdQ,

On voit imm édiatement que les deux

gent dans chaque point ot
'doalitd eQ
I'égalité (2.10) on écritQ ol cony

membres de la derniére égalité conver
¢18¢ aussi la fonction (2.7). Mais d'apres

; 1
uQ =1 j J' Olo)u(P)raq,
Q

€e qui montre que la fonctio; u able, le s€
que nction Q ind éfin;
membre de g dernigre égalité B’f(;;) est_llldefmlment dérivable, 1 5

lui aysgg indéfiniment dérivable.

ntre en @ tend vers zéro Uniforpq

SUR UN PROBLEME AUX LIMITES 33

~1

Nous allons démontrer que la fonction # satisfait I'équation (1.1)

presque partout en Q. Soit ve W (£2) une fonction arbitraire égale & zéro
dans une bande voisine de la frontiére I'. On déduit de (2.3)

“li‘i’ 2 i”ai’]rm el
1

daragr = 029z

En appliquant la formule de Green, on obtient
J[j-wA ()rdQ = 0
¢

Ils'ensuit que 4 (i) = 0 est satisfaite presque partout en Q. Donc le théoréme
(2.1) est démontré.

Nous avons a considérer maintenant dans quel sens est satisfaite la
condition aux limites (1.2) et 4 examiner si la solution du probléme aux
limites (1.1) —(1.2) est unique.

Comme 1l fallait le prévoir, la condition (1.2) est satisfaite dans un sens
[aible. Nous allons désigner par {Q } une suite de domaines qui tend vers

» quand >0, Supposons que la suite {Q } est monotone, c’est A dire
w &L & Q. Soit ) la frontiére de Q , que nous supposons continue
sur le segment. Pour un veW{) (Q) arbitraire nous avons évidemment

(" : T SEN ; i Qv 1t OV . i

\ l B e ST S ,'— 2 4 3]0 — lim 5ua~rdo
. aror = bz oz

Q QO

I~ =
o~ I

m’

2 i
M-y ar ar 2% 9% m-c aVv
T'm

D’apres (2.3) on obtient la formule suivante qui fait voir dans quel sens la
condition (1.2) est satisfaite. A savoir:

(2.11) lim (v 2” ydo = — gyuwda -+ ja‘bvrdc
) r

m—r oV
'm r

Quant a I'unicité de la solution du probléme aux limites on peut la prouver
de la maniére suivante. Supposons qu'il y ait deux solutions u, et u, du
probléme aux limites qui font partie de l'espace W{N(Q). La fonction

uw = u, — 1, satisfait la condition

lim j.v Mt — — 5 yuvrdg
m - av .
I'm

En remplagant ¢ par » on a
lim jj_“aﬂ]o -+ (@)n] rd Q jyu%dc =0
m-ren 87' az
Tm r

Mais ayant en vue la condition imposée a v dans le p. 1, il résulte de I’ égalité
Précédente que # = 0 en Q.

3 — Mathematica
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la solution c_lu' pmblé_me AuX limite,
i générahsee dée Ritz. Nous 3110;;

3. Pour le calcul appgoximahf
la solution #(7%,z) sous la formg |

; ]a méthode
(1.1)—(1.2) nous allons Jouged?'ordre e

chercher I'approximation
suivante :

(3.1)

n
P4
= i
u (1,2) = Y Oam
p,9=
ici que la fonction I'(u ) == F,
Déterminons les coefficients a . de sorte ju c Vi s (. .
0,..., m) prenne le minimum. On obtient donc les approximatigng
g=0,., n : ks ’6 ions
'z(tf(g,z) en résolvant le systéme linéaire d’equat

(3.2) é%]; 9 (bg="0, ..., # SUR LA SIMPLIFICATION DES PROGRAMMES EXACTS
Pq . ;
Ts est évident que les solutions approximatives u, tendent vers la solution POUR LES MECANISMES AUTOMATIQUES DISCRETS

exacte du probléme aux limites dans le métrique de I'espace 116D (Q) et
d’apres les théorémes d’immersion de S. L. Sobolev on peut atfirmer que . .
les fonctions %, tendent vers u aussi dans le moyen carr¢. Gr. C. MOISII,

par
a4 Bucarest
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K,,..., K, W,,..., Wy sont des éléments donnés; Z,,..., Z, sont
des variables dans un domaine inconnu @ ; F(K,Z) et ®(K,Z) sont des
fonctions inconnues ayant les arguments Ke(K,, . .. ,Ky), Ze®D, F(K,Z)e D,
DIE.Z) € (W o rics Won)is :

Comme exemple nous considérerons le programme exact suivant
D1, qu’on rencontre lorsqu’on veut construire un dispositif de signalement
a4 un passage a miveau



