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ot les fonctions P(x) est R(x) sont continues sur l'intervalle (a, b]. Now
disons qu'un intégrale y(x) de (13) est nom-oscilatoire sur [a,.(, )isi li
s'annule qu’au plus sur un point de [a, 8]. Dans le cas contraire Pintégr,
¥(x) sappelle oscilatoire. Quand les intégrales de (13) ne sont Pﬂ:
oscilatoires sur [q, ] alors 1'équation (13) est du type ]2{ [a, b]}. ‘
Du théoréme 1 et de I'inégalité (10) il résulte I"observation -
s'il existe une fonction u(x) deux fors dérivable el u(x) > 0 Pour xe ()
et L) =0, xela,b), alors I'équation (13) est du type 1,{[a, b ot
On trouve cette proposition dans [4]. Dans [1] on démontre ausy
la nécéssité de la condition donnée dans I’énoncé. ‘
Du théoréme 2 il résulte aussi une application pour I'équation linggiy
d’ordre .
On peut voir facilement que Ja notion de convexité introduite a s
applications méme dans le cas des équations différenticlles non linéaire |
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Hpeanoaoxum, uto Bxoadwue B cucremy (1) dyuxmim F(u), g (u), h(u)

3aJaHBl H HenpepbiBHBI Ha BCeH JACHCTBHTEJNbHOH OCH H YAOBJCTBOPSIOT Heky

TOPBIM YCJOBHAM, OGECMeuHBaloUyiM €IHHCTBEHHOCTD | MPOJOIKaeMocr,
pemenns Jo6oift 3anaun Komwm s cucrembr (1), Ipn rakny OOBIY Ny
MPEANOJONKEHHIT yCTaHABINBACTCS CJAeAYIONIas Teopema: ;

TEOPEMA. Ecau

X
1°. sgng(x)=sgnx u uxrecpar Sg(i)di pacxodurcs npu |x| —= oo -
0

2°. sgn F(x)=—sgn x npu docTarouHo maiom x:

3’

3°. cywecrsyer noaosxcurenvtoe wucao M u noaoxcuressmoie NOCTOAHHble
ku k', k>F, Takue, uto

F(x)
Flx)=s — Rk, paa x< — M :
4. sgn h(y) = sgnyu |h(y)| - a1z |y| — oo

]

v

k, ans x >M,

ro2da cuctema Qupdepenyuarvnoix ypasueruii (1) umeer ne memnee 0dnooo
nepuoduueckozo pettenus.

le'l AOKa3aTeJibCTBe TEOpEMBI pasiuuaemM HECKOJIBKO 3Taroe. =
s © 10
a). U3 yenosnii 1° 2° u 4° cneayer, uto g(0) = F(0) = h(0) =0, caegno-

BATEJILHO, HAUaJ0 KOOPAHHAT ABJSIETCS 0COGOl TOUKOIl cHCTeMbl. DTa ocobast
TOYKA eAHHCTBEHHA.

B -
B }chimlsou MJIOCKOCTH (X, ¢) Mbl TNIOCTPOHM KOJIbIIeBYI0 0GnacTb o, He
Teﬂb}ll)aﬂ [%J(l) ;{&qaﬂa n obuanaiouy tem CBOHCTBOM, UTO .1100Gast MOJNOKI-
Gl ga oc}"ra%?rsfgp;iiiCHgTeMbI (1), uexomsmas s HEKOTOpOH TOUKH
3 obnacTH g ' ' it esd-
BHCHMOH nepemeHuoit, AJIIL BCeX MocyiefyionnX suayciit 11e3a
0). Mu Gynem peannzosary

/KazanHoe s ‘ 10 K IX
YPOBHSl 3HEPPHH CHCTEMBE (1) A . POCRORHNE: £ MOMONRIO: EPHEE

X, y) =Gy Rne

M%9) = Gx) + H(y)

X y
G 1 o ¥ } o
(x) §§(e)dq, H(J'),=§h('f})f7'f)-

Hs yenoBuii 1° 4 4° e
TCABHO ompenenénuas,
Mx,y) =¢ rae ¢>0
00J1acTh, COJICPIKHT
KpHBas A(x,y) = ¢
Mx,y) = ¢

B). BriGupaey TEneps |x| y
TaK, 4TOOBI yeiorHe 2° Gpyy
B CHaly cuctembl (1) gpyg

no;$oeh;;)l ;ﬂiﬂye-p, 470 QyHkuua A(x, y) nOﬂO}KH;
; samxnyranp D%, HedBHO sajanmas ypapHeHte!
Hauamno Koopﬂnkgipalmqemaﬂ 5TOit KpHBOIi BHYTPEHHT
G - Kpome toro, ecan 0<¢ <t”, TorAd

BHYTPU o6nacty, orpammyennoii kpHBol

- Bbm’gLﬁSCTaTO‘H‘IO MabiMu, nmenno |x| BbIGHPAEY
eTes 110y H0. Torna npoussoanas ynxuus k(% y)
OKUTCILIO onpenenéuof, B camoM AGHC

: OG onwoit Teopeme cymwectBoBanns 289
% KBV T
B O EE () [hy) — F(0)] + () [— &(x)] = — g(0)F(x),
& ox di 3y di
oTCIO/d, 1A OCHOBE YCJIOBIIS 1°, caenyer, uto
L
dt

s YKaszaiplx snadenitt x. CJIO;LOBHTG.HBE!O, BCE TOJIOMHTENbHBIE MOJTY-
TPACKTOPHIL, 1MCIONIHE OOILIe TOUKH C KPHBOH A(x, y)=c, rue c—A0CTATOUHO
waaast HOJOIKITC/AbIAs TOCTOsIHNAs, TePeceKaloT 3Ty KPHBYIO M3 BHYTPH BO
gre oGaactit, orpatiuctioil 3roit xpusoii. Ilosromy navajo KOOpJMHAT SIBJS-
¢1est 0co00i TOUKOIT OTTAIKIBAIIIS TOJI0KNTCALHDIX MOJYTPAEKTOPHH. l’locrpo:
elinas TAKiM oOpaszom kpHBas h(Y, y)==C CJIYKHT BHYTPEHUEH TpaHHUCH
KoaBleBoil ofaacti (F
r). TlycTh TCHEPL @ HEKOTOPOE WICIO, Y0BJICTBOPSIONUICE YCIO0BHIO

Fi)1].

a > max [k, sup
—M=x=M
APAMOYTOBIHK ¢ BepUIHHAMH B toukax V{(M, a),

prepa oy a), Vi(—M, a) (uepr. 1). Ha npamoit x=M Gepem

Vo (M, —a), Vi(—M, -
Touky Q(M, v() Taxylo, uto Yo >4 1

h(y) >a npu y >Yq
dost yepea f(Q, )
Takoii BLIGOP BO3MOKCH B CHJIY YC/IOBIIS 4°, Torﬂahgf&l}'&““ tepes f(Q
TPACKTOPHIO, HCXOAALLYIO 13 TOUKI ), HACeM MpH Tt =

dx _ h(y) — F(x) >a— F(x) >0,

dt 4

(2) Iy
D= —gx)< 0.
it f(() t)
: ektopud f(,
W3 srux nepasencts cacjyer, U1o oTpHla reﬂPTHf}i?%ﬁ?i@nﬂ%poﬁ 0
: : / Ceuér OcCk
HIET BBEpX HAJMEBO 1 Nepren UKy IApHO Mepe oot OUmES el
P(o, ypr), no limg(x) =g (0)=0. Te e Hep .
T ) {) nanpasjeiia, B _TOUKE Q, BHH3 H
NoJdoxKNTENIBHAS MOAYTPAEKTOPHA f(Q, 1) anpsErsl B e
1paBo; mpu srom y(£) yOwisaer rpH BO3pAacT Sl 5
n). Ilokaxem Tenepb, uTO CYLLECTBYCT XOTTﬂO oA MO e
Pacnoniokentas Ha MoJoXKHTEJNbHOH noJyTPaeKkTop

7 Tix) = 0
f[,(y) — f(‘)
uxn Q, KoOpAHHATBL (x, Y) HEKOTOng
9% \—’mxommeﬁcsx Ha TOJIOXHTEbH
Qi (y)-—F(x) > 0. das

1cTBY A
0T HepaBeHCT , _
Bencrsa J0CTaTOuHO, B BHAY nenp{c;.‘l
b CyLleCTBOBAHHE xoTs1 Obl /10N

B camom nese, B cuy Bpibopa T
TOUKK, pocrarouro GuuskoH K TOUKE
HO-”YTPHEKTO[JHH )(Q} t)’ y[[OBﬂ@TBOpH
A0KasaTejibcTBa BhLILIEYKa3aHHOro pa
BbiBtocT dpynkunn A (y (x))—F (%), ﬂom%afwo
"apy (x, yy), ¢ % > M u gy < Yq TAKOH
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4
h(y)) — F(x) < 0.
Jas ycTaoBnenns 3TOro, MPEANOJNOKIM MPOTHBHOC, HMEHHO, yro 0
J0BIX X>M n y<yg nmeem
h(y) — F(x) > 0.
Torpa nepasenctsa (2) coxpansior cBoio CHIY 11 B oGnacny

D={x> M,y < vg}. Tycts Temepn b HEKOTOpoe ulcao,

YIOBJIETBOPS10.
Li€e HepaBeHCTBY g

b > max [k, sup h(y)].

<y,
YunteiBas yesosne 3°, umeenm
By a o pla) < — 8B
dx h(v)—F(x) b—#k

Wurerpapys nocaensee HEPaBeHcTBo o M a0 x, noavuin

X
1 o
¥< ¥q = S g(E)dE.

U3 o7 -
ocmég;o ;;Uf:ioé 4TO NPH focTaTtouno Gonpiioy Y, B cnay yenosus 1°, y(x)
PHUATEIBHBIM. Tlyets v,y g, agpe 3HAaUYeHns X 1 . Oueuyio

x>M < ° :
! it 41<0. Ho, yuutwipas 4, nmeem i f (yy) <0. Tosromy, Tem GoJiee,

h(y,) — F(x) < 0.
Eogygeﬁnoe MPOTHBOPeuHe fokaskpaer cy
Q(x, Y) nas KOTOpOIi £ (y) —F (x)=0 Mp
HQ, 1) B Toyke Q Hanpagneys B =

WECCTBOBAHIE XOTS 61y OJLHOI TOUKI

H 3TOM, Kkdcartenpnas x TpaeKTopill
PTHKANLIO BHH3, ;6o

=
dt ] =%

x=x
Y=y

o

> 1 U y< H ;i i “uo AC( I H ; N TO [Il

My) = F (2 <,

Y10 nonyrpaexkropuyio f(Q, £) 32
KX 3Haueyyy HMeeM

hy) — F
Clef0BaTenpg, npu x>() ) fldls 0

dx

@) ~ Py <
E}l

dt g(x) <0

06 onwoii Teopeme cyliiecTBoBakisi

<v
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npamoil x=M B HEKOTOpOH Touke Q' (x’, y’)
popsioT HepaBencTBy h(y")-—F(x") <.

k). Ha npsvolt x=—M Gopém Ttouky U(—M, y)
yu>a TaKkyio, uto A(y)>a npu y>yo. Pacemorpim,

» KOODAHHATHI KOTOPOﬁ YAOBJieT-

» HMEIOLLLY 10 OPAHHATY
HCXOASALLYIO H3 3TOM

TOMKH, NONOKUTCALIYIO noyTpaekropiyio f(U, #). Tipy —M<x<0 y Y>Yyu
[IMecM W

i /

=S w 2 s

dil dt

Mrak, nonozxunrenavitast noayrpaexropus [(U, {) mepeceuér ocu Oy B Heko-
topoii touke V. Moo npeanonarats, yto touxka V COBIAJAeT C BhILIE MO-
CTPOEHHOIT TOUKOIT P.

Takin oGpasom, Mbl noctpoum ayry tpaexkropun UPQQ', rae Koop/H-
Hatbt (X', y") Touki () YAOBJIETBOPSIOT nepasenctBy A(y')—F(x") <0.

3). Tlpumensisi Meron nm. r) — %), Mbl MOCTPOMM aHAJIOTHYHYIO AYTY
TpackTopitit, nexosiieit w3 roukn W onpamoit x=—AM. BoiGupaem opamunaTy
Yw Toukit W rak, uroGu h(y) <a npn y<y, <a. Mol MOJIy4HM, TAKHM 06pa3oM,
ayry tpaektopuit TSWW’, rue touka T naxopaurest na npsMoil x=M ue BbliLe
louki Q, Touka S — wna ocu Oy, a Touku W u W' na npamoii x=—M,
Kpome roro, Koopannarsl roukn W’ (x", y”) ynoBnersopsioT HepaseHcTBy
h(y")—F (x”) >0.

it). OTHOCHTENLIIO B3aHMIOrO pacnosioxkennst touek W u U na npamoit
Y=—M, BO3MOKIEKI CJIC/lYIOILHEe CHTYaIlIH:

®) Touka W' uaxouirtes noj, toukoil U,

F) 1ouka W’ cosnapaer ¢ Toukoli U,

Y) touka W' naxomnrtes Hag Toukoii U.

YUIOBHSIX TeopeMbl Mbl JOKaKeM, 4TO cywecrayer xora 6ot 00HA cucTema
We UPQQ, TSWW", YKA3aHHO20 Bobiie Tuna, 0Af KoTopoil cutyayus )
He umeer mecrq.

Has nokasarenscrea TMPEATNONOXKHM NpPOTHBHOE, HMEHHO, 4YTO CHTya-
%”” T) ocymectBasercs AAst Ji060H CHCTEMB ayr tana UPQQ’, T§WW’.
C::élHa HPOLOJIKIM NpoRo/IKHTeNBHYIO oayTpaekTopHyto f(W', £) no eé nepe-
s M3 B Touke P° ¢ ocbio Oy. PaccMoTpuM 06aacT Q OrpaHUYeHHYIO
aaMKHXToﬁ Kpusoit ', cocrosmeit w3 ayr PQQ’, T§WW P" u orpeskon
‘PAMol PPy Q'T. B CHJIy €LHHCTBEHHOCTH pelueHuit cucremel (1), moso-
g;;i?bxible TI0J1yTpaeKTOPHH MOTYT BXONHTB B o6aactb 4 TOJBKO q;;})ﬁs
nepneHOTpeSKa QT u moryt BHIfiTH 13 4 TOJBKO Yepe3 TOUKH OTpesKa ;

- “UMMKYNSpHO nepecekasi STOT OTPE3OK.

Pacng)' B kauectse HawanbHoil TouKi BBIGHpaeM Temepb TOUKY A(S,bgﬂl)“;
HOJWTJIO}K,(-H-H-IYIO Ha ocu Oy ebliie TOUKH P H nocn‘pogM nong)xm‘ J1 MéTb
0 CAT([){HQ atajlornyyoe MOBeJEHHIO AYT KPHBOH e 003“3)“ ok pne )
cequH:K” €€ nepeceuenus c¢ npamoil x=M, uepes D( ’ U'_ M VDY

T Oy, uepes E u F, ToukH nepecedyeHus ¢ npamMod x—=—~M u uepes

(0, Yy) TOUKY e€ BTOpMYHOTO MepeceyeHHs ¢ I'lOJIO)KHTEJIbHOE’i noJiyoceto Oy.
i Tenfll)l\:emm, 4TO, ecau Touka C Haxoputcst Ha orpeske Q'T, forad fr‘g"lgi,;

NbHag nosyrpaexkropuas f(A, [) BXoZMT B 06JacTb 4, H3 KoTop
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MOXET BHITH TOMBKO yepes TOYKH oTpeska PP’ ; HO TaK KaK TOUKy A gy,
panu BHILE TOYKH P’, TO A/ COOTBETCTBYIOUICH CHCTEMBI JYT CHTYyaig 1)
e WMeeT Mecta. B Takom cjayuae Hame YTBEpXKIEHHE JOKasalio,

HUrak, npenomioxum, yto Touka C Haxoautes Haj Toukoii T npa-
Moit x=M.

Ecan, npu 37oM, Touka A okamercs mog Toukoit A Ttoraa name yTRep-
XKjeHHe CHOBA J0Ka3aHO. : -

Takum 06GpasoM, NPeANOAOKHM, UTO BCeraa Yi~yo. [lyctn [ toygy
nepeceyeHuss MoJoxuTeILHOH Tpaektopuu [(A, () ¢ npamoil x=M, [-touxa
BTOpHyHoro nepeceuennsi [(A, ) ¢ npamoit x=M, u, naxonew, J (O, )
— TOUKAa TepeceyeHus f(A_, ) ¢ orpuuareannoil noavocnio Oy. Tak kax
1 >1jo, Mbl HMeeM f»<g, <0.

UTtob6Hl ﬂpl'l,CLTl'l K I][JOTHBO[JCLHIIO, MbLI OUeHHM peBapHTe/Ibio Bapha-
wio Gyskurn A(x, y) w tpaekropun (1).

a1). Bolumcanm nponssojnyvio [i-'

BJLOJb 010101 Tpackropiin. Kmeew
ay
R e Rt Ry
ay Yy = gxdy — #(x)
CaegoBatensno, npn x3=0
d

= A (.‘l‘).

dy

BaegeM o6o3Hauenne AR)= X, V) 1 HHTETPHPYEM [ocaejaHee pased-
CTBO BJO/Ib Ayrit BC u notom Baoss EF. TTonvuim

C B

HO) —(B) =\ Fay = —\Fway = — (yu — yo)
. B C
E
ME) = ME) =\ Py < ¥y — v
* E

N d)
BbI'-{HCJIHM Tenepob ﬂpOHBBOﬂ,Hle E BJIOIL O/1HOI} TPAEKTOPHH. HmeeM

di )
2h gk | dy AL ahis (v — 8()

ey 9% T g()

h(y) — F(x)
Mpn — M<x<M w h(y)

()

M) - (%)

Zd BBCAEM wiicng

Q
LPst ‘M
P

N
i, Lpg = | | £

W) — F(x) e E) dx,
W ;
(%) F(x)
LSW=S ‘—g—_.‘_ (%) F(x)
WY L e 9%, L =S =sidhents) N
S “ u] W) = Py | 4

’ 06 oanoit Teopeme CYIIeCTBOBAHHA

pie MHTErpanbl OCPYTCst BAOAb YKa3alkbiX Ayr Tpaextopuit. O6osnavim
L = max (Lpg, Lrs, Lsw, Lyp).
PaccMOTPUM HHTErpas
B

Wz e TR 5 — s £
hiy) — £(x)
A

B cuay yeaopisi 4, Mbl MOKCEM BBIOpaTh TOUKy B Tak, utobbl Y>> yp U

inl A{y) > sup A(v).
YEEY S YA YQEVE Vp

Torna, kakoso Obl L Oblio Xe |0, M|, xoopauuatsl (X, ypg), (X, Yas)

§ h - |
TOUEK, B3ATLIX COOTBCTCTBCHIO na ayri Tpackropun PQ, AB, ynosaersopsior
HePaBCHCTBAM

hvpg) — F(x) < h{yas) — F(x).

[3-3a 3toro

Q

i M Bl RIA | oo 2 F
F5, s 81 e —_— x| = +PQ = .
(MA) — MBITZ “nm gl Q

I)

CaenoBartennslio,
|n(B) — M4)]| < L.

.“\HH"I()!'HLIHO ToKasblpacres, 4ro
« el A =Rl = L
IMD) — MC)| < L, |ME) — MDY < L, M) — NE)I <
, 46CO/IOTHOTO
OTcioga Cieayer, uTo uncao 2L OrpanHuHBACT BAPHALGHO ‘éﬁgﬁgcﬂ o
jga CJCAyCT, - piri ax
davennst (ynkuuu (X, y) BLOIb JI00OH TpAeKTIP I (&S ‘
obnactax
M=x=M, y)< —a;.
'Bl i) {‘_ AIS\S A], h().) >”}, 1_)’2 ::{- A][ :__—-\ = ) (.)) % i
TN A HpueHa B 00J1dC-
M). Cefiuac Mbl JIOKaxeM, 4T0 BapHaLHA )t{(:awt()m_—i I?(r(g’ail-}- G(x) caenyer,
X B, 11 B,. B camom geJe, 43 COOTHOLICHHI ALh:/

N0 np yy> 0w [h(y)| >a MO > ]weem

HE) — HE) =7~ + 5B

"l ey 1
<

San JyuHM 1
Ho s Cillly Teopembl O cpeiHeM 34aueliny, Nody

v =

Bnydn = (¥ — Y)HCa),

H(y) — H(y) =

<le—
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§

rae ne[y, y] Ilostomy, yuutbisas tot (akr, 4to B obaactsx B, y B
MECTO HepaBeHCTBO [N — A <<L noayyum 2 HMegy

nieE Ll 2L 4 2M . max lg(x)|

v —yl= < —Msxsu_
[A ()| a

ATHM MBI f0Ka3aJj
i OrpaHH4YeHHOCTb BapHALUHH Y BAOJbL H
: Jb OJIH N
pacnojoxenHo# B o6sactax By wiau B,, nMeHHO G kO

| ey x|

ly —y]< N,
rae ynciao N pasuo

l[QL + 2M . max [g(x)|
a —M=x=M
H). Ouennm Ttenepp pasnocts A(J) — A(D)

= . Tak Kak m : G
4TO Y1-Yo, MBI HMeEEM H Yo<y Wi e

<0. Ho roraa, ¢ oanoii CTOPOHBI

©) MJ) — AD) >0,
n6o

MI) = MD) = 20, 35) — M0, 3,) = H(y,) — H(y,) :y§ h(y)dy =

" W1

= 0 0

Y2

: » MBL JloKax
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DIFFERENCES DIVISEES ET DERIVEES
par ;
TIBERIU POPOVICIU
it Cluj

I:

. — Soit A[f] = A[f(x)] une fonctionnelle linéaire, donc additive
et homogeéne, définie sur un espace vectoriel S de fonctions f=if(%), reeTlles,
de la variable réelle x, définies et confimues sur umn 1111;_ervalle;_1'. Nous
désignerons par a I'extrémité gauche et par b extrémité droite del }ntsarl}f.alle
I. Dans la suite nous supposerons toujours'que les éléments de S vefrl 1e§1.—
nent toutes les propriétés de dérivabilité nécessaires pour que les foncti-
onnelles linéaires considérées aient un sens. Nous supposerons Lou](l)]urs que
S contienne tous les polvnomes. On suppose toujours q_lued,r:]<_ ‘de’ter

Toute fouctionnelle linéaire A[f] a un degre dc;mctziu ¢ );ennombre
miné. Ce degré d’exactitude est le nombre entier 7 = — 4, ou le
mpropre n = oo, caractérisé par la propriete:

1°. n=—1si A[l]50.

9o [ T 0, 5= VIR AT
A X & Lo 1
au moins des nombres A[x'], i=10,1,

3. n=o0 siAd[x']=0,i=0,1 ... i st .

; v ; i ) : st T > eu siet

Dans les cas 1° et 2° le degré d exactitude est fin. (éeqi?smiilllls Dans
sculement si 4 [f] est différent de zetg, Sy unl pol)/’lllﬁ}l]l e;t nul sur tout
;5 1Ca5 3°, le degré d’exactitude est infini et alors
Sriome i tout polynome

oy ; 1Lk soit nulle sur tout poly

Pour qu’une fonctionnelle lincalire 1‘1 [J;g dexactitude soit égal 4 n au
Sademad , 11 faup et /L sufftie S8 (egU )(;lynome de degré u est de
moins (on suppose toujours que # < ). Un flf' Tk W

= 1C1 4 STRUER
la forme apx” + oy Vet i fes CO(;mut coafﬁcg’mt «g est F 0, le
des nombres réelles quelconques. Si le plus
bolynome est dit de degré effectif 7.

. 2. — Nous allons nous occtper - aison linéaire des valeurs, sur
linaires 4 [f] qui sont égales a une sombige ¢ d’'un nombre fini de ses
U0 nombre fini de points, de 12 fonction ene linéaire est de la forme
érivées de divers ordres. Une telle fonctionne

ol el bl e 0 et silun
est différent de zéro.

en particulier, des fonctionnelles



