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EQUATIONS FONCTIONNELLES CARACTERISANT LES
NOMOGRAMMES AVEC TROIS ECHELLES RECTILIGNES!

par

FRANGOIS RADO
a Cluj

Introduetion \

x A z4

Soit
0:P = f(x), 0.Q = g (), O:R = h (2)

les équations des échelles du nomogramme
dela fig. 1. On suppose que les fonctions f, g
et % sont continues et monotones au sens
restreint. Entre les cotes x, y, z des points
P, @, R, situées sur une méme droite, a
lieu la relation .

(1) z=H[F(x)+G @],

. o dy Nt dyf iy 3
Al Sl b e 3 .(y') .
H(z) = h (2). La fonction z = f(%,y) définie
Par (1) est continue et montone (par rappor’t
& chacune des variables). Dafms 1{_3_5 coqsﬂf}sé
rati i les fonctions a
ettéoféiilgﬁilgu::fout supposées coutinue§ et monotones. Les échelles .
des nomogrammes ne permettent pas d"}'lypotheses plus largf.f oy

Il se pose le probléme de caractériser les fonctions z = , YY), 4

Peuvent étre mises sous la forme (1). :
——__.ﬁ M . A ~ ja

1 Cet article est compris dans le travail ,,Ecua’;u"fun-ctxonale in lggatxiritcu;?:;oggélje"
bublié ep langue roumaine dans la revue »Studii gi Cercetdiri de Matem . 5l

9.249—319 (1958).
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I

Si on se borne aux fonctions z = f (,y) adllnetta_nt des d érivées Partielle
jusqu’au troisiéme ordre, alors la condition nécessaire et suffisante pour gy
f(%,y) soit de la forme (1) s’exprime par la condition de SAINT-ROBERT [|]

‘

2 ’
) n M = (.
949y /y (%.3)

J. ACZEL a caractérisé, dans les conditions précisées plus haut, le g
particulier de la classe des fonctions

2) z={(xy) = H' [aH (%) + bH (y) + ¢]
par I'équation fonctionnelle
3) ), f5.9)] = fTHy), f(x)],

dite équation dela bisy:m étrie[2], [3], [4]. Cet auteur est arrivé 4 ce résultat
en 1mposant d’abord 4 la solution de I'équation (3) deux conditions supplé-

‘ m_enta1re§. Ind.épe.en.da’mment de celui-ci il a démontré aussi [5] que 1'équation
dite de I’associativité ' o

4) Txy), 41 = {5, f(y.0)]

admet comme solution les fonctions (2), avec ¢ — p — 1, # = 0.
e nJéHACZEI_, a form}ll_e le prob}én}e de la recherche d’une équation fonc-
€ qu caractérise les fonctions (1) en général [6]. a. HOsszU end

trouvé le résultat gyuj 7 ti
trouv : vant [7]: les solutio é i onctionnelle
a trois fonctions inconnues e lequatloll Sk

(D)‘ Ige,3), hiy,0)] = [8(wy), B(x,v)],
qui sont montones au seng restrei

A Bk ielles
de premier ordre, sont les fOncti()nSmt ¢t admettent des dérivées partiell

hxy) = 67 [y

: ) x) + M(y) ]‘

Outre 1 _hypo'ghése de 1a dérivabilit

2;; é)o;n- d::a.cxderﬂ S1 une fonction donnée e
onction j

, fony Y en i :

I'application trés dif’r‘icil.;_j1 encore deux fonctions inconnues, ce qu

> s y ient
€, ce résultat a cet inconveme

st ou non de 1a forme (1), 2 Cot"faifi

€ et montone ay seng yog ot G€ la forme (1)
en 5 ) s . 2
1ésolue par ra S restreint, I'équation z— f (x,y) peut

= IZPOIt é, X et - ___-_ c ~ 430115
données peut étre berite dé’ laxf é’og;,:l); ; 3,:{ (2,%). Une des conditi
' nte
6 - ~
( ) f[f(u,x), / ~
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qui est un cas particulier de I'équation (5). L’hypotheése de la' dérivabilité
1’y interviendrait pas.

Une interprétation glométrique de 1 équation (6) est connue dans
la théorie des tissus hexagonaux [8]. Une autre conduit au résultat suivant -
les nomogrammes avec trois échelles sur une meéme cubique représentent une
équation de la forme (1) et il n'y a pas de nomogrammes 4 points alignés
d’autre nature pour I’ équation (1). Les autres conditions qui seront donn ées
peuvent Ctre elles aussi interprétées géométriquement de deux fagons
différentes.

Les ¢quations fonctionnelles (3) et (4) et d’autres équations similaires
peuvent &étre résolues facilement a 1'aide de la condition (6). Ainsi est établie
une mcéthode nouvelle pour étudier une certaine classe d’équations fonc-
tionnelles.

I’ ¢étude du domainedes valeurs de la fonction H(x) en (2), qui s'impose
pour différentes valeurs de a, b, ¢, est faite également dans ce travail.

Siz = [ (v,v) vérifie (6) et peut donc étre mis sous la forme (1), ilreste
le probléme de déterminer les fonctions I, G, H, c’est-a-dire de déterminer
les échelles, ce qui conduit & étudier I"équation fonctionnelle

L (x+y) = flok),yW]

a trois fonctions inconnues ¢ = I Yy=G", y=H" dune seule
variable. Elle a été considérée par J. ACzEr, pour 9o = =y [4]. Nous
v réduirons le cas général, ) L 5

Nous avouns lié a I’équation de l'associativité (4) de non}‘t’)reux. faits, qui
ont paru jusqu'ici sans rapport entre eux, notamment: !'équation de la
bisymétrie, les propriétés des tisus hexagonaux, nomogrammes dont les
échelles sont situées sur une méme cubique, propriétés caractéristiques des
cubiques.

§ 1. Conditions pour qu'une fonction soit représentable par un-
nomegramme avec trois échelles rectilignes

Considérons la fonction de deux variables

M f(xy) = H™' [F (2) + G ()],
ottles fonctions FF, G, H d’une seule variable sont continues et monotones
au sens restreint. La fonction (1) satisfait a la

Condition T floeys Vo) = (%2, Y1), flxyrys) = H#a0) = [(%a, ¥3) = [(x3,92).
En effet, en vertu de la monotonie de la fonction H lgs relations

H7'[F (%) + Glya)) = H ' [Flwa) + G)),

H! [F(x,) +Gs)] = H [F (x4) + G(ﬁ_’l)]
entralnent _
F(x)) + Gly,) = F(xy) + G F(x,) + G(ys) = F(x5) + G(y4)s.

10 — Mathematica
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d’ot I'on obtient par soustraction
F(x,) + Glys) = F(xs) + G(v2)
otl :
H'(F(5,) + Glyg)]=H " [F (%) + Gly,)].

La condition T entraine évidemment la
Condition B: f(x;,yy) ={(25,31), [(%,, Ya)=[(x3, v,) =
=f(x2,yz) "*f(xz,ys) =f(x3,3’2)-

L’interpretation géométrique de cette condition est la suivante: les

lignes de niveau de la fonction (1) et les paralléles aux axes formentu

tissu. Soit S(x,, y,) un point quelconque du plan et L(x,, y,) un point

: appartenant a la droite x =1,
ya (fig. 2) ;1a droite paralléle a l'axe
Ox menée par L rencontre la lig
ne de niveau par Sen M, la pa
ralléle 4 'axe Oy par M coupe la
droite parallelea Ox par Sen),
) ' la ligne de niveau par Netl
droite paralléle a Oy par S se
coupent au point P, la par_allele
a0x par P et la ligne de niveal
ot 4 par S se coupent en @, enfin les
P droites parall¢les aux axes par
et S respectivement se rencot-
trent en R ; la condition B exett
: Prime la propriété des points 2
0 R B BISE IR §late Situds sur 18 mers
7 X2 X3

X ligne de niveau. Autrement t:

.}{9 -----

A ’ . q e
g 1 cotés et diagonales des ligne®
niveau et des droites para

1C1 une démonstration plus directe

)
ens Iesa f(l; ¥), définie dans un domai®
isfait 3 ], conditi Int par rapport & chacune ! o
Nous Pouvons admettre aussi, ng lo (Iilour tous les points du dorpaéiélrie uf

es et que | : OMmaine D contjent 4 son iBt®T 4
#48 % fonction 4 (%, ) est croissante, parce qu’en 2P A

A ur |
I'hexagone curviligne ayant PO

de &

11eles |
’ er- |
aux axes de coordonnées, 5¢ :

a
on g 0 ’ t de !
Nous présentong jo LOUT COnséquence que f(#, ¥) de ¢ |

N7 o
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quant une transformation linéaire convenable aux variables indépendentes,
on peut arriver a ce cas.

Considérons une ligne de niveau qui rencontre les axes de coordonnées
dans les points A, et B,, de facon quele domaine OA, B, soit dansle premier
cadran et a l'intérieur de D (fig. 3). La ligne de niveau menée par le point

\

5
.

NI

Fig. 3

d’intersection B, des paralléles aux axes par A, et B coupe les axes en
4, et C, respectivement. En vertu de la condition B, les figures Bpanchon
se referment, donc les points d’intersection By .et ,Ca des pa'rglleles aux
axes par 4, et B,, 4, et C, respectivement sont situés sur une méme hgrée
de niveau, qui rencontre les axes aux points 4, et Dy. Les points B,, C,
et D,, obtenus d’une maniére analogue sont qgalement sur la méme hg_ne
de niveau. On continue cette opération jusqu’a ce que tcgus) les points d 111:1-
tersection des paralléles déja considerées se Frouvent a lextenfur de ui
Dartie située dans le premier cadran du domaine D. Evidemment on %)el
fdire la méme construction pour tous les cadrans; soit C, par exemp 1?‘12
Doint d’intersection de la ligne de niveau par B, avec la damtle lEafz ea-
alaxe Ox par C,; B, et 4_, respectivem‘ent, 11utersect18n e atiégexrxn e111)1;-
Talléle 4 'axe Oy par C, avec la paralléle & Ox par B, et O respec Neen
les points B, et O se trouveront sur la méme ligne de mvez&u, ete. 5
ésignerons par x;, I'abscisse commune des points 4, B,—+1! ti+(23' tc pet
Y11 Pordonnée commune des points By, par ¥an Cffﬂe des poin S tk. 2 ' ”B-
Par z;,, les valeurs communes de la fonction z = f(x, y) aux points A4;, B;,
b
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Définissons les fonctions F(x), G(v) et H(z), pour le moment sur |
points discrets xj,,, 34, €t Zj,, ainsi:

Flre) =i, Glyi) =i, Hza) = i.

€

Alors la fonction donnée z = f(x, y) satisfait aux sommets du réscan constry;
a la relation
(7) H[/(% v)] = F(x) + G(y).

En vertu de la continuité et de la montonie au sens restreint dels
fonction f(,y), le systéme d’équations f(a, B) = z,,,, (e, 0) = {(0,
admet une solution unique o, f et 0 < o < x,, 0 < B < v; cest-A-di

quil existe sur la ligne de niveau A,B, un point unique B, dont les pro
jections aux axes A; et B; sont sur une méme ligne de niveau. Constru
sons un rectangle aux cotés paralléles aux axes ayant comme sommet

opposés B, et By; alors les deux autres sommets By et C; doivent &
situés sur la méme ligne de niveau. De la méme fagon B:L étant 1'intersectior
de la paralléle 4 Ox par Bjavec la ligne de niveau par B,, et Ajla projection

f ) . { ’ g . 3 ALE
de By sur l'axe Oz, les points B3 et 43 doivent étre situcs sur une méme
ligne de niveau. En continuant cette opération on arrive 4 un raffinement

- du réseau obtenu par le premier pas de la construction. En d ésignant Is
abscisses et les ordonnées des no

uvelles paralléles par x;,, et v;, respect
V2 S 2 1
}7 eme,nt' O & %22 = Tk, Yo =Ygy, Soient 2,2 les valeurs de la fonctio!
(%, v) sur les nouvelles lignes de niveau; alors zyp — z;,. Fn définissat!
F(xi) =
Nous avons aux sommets du r
et nous pouvons ohs
du réseau raffing, .

Nous continug 4 ifinie
ns cette ; . 7 : nié
ment. Au #- Opfration de raffinement du réseau indéft

iéme’ raffinement SRt ol
. nous définj n £ Kb, A
{zz,n}‘ et les valeurs-des fonctions F ¢ et A g oy il w} {

“dans ces points en posant

’ . . 241 1 i 5 SJ
ery tseau original les valeurs définies Cl'debsgts
IVer que la relatjon (7) est vérifiée pour les somm®

/i3 (xi,n) =

Cela ne change pa jeme

s les v :
réseau et la relation @) E;I:‘;Tzn.(}ie Cgs fonctions aux points du (# — 1)
paiieh e de :
4 tLes ;‘bsmsses X115 X132, . Procge - PIOChe. ‘ ("—'” .
SONEPasTtiVes 1ot Hormart s’ iy « 0 des Hoi . [ R
‘HoTme : , points 1, A1, ] i
FE0 Onea: O nt une syjte déer 4 une 1%

oissante, qui a donc

. de I'ensemble &, formé
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sens restreint de f(x, y) que vy, a aussi une limite, soit y:'“. Si dans la pre-
miére dgalité n—oo, on obtient f(x*, v* (2", 0), c’est-a-dire v = 0.
I.a seconde ¢oalité entraine /(1 0) = f(0, 0), donc 2 = 0.

Considérons un domaine 04 B, intérieur 4 D, limité par les axes de
coordonnées ¢t par la ligne de niveau A B, 4 étant un somment de réseau.
Alors 'ensemble {,\.‘,l,,} est dense sur le segment 0A, quand 7 et # varient.
En effet, supposons qu'il existe un intervalle (v, 8)e 04 qui ne contient
pas de points x;,. TPour chaque #, nous déterminons le nombre k k(n)
de sorte, que l'intervalle (v, 8) soit compris entre A{et A, La ligne de
niveau par ;" coupe l'axe Oy en QY 1a paralléle a Ox par ce point rencontre
la ligne de niveau par 4§, en (),(\,’i](fig, 4). La projection du point Q) sur
Ox est justement le point A En tenant compe du fait que pour n oo,
O Qi 1= 04" = x,,~+0, on a AD4D,
hypothése. " 11 s'ensuit
que les points de réscau

0, en contradiction avec notre

v

forment un ensemble
dense sur le domaine
0AB.

Considerons un do-
maine OMM", limité par
les axes et par la ligne
de niveau MM", qu’on
suppose qu'elle ne passe
plus maintenant par des
points de réseau (fig. 5).
Nous allons démontrer
que les points de réseau
forment un ensembleden-
se sur OMM™, 11 suffit iy
de démontrer que M est 0 A,
un point d'accumulation

n)
Ak+f 5

Fig. 4
par les points x; , situés i Ao
sur le segment OM. Supposons le contraire, c’est-a-dire que @ =sup &

' soit situé 4 gauche de M. Nous savons que & est dense sur 0@),.donc on peut

hoic: : AN 5 T= le rectangle
choisir Jes points ()’ et ' appartenant a & de telle maniére que ,
RQ’RS aifl; les smfmlets S et Q" sur la méme ligne de niveau et que le som-

| Met R soit dans le domaine QMAI*Q*. I1 s’ensuit que R et R’ sont des’

llfi)lints de réseau, c’est-a-dire que R’eS, ce qui est en c_ontradlctlon avec -
ypo C =35 L ] i)
ﬁPC(;ct}:\?igan le sclljé)r‘ufiine D par des domaine D, dont ch’amIm gst limité
Par des paralléles aux axes et par une ligne de niveau. T Igsu_ te de ce {111(?
dous venons de démontrer que, si D; contient un point de _reseau,ta ors
I en contient un ensemble dense sur D;. Il s’ensuit immédiatement que
€ points de réseau forment un ensemble dense sur D,
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|
Les fonctions F, G, H définies sur les ensembles denscs { %tn}, 5 } ‘
{zi,n} Tespectivement, sont des fonctions continues et monotones ay qer;s
restreient sur ces ensembles, ainsi leur définitions peuvent étre 6étendug
par continuité pour toutes les valeurs #, y, z, qui se trouvent dans les inte.
valles déterminés par le rectangle circonscrit au domaine D), ayant les
cotés paralléles gy
axes, et par les ligne
de niveau tangentes
ce domaine respective.
ment. Ies fonctionsF,
G, H ainsi définies
sont continues, mono-
tones au sens restreint
et satisfont en plusila
Condition E: L'in-
lervalle des valewrs de
la fonction H contient
tous les nombres dela
forme F(x) + Gfy),
(%, y)eD. :
On peut voir que
la relation (7) estve

o Q' - ) —e= rifiée pour tous les
& q o4 w X (x,y)eD, sil’on passed
Fig. 5 lalimite par des points
du réseau. Ainsl 1110115
THEOREME 1. Soif 7z — ] avons démontre I
quelconque D. La condition /%, 5) une fonction définie dans un domaint

B, la continugs i
A . ) Mwutg e * » Stf'ﬂzn )
de la fonction f(x, ¥) sont nécessaires o suf - i viontonty au S54SR

sott de la forme (1), o F. G [tsantes pour que la fonction f(% )
. ' ] 3 H . q
Sens restreint et satisfont g 'coS:xZizfoifzs 1]{:,9 Ao comties & mangitt

soit satisfaite. Donc o1
le domaine D. Si tout PO fa
1%, v) est de la forme (1) ”ﬂﬂ
(1) dans le domaine D méme (| S Testreint, aloys f(x, y) est de 1@ [0
globale (1)). (la PTOPIiété 1ocale (1) entraine la propri®

Dans les condit

BRE ons de conti ’ -
cond’i‘t:{oﬁl:) 1;_) condition B, 111‘51(1)1:111 f;edet de monotonie énoncées 1)

HEOREME 111 Lg congiyy: onc le
restreint de g foncts naition T, g continug o au SEW
s0it de [a formz (1),1?; ];(;x’GJ’) sont nécessaiyes :;ziif;;Séityionzg;tﬁue (% )
Sens restreint (et satistops 5 et H sont g es p sones &

e / Onction ; no
ala condition E) s continues, Mo

i
|
J
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]4'i‘1t(-"‘¥”"‘tflt1"“ 'fi_(‘”l“‘*”i(l"(‘ de la condition T est représentée sur
la figure 6. La figure dite figure de Thomsen, doit se fermer.

On I"“”_ remplacer la condition B et la condition 7 respectivement
par une troisieme :

Condition R: [f(xy, v
[(%a, ¥1) 3 [(%1, y4) = f(2a, ¥a) ;
25, ¥5) % i) =
— f(x5, V) fix,,

y‘l

Sy
Vo)

Lin effet, on peut constater
par une veérification directe, que ¥
la condition R résulte de (1) et
que celle-ci entraine, en posant
X, = %3 et y, = v,, la condition
B, et donc (1). On a le

THLEOREME 1V, La condilion
R, la continuitc el la monolonie
aw sens restveint sont wnccessai- 0
ves el suffisantes pour que la
fonction [(x, v) soit de la forme
(1), odwles fonctions I, G, H sont
continues et monotones au sens
restreint (el salisfont a la condition E). : ;

L'interprétation géométrique de la condition R est que la figure de
Reidemeister se ferme (fig. 7), c’est-a-dire que si trois scxpmets d un rectangle,
dont les cotés sont paralléles aux axes de coordonnées, se dep]acent_ sur
des lignes de niveau, alors le quatriéme se déplace également sur une ligne
de niveau.

Fig. 6

I.interprétation des théo-

o 4 rémes III et IV est bien
¥ = e connue dans la théorie des
" tissus [8].
Observations. 1) Nous pou-
Yy k- vons démontrer directement
= T I'implication T" - R. Soit
' .
: f(x1, ¥s) = [(%e, y1), f(%, Vi) =
% --‘T _____ ] = f{a%e; Va), /(4‘:3, ya) = f(i‘:m V1)
! : et définissons les nombres £
| |
t 7 par
T — h oo B MBS
| g : f(x, ¥) = [(E ¥s), [(%, ) =
0] l L ;( P = [(%a, ¥a)-
X X, X i
’ o 2 En tenant compte de T
Fig. 7 f(E, ) = (%, y4). D’autre part

H%, ¥1) = [(%1, ¥s)s (2, ya) = f(E, ya) = [(E, y1) = {(%1, o),
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flow ) = i 2), 150 32) = J(E 3) = f(30, v3) = H(E, ) ;
donc f(xy, ¥.) = f(%s, V4).

2) Les conditions T et R peuvent étre combinées et nous obtenops |

une quatriéme condition équivalente
/(xl: _')"3) = f(xm 3’1), /(xh 3’4) = f(xan 3’1): /(4\:. _\’:1) — /‘(_41'3, ".‘.J‘)
~ [(22, 1) = [(20, 3).
§ 2. Application a la résolution de quelques équations tfonetionnelles

. Les théorémes établis peuvent étre utilisés pour la résolution de
plusieurs éqations fonctionnelles. Plus particuli¢rement les théorémes I
et IIT sont bien utilisables. Nous appliquerons ces théorémes pour résoudre,

par une voie nouvelle, quelques équations résolues par d’autres auteurs. 3
ment unitaire des équations caracterisant des |
ntables par le nomogramme de la fig. 1, parti- |

Nous arriverons & un traite
classes de fonctions représe
culairisé de plusieurs fagons.
1. L’équation de Ia bis
z = f(x, ), définies
tions suivantes :

ymétrie. — Cherchons quelles sont les fonctions

a) o< f(x, y) < B (nous disons que fest unc opération
b) f(x, 9) est continue / e :

c) f(x, ) est monotone auy sens restreint
d) elle satisfait ¢ Iéquation de Iq bisymétrie -

I, 2), 1y, 9)] = 1w, ), H(x, )]

%00 ue(a, ) [2].
Nous démontrerons 4’ . ‘efnit 4 18
condition T dans le rectap abord que la fonetion 7 — /(x, y) satisfait a

: gle Ro < r< B s er vie(aB)
(1' = ]'J 2: 3) et Ve o, t 2 C€< y< @} bolellt Xi, :‘)l s
= f(%0 %2). On 4 s(ucc‘il’siﬁe,ﬁ;ﬂp"s‘)“s Qe f(2, 32) = (%, y:), (2 93

f[f(xh 3’3)! /(yl* ‘U)] T f[f( 2 Y1
= biEn 3_"3); s, v)] = fE;(ﬂi)f;’lf

On peut observer

pour

Os 0)] = fli(w, wa), 13, )] =
’ ): f(yz, 'U) = f[f(x:h ;\,rz), /(:\'1, 'U)j
qong 22e dans le premjer ot : xieme¢
argument est identiqy d P ¢t le dernier membre le deu =
=f (:7[513, yz)lll Af08c en utilisant ] condition ¢) on obtient : /(%
result S01 A

Sulte du théorane IIT que f(x, ¥) peut étre écrit sous la forme
(%, y) = g [F () + G()1.
» 01 obtient Eoto
H{FH ™ [F(u) 1. g

Substituant en (3)

%)] + CH'[F(y) 1 ¢

+ GH™ 7 O} = = FPH () + GOIT
T x +

G(v)13.

0

POUr < < B, w< v < B, satisfaisant aux condi |
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En égalant les arguments de la fonction A~}
et en changeant les notations
—

(8) FH™ = o,

H (1)

des deux cotés de I'égalité

GH™' = ¢

=S, H(v) =1, H(x) =, H(y) = 4,
on obtient

(&) ] + dle(4)

o[ os) o) ]

ou

)]+ $le(8) + (1]

~oLo(s) )] = wlep() + w6 — wlom) -+ po)].

¢l @(s) +w(3)]
Le second membre ne contient pas s, donc
®(s) — 9(s)

La valeur de 4 étant fixée, choisissons £
alors K¢, = iL(d), ct

=Kan s s = H(E) — ().

f !

et 7 tels que $(€) — () = d;

w(s2) — 9(s1) = Ms. — sy),

pour toutes les valeurs de s, et s, contenues dgns le domaine de def1q1‘aon
de la fonction ¢. Par unchangement de notation nous obtenons une e%uaj
tion fonctionnelle semblable a I’équation de Cauchy, mais contenant deux
fonctions inconnues

) olx +9) = o(x) + ()
T = %o, M(y) = @y + %) — @(%,), 1'équation
oz +3) = o(x) +
o(% + %) — (%) = P(«)
Dl +y — ) = O3 — %) + OW)

En posant (9) devient

olv + x,) — ?(%,)-

Pour on obtient

ou, avec la notation x — %, = 2/,
Oz + y) = D) + O(),
¢’est-a-dire I’équation méme de Cauchy ; par conséquent
O(x) = ax
et
Q%) = D(x — %) + ¢(%o) = a(x — %) + p(%,) = ax + ¢,.

De la méme facon on obtient §(x) = bx -+ c. 20 noitaups L BT
De la form?lle (8) on a I = oH =aH + ¢, et G 4 i

Par cons équent

(10) (=, y) = H;l [aH(x) + bH(y) + c]
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(¢ = ¢; + ¢,). Quant 2 la fonction H(x) on sait qu’elle est continue, monotope

au sens restreint et vérifie la condition E. La condition E dans ce cag Peut

etre énoncée ainsi : I'intervalle (v, 8) des valeurs de la fonclion Hx) salisfajf |

a la

Condition E': hy, hye(vy, 8) - ah, + bh. + ce (v, ).

On peut voir aisément que les formes suivantes de I'intervalle (1, 3)
sont équivalentes 4 la condition E’, pour les valeurs différentes de a, b,

Sia -+ b1, on peut supposer ¢ = 0 (parce qu’en éerivant H(x) =
I= Hy(x) +c/(a+b—1) le terme constant disparaitra). Dans les cas

— V. nous avons supposé ¢ = 0.
I.a>0,b6>0,a+b<1: Y=< O0< @
II. a >0, 0 >0, a + b >1: Y}O,S:mouy:—m,Sg(\
ot Y= —ow, § = 4o
III.a<O,b<O,a—}—b>—1: Y+ 38=0

IV. a < 0, b<0,a+b< —1:
V.ab< (:

VI. a+b=1,0<a<1,c=0:

Y=—00,8= 40w
Y: — @, 8 = +O
(v, 8) quelconque

ngi_,:+l;=h0< a<1, ¢c>0: Y quelconque, § = - w
IX. = a<<l,c<(: Y = —cc, § quelconque
@B = g 20t gy a>1: ==, §d =4

Dans tous les cas, les raisonneme
A nt

P+ 9=1->ph, + qhye [, by ).
Nous avons démontré que (10

$ s’appuient sur le fait que p > 0, ¢ >0,

) est 1a conséquence des conditions a)—d),
1€ 3au sens restreint et of I'intervalle (¥, 9)

e, résultat si 'intervalle («, §) est ferme
condition c) il résulte que f(x ntervalle ouvert (a, p); de :
mités de l'intervalle (e, B) éy =, % ou B seulement gj y ot y sont les 6x4r™
valle ouvert : leg conditions ene 1a condition 2) reste valable pour linte
que le théoreme IV s estent évidemment valables. On apph-
B e g ] , B), on définit la fonctio?
‘Femgﬁt- La condition q:’n ;S.t Possible si Y, 3F Ies%)ec:é
% P estrictiye, i b
tervalle demi-ouve?‘éle[iesﬁyas L 1IT et VT qyi res,i?]%r):;;i&]:?vgéif gy
les cas IT et Vi - P On Peut ajouter |oq cas I let VI1 @tjpour & &
2. L’équation de la hi

a tésoly I'équation de " Symeétrie ayeg (.

OIS 3 . A
bisym étrie d,agﬂdltlonh supplémentaires. J. AC%E

conditiong Supplémentaireg Stuivantes - . SR 5
e) Reflexiyite - e ) = ' .
D Symarie:  f," 5 ~ 1, af)
» = s %),

% 9 e(u, B).
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Plus tard il a supprimé la condition f) et enfin la condition e), [2]. Aprés
avoir résolu 1'équation de la bisymétrie en général au point 1., nous pouvons
maintenant retrouver facilement aussi ces résultats intermédiares. Dans
les considérations suivantes 'intervalle (o, B) peut étre ouvert, fermé ou
demi-ouvert.

Les condilions a)—e) sont nécessaires et suffisantes pour que la fonction
H(x, v) soit de la forme

(11) fe.y) = H™ [aH(x) + bH(y)], (a + b= 1).

On peut vérifier tout de suite que (11) satisfait aux conditions a)—e).
Supposons maintenant que la fonction f(x, y) satisfait aux conditions
a)—e). En utilisant le résultat du point 1 on peut écrire

f(x,y) = H ' [aH(x) + bH(y) + c];

condition ¢) devient

aH(x) + bH(x) + ¢ = H(x)

pour xe(w, ), possible seulement lorsque ¢ =0, a 4+ b = 1.
Il résulte immédiatement : ‘ .
La fonction {(x, v) salisfail aux conditions a)—f) si et seulement si

—1 [ Hi#) + H(y)
iz, y) = H I[_—z—]

Observations. 1) l.es conditions a)—f) peuvent étre remplacées par
a), 'b), ¢) et
Distributivité en soi: [[x, f(y, 2] = &), &%) ]5
2)

ceci résulte d'une note de RYLL-NARDZEWSKI par I'intermédiaire de (12
[9], ou directement, comme KNASTER a montré [1’0]. i ‘ :
2) Les conditions d) et f) peuvent étre emplacées par 1'équation modi-

fiée de la bisymétrie
(13) Flie, %), f(v, y)] = 110 y), [, %)].
Car, en posant u = v, f(u, x) = &, f(u, y) = 7, il en résulte que
fE ) = [(n &),
ce qui conduit a I’équation (10). D’autre par I'équation (10) et la symétrie
entrainent 1’équation (13).

3. L’¢ i *associativité it f(x, fonction définie pour
3. L’équation de Passociativité. Soit f(x, y) une on- défin :
%Y e (e, Bq) (w, B peuvent étre infinies) jouissante des propriétés suivantes:

a) f(x,9) e (n, B) (f opération) '
b) continue et monotone au sens vestrewnt

o) f[f(x, y), £] = f[x, f(y, )] (f associative).

J. ACzE1, a démontré [5] que ces conditions sont nécessaires et suffisantes
pour que f(x, ) soit de la forme

alors la
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f(z,y) = H [H(x) + HO)], i

olt H(x) est une fonction continue et monotone au sens restreint dans (g, B).
Nous démontrerons maintenant ce resultat en employant notre métoq

2 e,
c’est-a-dire en vérifiant d’abord la condition B.

Soit
(14) /(x.h :\’2) = ﬂi\"'zn ,'\'1): /(xu y:l) == /(xzv '_)"2) = f(ﬁ‘n. _\'1) ¢ ; :
nous pouvons choisir les valeurs /, et /, telles que
(15) f(;\"]l f'.‘) = 1(3/21 tl):

lorsque |y, — y,| est suffisement petit, ce qu'on 5 Dser 7
= s 3 ff] : peut supposer en vertu
du théoréme II. En utilisant c), (14) et (15) on obtient successivement
f[xl: f(ye; t2)j = /I:f(xl) ;)’z)n te] = f[f(xz» 3’1): tE] = /[:‘“‘21 /(‘.‘,15 /3)j =
= f[xzy f(yzn tl)} = f[f(xm y:). zl] = f[f(xlx ,',\'3): zl] = / D'n ./(L\'ﬂ' ty) “
Dauns le premier et le dernier membre 1 |
donc il résulte de 1a monotonie au sens restreint que
. (16) : f(ya; t:) = f()’z: te)-
En utilisant <), (14), (15) et (16), on a
Tl (%2, 95), ] = /e, £y
= 1%, ), 1,] = EN
d’oir :
(17)

e premier argument est identique,

v W] =11% v, 6)] = [[/(x, va), ] =
fu )] = £, fve, £)] = Flfxs ), 63 .

% f(xz: ya) = f(xs: yz)-i
La condition B est satisfaite, donc
o 15.9) = B (F(x) 4 Gy)1.
n la substit :

g bl me:lﬁlbﬁsdatns ¢), en égalant Jeg arguments de la fonction H™
‘ , €t en groupant Jeg termes, on obtien(t

FEEG) +66)) — Fiy

Le deuxiéme membre ne contient

=CH™'[F(y) + G(t)] — 6(0).
Pas x, dOIlC

(18) FH™! i
Notons ) Gl — F(x) = M[G)].
?
Brmle. o .
L’équation (18) devient e ) =

e
11 posant ) = const, on a
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donc I”H_I(E) = ¢ - a ou

D'une maniére analogue
G(x) = H(x) + b,
donc
Hif(x, )] = H(x) + HO) + a + b,
et par un changement de notation
(19) f(x, y) = HT'[H(x) + H(y)].

D'autre part, ces fonctions vérifient 1"équation ¢). Done, nous avons
retrouvé le resultat de J. Aczél

Les fonctions (19) étant des cas particuliers des fonctions (10), on peut
appliquer ici la discussion des valeurs de la fonction H(x) (page 13). Dans

(19) @ = b =1, donc c’est le cas IT qui est valable.

4. L’équation de la demi-svmétriec. Nous avons donné ce nom 2
I"équation
(20) fU %), 1 = 11{G y), ],
résolue pour la premiére fois par A. R. SCHWEITZER, qui l'avait réduite
a une équation différentielle [11], et récemment par M. HOSSZU pour
les fonctions f(x,y) continues et monotones au sens restreint dans
lintervalle (o, B) [12]. .
Soit f(x, ¥) une opération continue et monotone au sens restreint dans
(e, B) qui satisfait i 1’équation (20). Nous démontrons que la condition
T est vérifide. Soit ;
(21) f(x, ¥2) = f(%a, 1), [(%, ys) = [(%, 1) ;
alors
1 [f(%2, ¥3), 1] = [ (%2 1), vs] = [ (%1, ye), ¥s] =
= F[F (%, ¥a), ¥2] = Ff(%a 31), ¥2] = [[[(%s, 22)s 91 ].

En comparant le premier et le dernier terme, on obtient F(%, y5) =
= [(%3, ¥2), c’%st-é-dire (:I;ue 1a condition T est verifiée. Il résulte du théoréme

II que
f(x, v) = H'[F(%) + GO)]-
Substituant dans. (20)
FH[Ff) + G(%)] + Gly) = FET' [G() + G®)] + G(2),
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ce qui implique FH'"I(x) =1+ a, c’est-a-dire F(x) = H(x) +
geant G(y) 4 a par G(y), on obtient

(22) f(x, ) = H'[H(%) + G(y)].

D’autre part les fonctions (22) satisfont a 1'équation (20), done g
. fonctions (22) sont les solutions continues et monolones au sens restreint e

plus générales de I'équation (20).

Le domaine (y, 3) des valeurs de la fonction H(x) est soumis 4 la res. |

trictions selon laquelle les nombres H(x) + G(y) doivent appartenir & (y, 3).

Si G(y) ne prend que des valeurs positives, la restriction_eb:t 8 == e it
G(y) ne prend que des valeurs négatives, alors y = — oo ; si G(v) peut étre
positif aussi bien que négatif, alors la restriction est plus forte: v = —,
8 = 4+ oo.

5. Extension pour le eas oil f(x, y) n’est pas une opération. Dans ce
paragraph nous avons supposé jusqu’ici que pour x, y e(e, B), f(x, ¥)e (, B),

c’est-a-dire que f(x, y) est une opération. Les raisonnement employés pour |

résogdr_e les équations de la bisymétrie, de I'associativité et de la demi-
symetrie peuvent étre appliqués aves des modifications évidentes pour

le cas ott 1a condition d’opération est remplacée par une autre faible : I'infer-
valle («, B) contient un sousintervalle (o, B') tel que pour x, vy e(o, P)
(%, ¥) e(w, B). Alors les solutions (10), (19) et (22) respectivement sont valable
dans (o, ). :

L'existence de I'intervail,

B ISSu7é VY our
lequel f(e, e) = e. (@', B') est assurée lorsqu’il y a e e, B) P

§ 3. Détermination des échelles

Une fois faite 1a ¢ tatati ; : ;
écrite sous la forme Sateten que 1 fonction z = ¢ (x,9) P

; (1), apparait le Probléme de la détermination des for-
t?ﬁesu}:(x)’ G(y) et H(z), Cest-d-dire la détermination des équations de
€S Tespectives. Pour celg il faut résoudre I"équation fonctionnelle

ol f(x, ¥) est une fonct; 4 ; ; Y s
d’une sezﬂe variabllé.c o e F(x), Gy), H () trois fonctions inconnu®

r L i 1
s’éerit ainsi (%) =g, Gly) = =, I'équation ()
—1
. HE + ) = 5y G(n)]
23
E )JF1 xu+ﬂ=HN%¢M]
- - | — =l rady )2 ]

T équation foactiomeieg o). L'é%tion (23) est ume qomiralisation &
- nnelle 3 upe fonction inconnue, considérée par 7J. ACZEL [4]
2% +y) = Hle(x), o(y)]

qui est une généralisation de 14

%

a. Ell Chan_ \
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THEOREME V. La condition nécessaive et su

Ifisante pour que I’ équation
(23) admelte 1n systéme de solulions continues ef monotones au sens restreint

est que la fonction f(x, v) soit continue, monolone (au sens r.) et qu’elle satisfasse
a lune des condition B, T, R.

La résolution de 1I'équation (23) revient 4 celle de I'équation (24), pour
laquelle 7. ACzrL a donné une méthode géndrale de construire la solution.
En effet, en posant y = 0, puis ¥ = 0 et en notant g(0) =b, 2(0) =¢, on a

J 15 +5) = fle(x), 4]

(25) \ %)
= 1[b () ].
Ln éliminant de (25) les fonctions ¢(x) et ¢(y) on obtient une équation
de la forme (24). S e . :
Exemple. Soit a résoudre I'équation a 3 fonctions inconnues :

(26) 1(x +v) = o(x) + y(y).

Ona

2(%) = o(x) + ¢
1) = b+ (y);

en substituant dans (26) on obtient
% &4 3] = 3l8) Ry @b

En remplacant la fonction inconnue 1 (%) par ; (#) + & 4+ ¢, on obtient
pour y (%) I’équation de Cauchy

1 (x+9) =% +10)

qui admet la solution y (x) = ax. Par conséquent

[ 7 @ =axt
() = ax + ¢
Ix(x)=(¢x+b—|—6.

D’autre part les fonctions (27) satisfont a 1'équation (26). La solution de

Iéquation \28) est (27), ot a, b, ¢ sont des constantes _qq,megconggsesl.’ e
Observation. 1, équation (26) est une generahsatlon e 1%q

Cauchy, dont la résolution par une autre n}gthod_e est c??nn(t;e [ )a.r il

tudions le nombre des solutions de 1’équation (2 ) n 1§m I?Otones

si o (x), Y, (%), y (x) est un systéme de solutions continues et mo ;

alors les fonctions

(27)

<

[ ¢* (x) = ¢ (ax + )
L (%) = (ax +0)
| ¢* (2) = 7 (ax +b+c)

forment de méme un systéme de solutions. Démontrons qu’il n’existe pas

(28)
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d’autres solutions. Soit Tp (%), 55) une solution quelconque (Continuei

Y
et monotone) de I'équation (23

déterminons # et v tels que

o) =9(r) et
)

alors y (¥ +y) =y (# 4 v) ou

o E ) = o () +y Ty (1), |
Cette équation est justement notre exemple (26) avec les fonctions inconnues
@—1_@, 7 9, 'y, Cest-a-dire cp_l_cp () =ax 4+ b, vy () = ax + ¢ |

L"‘ 1¥) = ax + b 4 ¢, d’on résulte o (%) = o (ax + b), g (x) =y (ax +¢) |
1 (%) =1 (ax + b + ¢).

THEOREME VI. Les formues (28) représentent toutes tes sotutions continies

el monolones de  équation (23), ?(%), (x), ¥ (x)
a, b, ¢ des constantes queLconques. !

§ 4 La fonetion Yay (X, V31)
Soit de nouvean ‘

(29) z = (%)
tone au sens restr
ut étre résolue pa

une fonction mong
L’équation (29) pe T rapport & x et o -

~

F=T0.2), y = Jz,5).

(30) Yay (%, v ;f)
Pour 4 et 4 nous choj

= ’Puv (x’y) = [F(Tt’x)x ?(yav) ]
la fonction (30 i B

sis Dt
Sons toujours deg Valeurs telles que (v, u) En
A

: est définj 4
eifEt’, soit R “’)1 TECtaninleeii?ESi;lé (‘loi)n ane D, certainement non-vide:
et B, B Tespectivement Vintersect] (E)Lns : g;)ntegant le point (v, #), et

;:)?)E;:s dz r%ct:;nile (fig. 8). Olsissons |
; »Bet 4’ B 281 e re
niveau de la fonctios / iespectwement solent chacun sur la méme 1gne
a et @respectivement é(\l ¥), et Notons Jeg valeurs du fiz,y) en A’ et A
car si nous ; orsj u contient le domaine é ,35< B, u< Y ﬂq
) @ )s ] ; W
‘Par P et cellej(}i 10tons intersection de Ia ligne de nivea®

u ! 'o[l
Y BYedBIR par @, alors le point d’intersect

étant une de ces sotutrons d |

eint et continue dans upn domaine D-
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M des paralléles aux axes £, v menées par @ et P, se trouve dans 'intérieur
du domaine R. vy, (%,v;/) est égal 4 la valeur de la fonction f(x, y) en M.
I.a formule (30) peut Gtre écrite sous la forme

31 Yuwlxy ;) 4‘71

= f (x,3'), ol e e
=f(z"u), y =1@y) D

ou (changeant a'en x r‘{_{<\5 5
et v enw) \.,\

32) flzy) = | A

s 1|) [/((.1', A Tl i \\%i

Considérons main- e 70;1 V} =5 \ i A

tenant 5’ \L %V(X,y)
(1) 2 = f(zy) = .

=H"'[F(x) + G () ]; \/ X :
alors Ti &
(33) uy () = v X'=Fux)

HT[H (8)+H (3) — Fig. 8

—G (u) — F (v)],
qui est une fonction symétrique, associative,.bisyméh;?qm et demz-s%/lmcétnque
de x et y. Les théorémes suivantes font voir que n'importe laquelle de ces

S o - 1)
propriété caractérise la classe des fonctions (1). : : _
THEOREBME 1v'. Les conditions suivantes sont nécessaives et suffisantes

pour que ta fonction f(x,v) soit de la forme (1) avec F G H cqniz’nues et montones

au sens restreint : . =
a) la fonction f(x,y) doit élve continue et monotone au sens 7.,

b) ta fonction x, v; f) doit élre associative.
Il) fau£ démont;pé? qt(le ces conditions sont suffisantes. Supposons a

b) et notons e = f(v,%). D’apres (32) on a
Y (6, 3) = Wy [f (v, 9), (v, %) 5 F1 = f0.%) =&,
donc on peut appliquer le point 5 du § 2 :
Yy (2,3 5f) = Hay [Huy () + H()]
lorsque (x,y) est dans un voisinage du point (¢, ¢). Se référant de nouveaua (

(%) = Hay' {Hu [f%0)] + Huy [02) 1

t-a-dire tout point du D a un voisinage
: éﬁlII résulte du théoréme II que f(x,y)

Jiet

32),

/
Pour un voisinage du point (z,), ¢’es
dans lequel f(x,y) est de la forme (1)

est dela f 1) en D. . ndition -
Laéco?zfg?o}z )déi I associativité de la fonction \uy est la condition R ehi¢

2 , . ns
méme, éerite sous une autre forme. En effet, supposo

11 — Mathematica
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(34) F(x0 30) = f(%, 1), f(30, ¥6) = [(%2, Ya)s H(% ¥s) = f(x,, V1)
t dans '
(3(351))030115 = Yuy N’nv (T,S),ﬂ] = Yav [1” Yuy (S,Z)]
Yay (1,8) = Yyoe [/ (%0, ¥5), [(%2, 31) 1 = Ha31) = [(%3,75)
Yau($,8) = Yy [f (%1, ¥5), [(%e, v0) ] = [(%1,y0) = f(x2,32),
et (35) apparait sous la forme

Ypsee [(#035), 1(32, 30)] = Yyoxa [ (%0, ¥s), 1(%s.9:) ]

ou, en tenant compte de nouveau de (32), (%, ¥1) = f(x,, Va) ; don@ (35) est |
équivalente & la condition R. Ainsi le théoreme IV exprime essentiellement |

la méme chose que le théoréme IV,

Observation. Le théoréme IV,
inspirée de la théorie des tissus hexa
par une voie nouvelle en partant
notamment la solution de I'équation de I'associativité (5]

THEORBME nr. Les conditions suivantes sont né
pour que la fonction 7 — [(%y) soit de la forme (1)
continues et monotones ay Sens restreint :

a) f(x,y) continue e monotone au sens

. restreint,
Yy (%, ¥ 1) une fonction Syméirique de x ef y pour u el v quelcongues:
En effet, 1a condition b) est équivalente & 1a condition 7', parce que S

=My = fm,9), 4= 1 ys) = f(x, 31),

alors

1063 8). f(n,2)] =y, (£, )

f(xa;y'.') = f[f—‘(yh.f))) f (anxl
Donc le théoréme I7
‘bsermlions. 1) Dans

et f(xhys) =

)] R wJ'J,XA ("]» E)

e forme du théoreme III. e
s démontré directement le théfioéit a

I est une gutr
le § 1 nous ayg

g I,I%),uis le théoreme IV, puis 4 I'aide de

5 Y tioﬂ

de la bisymétrie Ainsi ; €4 on arrive 3 1a golution de I'équat! ;
iy : . 1 le théors : (1107

£ waion o, la bisymétrfeorzzgafzgssussus hexagonausx [8] et la SO 10,

ent comme des COnséquences
e.

U= Y5, 0 = %, 7 = f(%s, ¥s), s = f(%, ya), t = f(#, y4). Alors on a de (34)et (32

qui a été démontré au §1 par une voie |
goneaux, se trouve maintenant dén_lc_)ntre ;
des résultats de J. ACZY:L, en utilisant |

cessaires el suffisantes |
avec les fonctions F, G, H

21 EQUATIONS FONCTIONNELLES
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La bisymétrie ou la demi-symétrie de la fonction Yuy | X,Y; f) caractérisent
de méme la classe des fonctions (1). En effet, en supposant la bisymétrie
ou la demi-symétrie de la fonction Yuv (X, v;f) on a

Yy (2,35]) = O [, (x) + D, ()]
et, en tenant compte de (32),

f(xy) = OTH{, [{(x,)] + D, [f(0,9)1} = H™' [F(%) + G)].

§ 5. Interprétations nomographiques

P

Supposons que la fonction ¢ = ¢
= f (E,7) soit rq)résantub_lc par un
nomogramme a points alignés (fig.
9). Fixons sur les échelles £ et 7 les' ¥
points de cotes v et wu respecti-
vement et sur l'échelle T les points
de cotes x et y. Intersectons 1'é-
chelle £ avec la droite 1%, 1"échelle 7
avec vy ; la droite, qui unit ces deux
points d’intersection, coupe I’échelle T .
en un point de cote

~

2= { [l 2) () ] = e (2,3 3)

A la symétrie de la fOllFth}l
Yu(%, y; f) correspond la propriété sul- Lo
vante pour le lieu géométrique L, g
formé par les supports des trois
échelles: soit advbcu un hexagone dont
les c6tés opposés se coupent aux points
%, ¥, z; si huit de ces neuf points font
partie du lieu géométrique, alors le
ik point en fait aussipartie (fig. 10).
Toutes les cubiques jouissent de cette
Propriété (théoréme de Chasles),et‘ les
cubiques seules (dual du théoréme
de GRAF et saurr [14], [8]).

Il en résulte que tous les nomo-
gfammes & points alignés avec des
échelles situées sur la méme ,cub1que
(propre ou dégénérée) représentent
une équation de la forme (1), et iln’y al
a4 pas d’autres nomogrammes a points
alignés pour la fonction (1). >

A Tassociativité de la fonction
Yuy (2,9 ;f) correspond la p‘ropnét.e
Suivante pour le lien géométrique L:s
téres inscrits en L, tels que Iintersec

/.'?(u, x)

i

Fig. 10 _
IR NN I 7 . % d-rila_

i abed et a’b’c’d’ sont deux quadrile
::ign des paires de droites (ab, a't’),
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(cd, ¢'d’) et (ad, b'c') fasse aussi partie de L, alors les droites be ot
coupent aussi sur L (fig: 11).

I1 résulte que toutes les cubiques et
propriété. )

BT {
adsE:

elles seulement Jouissent de Cette |

La bisymétrie de |

; a fone. |
tion y,, (x, v;f)

conduit g |

téristique des cubiques, mais
la demi-sym étrie ne donne pas

une propri¢té nouvelle (noys
retrouvons la figure 10)

§ 6. Caractérisation des
fonctions vy, (x, v;i)

a une fonction plus particu-

savoir, f(x,y) étant’ une
fonction quelconque, quelles
sont les fonctions que mnous
On a le

Fig. 11

obtiendrons par I'opération Yuy
THEOREME VII. Soit ¢ (%)

. . et Su sani 4 " R :

(36)

% = o[z, ¢) £
" . Y= nley).
La condition est nécessaire, En tenant compte de (32)
(38) ’
5 M%9) = o[f(x, ), f(v,5)].
sons y — i i F
SY =u, puis x — ¥ en notant Hvu) = nous -avons
f(xiu) = <P [j(x: u’)Je:I
1vy) = ofe (v
1(z, %) et (0, ) pouy i :
e (2, %) pouvant Prendre deg valeurs quelconques, nous avons Véﬂﬁé

" est ; P
que f(u, 1) ¢, ot soie;tu{ﬂ;?mg' Hous admettons (37). choisissons 9 12
qui-satisfont 3 1a seute. 2 EE & () deux fopors s oton®
e B SasBeyle condition nctions continues et mon :

¢ 7\‘('0) =

‘

Bo(n) = ¢

méme a une Propriété cargg, |

Nous avons vu au§ 4 que |
I'opération wy,, (x, v ;f) appli- |
quée a la fonction (1) conduit

liere. II se pose la question de |
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La fonction '

Hxy) = o M%), uly)] .
vérifie I'équation (38) équivalente a (36). En effet

e[f(x, 1), f(0,9)] = of{o[h(x), u()], oA (v), 6]} =
=9 4% (%), e]. ole, k) ]} = 0 M%), ()] = flxy):
La condition nécessaive et suffisante (37) est équivalente a la condition

(37" st (8,4 @) = ¢ (C011sjc_a11te).

En effet, de (37') résulte, en tenant compte de (31,

S0 (X g) el o(t, v').”

Supposons s fixé et ¢ variable; alors x' est fixé également, donc y’
aussi, ¢’est-a-dire qu'a un ¢ quelconque correspond le méme y’, On peut voir
aussi qu'a un s quelconque correspond le méme &', D'autre part, en écrivant
s=1 =ce

’

(%', ¥') = e, lorsque

’

e{x’,y) = e, &= gx',e), 6=

’

c’est-a-dire que ' =y =

¢(y', e),
e. Il s’ensuit que

s = ole,s) et £ = o[ €
pour s et £ quelconques, c¢’est-a-dire justement (37).

Supposons maintenant que (37) soit valable. Alors il existe une fonction
f(%,y) telle que (36) soit valable. (37') résulte de I'identité suivante

(39) st [,8; Wy (%35 ) = flv,3).

11 nous reste a démontrer (39). Nous avons vu que
(40) S =y [fwm), s; 11 ¢ =ww [ flow)ifl
En utilisant (31) on a
at [5.25 Yay (2,9 3) ] = Yun(s.1'; /) lorsque s = vy (535 ), ¢ = v (683 ).
En comparant avec (40)
3’ = t, = f(v,u),
et en utilisant (32), on obtient

st [5, 25 Y (2,95 )] = s [, %), flv, ) ; 11 = fv, w).
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SUR QUELQUES FORMULES GENERALES
DE QUADRATURE DU TYPE GAUSS-CHRISTOFFEL

par
D. D. STANCU
a Cluj

Introduction

On sait qu'une premiére généralisation de la formule de quadrature
de r.c. causs [1]est due 4 § B. CHRISTOFFEL [2], lequel considérait s noeuds
fixes — qui ne se trouvent pas 4 l'intérieur de l'intervalle d'intégration — et
déterminait d’autres # noeuds, de maniére que la formule de quadrature
respective ait le degré d’exactitude maximum. Entre temps, certains mathé-
maticiens: ¥. 6. MEJLER [3], C. A. POSSE [4], E. BEINE [0], T. J. STIELT]JES
[6], A. MARKOFF [7], J. DERUYTS [8], etc., ont fait aussi des généralisations
moins essentielles de la formule de quadrature de Gauss, en multipliant la
fonction 4 intégrer par une certaine fonction de poids. Cependant, une
généralisation importante et effective de la formule de quadrature de Gauss
a été faite, dans le dernier temps, par p. TURAN [9], L. TCHAKALOFE [10]
et T. PopPovICIU [11]. Par les travaux de ces mathématiciens — et spéciale-
ment de T. Popoviciu — on est arrivé a une formule trés générale du type
Gauss, laquelle emploie 7 noeuds multiples, d’ordres de multiplicité impairs
donnés, lesquels noeuds se déterminent de telle maniere que la formule
de quadrature respective ait le degré d’exactitude maximum. Nous gené-
raliserons cette derniére formule dans le sens dans lequel _Ch’rlstoffel a géne-
ralisé la formule classique de Gauss; a savoir, nous consid érerons $ noc?uds
multiples, fixés — & une certaine restriction prés — n’impqrte olt surl axe
Téel, et nous essayerons de déterminer d’autres noeuds, d’ordres de mu}h—
plicité impairs donnés, de facon que la formule de quadrature que l'on
obtient ait le degré d’exactitude maximum. Dans les travaux [1_2,131
Nous avons déja obtenu quelques résultats partiels, mais c}ans ce travail nogs
construirons une formule de quadrature trés générale et présentant une grande
Symétrie,



