MATHEMATICA VOL. 1 (2%), 2, 1959 pp. 321339

SUR QUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES
AVEC PLUSIEURES FONCTIONS A DEUX VARIABLES®)
par
1. RADO
it Cluj

Ies fonctions représentables par des nomogrammes a points alignés
de genre 0 ont la forme

(1) r = HTUF(x) + G(y)],

on F, G, H sont des fonctions continues et monotones au sens res‘reml
Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction f(x, v), continue et strictement monotone (par rapport 4 chaque

variable), soit de la forme (1):

Condition T : f(xy, ¥5) = [(Xa, }'1),_[(5"1_: ys) = f(%3 V1)
— f(%5, ¥g) =/ (-\‘s- }'z}
Condition B : f(x,, ¥») = f(%e L3, S, ¥a) = f, 35) =
= X Ya) — f(x,, \']) = f( 30 Yo) )
Condition R : f(x,, vy) = [(¥s 31 ), flx1, 3) ) = f%, V), f(Xs, ¥5) =
& i./(u Y1) —*f(\;: yy) =[xy, Yo

= = s 91126 ion fonctionnelle
En utilisant ces conditions j'ai résolu dans [1=] I'équation

e l'associativité
@) 1z, ), 21 = f1% 19, 2]

¢t de la bisymétrie

S ; i
®) [T, #), iy, 91 = flflw ) S5 2 it
our la
hour la classe des fonctions continues ct strictement lgl(zizwllzi,]ue‘, pour
Méme classe des fonctions les equa‘LlOllS (.21 eti«(3)ion
4 premiére fois par J. ACZEL [1], 2], B
B ]
> ih 0 ¢ rou
*) La présente note fait partie du travail [11], publi¢ en S

maine.
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Dans cette note j'utiliserai la .C(?Ilfiitiﬁll B pour résoudre Ia généry.
lisation de l’équation de l’assomatlwt’e pour 1 fo:1]ct1u'1}§ inconnues T
j'obtiendrai aussi les solutions de la généralisation de I'¢quation fonetioy.
nelle de la bisymétrie et de la transitivite.

Ces équations sont étroitement liées au prp}')}emc- dg la glécomposition
d’une fonction a trois variables par superposition de fonctions de deuy
variables. Cette décomposition permet la construction des NOMOogramuyes
COmpOosés.

L. Conditions pour qu’une fonction & (rois variables soit de I fopy,
Flo(x,v), z]. Siles fonctions F et ¢ ne sont pas soumise 4 aucunc
tion, toute fonction f(x, ¥, 2) peut étre écrite sous la forii

(1) M.y, 2) = Flo(x, ), z].

Par contre, si on demande que I et soient dilférentiables, alors fa
condition suivante est nécessaire et suffisante pour que [ soit de la forme (1)

Lr (] ’
f xzjy _f/ )'Zflx =40

(condition de GOURSAT [7)),

On voit aisément :

THEOREME 1, La condition nécessaire of suffisante  pour que la foi-
e . = o o ’ 3 5
fion continue f(;L,_y, z) soit de la forme (1), avec F et « continmes el sirictement
monotones, est 'implication '

restrie-

0

@) f (&, 3, 2) = [ (%5, vy, Z) > [ (x
2. Léquation de Passociativits

v Y1 Z) = [ (%, ¥y, %)
généralisée, 1,’équation fonctionnelle
(3) glolx, ), 2] = hlx, ¢(y, 2)]

avec 4 fonctions inco

nnues, généralise 'équation de 1'associativité et ses
: Jeai 2 atic de l'associativite
diverses modifications 1

» Par exemple:

(4») h [.\’-, h(y, z)} = A [Z, h (y. 1)']
(Uassociativité de GRASSMANN),

(5) g[g(xzy)-z] :g[ﬁ', g(Z,_‘)')}
(associativité de TARKI),

(6) gle(x, ), 2] = ¢ (¥, &z, %))
(I'associativité cyclique), 1’¢

HOSS2U 2 g : £
a résolu les équationg (4), ), (6) dans hypothése que les solu-

tions sont des fonetios i .
continues et sty " équation
‘ o, cten ¢qua
(4) dans les hypothéses Plus restrictiveg o e da

éri o ; e les i admettent
denvﬁzispz;z:ifznjel Pfemle_r ordre et sgnt stri(:slccélrl;zlﬁilslsmqoc}lotoﬂes )
dition de Ia continuitze} -zgltgcmn de Téquation (3) également dans la coh
plus que les fonctions | " e lla Monotonie stricte. Nous SUPPOSEIOHS i
Ye<ab >, Ye< u? b' I, Y(x, Y), £, ), h(x, y) soient définies P.Ol,e
» 0%, elles Prennent leyrg valeurs dans le mel

; : . i
quation de Ia demi-symétrie [12], et
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intervalle (fermé, ouvert on demi-ouvert), I'équation o(x, ¥) = 7, a une

(seule) solution x pour y,, 2z, € < a, b > et cette condition est satisfaite

par les trois autres fonctions (Uintervalle < ¢ § > forme avec chacune
!

des operations o, 7, ¢, i un quasigroupe).

THEORTME 2. Dans ces  hypothéses la solution générale de I'éguation-
fnnrh’muw/h‘ (3) est le svstéme suivant des Sfonctions :

[ olr. ¥) = BT [Fy{#) $6,3)]
: (%, ) = HY [Gy(%) + Ga(y)]
(7) g (%, y) = H [Hy(%) + Gy(y)]

Uk, v) = HT'[Fy(x) + Ha(y)],

ot Iy, Gy, Gy, T T, H L sont des fonctions conlinues el strictement monolones.

I substituant (7) dans (3), on a

Gy () + Gy2) ] = H3'[Fy(x) + Gi(y) + Gol2) ],

done les fonctions (7) satisfont & 1'équation (3). : : !
Supposons maintenant que les fonctions continues et st]rlcie}nen
monotones ¢, 1, g, i satisfont (3) et notons les deux membres de I'équa-

tion (3) par f(x, v, 2)
®) f(x, 3, 2) = glo(x, 3), 2] = hlx, 42, )]
En appliquant le théoréme 1

[ fxa, 31, 21) = fla1, oo 21) = f(#1, Y1 %) —
l f(x1 ¥, 20) = f(% Y10 Zz), = f(%2, Yo %).

5 = . A r 4 '( S
Démontrons que la fonction a deux variable
condition B. Soit

Hy' [Fy{x)

) ‘
flx, y, z,) vérifie la

[ f(x, 5a 21) = (%, 31, %) )
(m) l S, v, 2) = (%0, 2 z) = (%2 1 %)

¢t notons par z, la valeur z pour laquelle

f(%a, y1. %) = f(%, Y1 2)
hous avong

f(,’\,’z, 1, zl) :f(xl" yz': Zl) ——-’f(xls Yo Zﬂ)
®t en utilisant (9) : '
(1) Fltas Yo 72) = [l 0> 70) = Sl Yoo 2
On déduit ge (10) et (11) )
— f(%y, Yor %) .
Fta 3o ) = fl 30 2) = 0 22

et_ 1 appliquant (9)

(12 F(r Yoo 1) = Ll o 7

f(xll Y 22) e
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En tenant compte de nouveau de (10) et (11)

flag, 1, 4) = flo, yoo 21) = [0, 11, 23),
et en appliquant (9) on a
(13) (%0, ¥a, 23) = f(%, 31, 2) = f(¥5, V2, 7).
Les relations (12) et (13) donnent
(14) S(%2, o, 2) = f(%a, ¥, 21),

donc (10) — (14), ce qui montre que la fonction f(x,
tion B. Il s’ensuit que

o(x, y) = ©f(x, ¥, z) ]
vérifie de méme la condition B, et par conséquent

(15) (%, y) = H [Fy(x) 4 G(v)].

Nous substituons cette expression dans (3) et posons v = 1/, z = z,:

WU, 2)] =g {HT [Fi(x) + Gy(3) ], 2.

En notant U(y’, z)) =, on a

(16) Wx, y) = Hy' [Fy(x) + Ha() .
Par une nouvelle substitution dans (3) on trouve
(17) g{HT'[Fy(x) + Gy(v) ], 2} = H3 Y{F\(x) + H,[Y(v, 2) 1}

En posant y =y,

(18) 8(x,y) ~ H3'[0(x) + X(v)],

et (17) devient

(19) ® H' [Fy(x) + G, (y)] + X (2) = Fy (x) + Hy[y (v, 2)]-
En mettant ici y — %o
(20) ¥ ) = By (W) + X(y)].

Nous remplacons (20) dans I'équation (19) :

<wﬂmm+wm+X@=ﬁm+wm+Xm

(F1(%) + ()] + [w(y) — Gi(9))-

const, on voit que

PHIE) = & 4 o,

ou

En faisant Yy =

v, z;) vérifie 1a cond;-
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donc B(x) = H(2) + a
W(x) = Gy(x) + a.

4« = Go(x), nous avons enfin

(%, ¥) = H3'[H (%) + Gy(y)]
v(x, ) = Hy'[Gy(%) + Gy(y)].

Jin rapprochant les formules (15) et (16) a ces deux derniéres, nous avons
la solution (7) de l'équation fonctionnelle (3).

3. Cas particuliers. Nous pouvons maintenant obtenir [acilement
les solutions des différents cas particuliers de 1'équation (3).
a) L'équation de l'associativité. Nous avons
o6, ) = (% 9) = h(x, y) = bz, 9).

C i 5 5 5 o )
Dans ce cas les formules (7) représentent la méme fonction. Dans [12
nous avons démontré que des relations

f(x, y) = HT'[F(%) + G(y) ]
f(x, )-H“"‘[ *x) + G*(y) ]

Il

Eu notant A ()

il résulte
FH(x) = ali(x) + b, G*(x) = aG(x) + ¢,

ot @, b, ¢ sont des constantes. Doncla premiére et la quatrieme tonle
(7) entrainent

H*(x) = aH(x) + 2+ &

H,=G, + 4 By B
la deuxieme et la troisieme
H1:G1+b, ]{3—:1{2-!—1)
¢t la troisiéme et la quatriéme
Hj:FI—Jl_C; H2562+C-
Par conséquent ’
G =P +6— 5 Go=Fi

= —_-F -‘r-a"l‘c;
'l H1=F1+C, HZSFI“}—“——b—!CJ H3 1
I résulte i
Fylo(x )]+ ¢ =T x) + Fy) ta

En notant H(x) — Fl(x) — b, nous avons

g H(x) + HO)

o(x ¥) =
ar la notation A(% )

I8 b) I’ équation de Grassmanm. P
“quation (4) devient

—_ — h'()’,‘x)»
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B (5, ), <] = B L B(y, 2),
donc on obtient (4) en posant dans (3)
h=b=g=¢.
On arrive comme plus haut aux relations

H1 = IT[: L a, ]“1 = Gz + T, Fl = bf]l "1' C, ("l = I’)(:_, (f,
; : ; H, =bH; 4+ ¢, + 4,

d’oft
Gy =b2H, +ab®>+bc —ab+d, G,=0bH, | ab | ¢ — a,
donc
(21) h(x, ¥) = (%, ¥) = Hy "[b2H,(x) + bH,(y) + =),
ce qui coincide avec le résultat de M. HOsszZU
NG =0 Nen dofant His) = Hy(x) + ——> — on a
: = Bl 1 4
(22) h(x, y) = H7' [b2H(x) + bH(x)];

| si b° + b —1 =0, en notant H = H,(x)
23 hix, 4) = —1r—__l—s\/3 : 1+eVs5 »
( ‘) ix, v)=H [ - (%) -I—-Ta\/— H(y) + «|, = =+ 1.

On constate par vérificati :
par vérification directe que les fonctions (22) et (22

satisfont a 1'équation (4), d -
), donc to ions i stricte
ment monotones de cet(te)'é utes les solutions continues et stricte-

ne : uation Ses par 2z) ¢t
b continl.?e- ! sont données par les formules (22) et
et strictement monotone,

g'= 0 = h o dﬁl;
en utilisant les formules (7) on obtient comme plut haut
e ‘) — y-1
P 2 8%, 3) = H'[H(x) + H(y)).
ar conséquent 1'¢ i = o
tivité. quation (5) est équivalente 3 I'équation de -1'associa-
d) L’équation de I'associativitd mons
(6) devient soctalvuité cycligue. Bn permutant v et y, I'équatio”
8180y, %), 2] = g[x, g(

donc en posant dans (3). 2,95

dquats ;
~“Quation et cherchons ses solutions

SUR QUELQUES EQUA TIONS FONCTIO LLE S 2,7
J i ONNE ES

| b %
[I 1( ( LlrLLil()u (()) . O“- tl‘U uve q uce C(.*tte e(]Ll'dtiOﬂ (.‘Sl'. 'dLlSSl' ('q Ui\‘ leellt(.‘

on obtiel : hel M
tion de l'associativité,

3 1'équa
¢) L' équation de la demi-symétrie.

Flitys %), 8] = fifiv. 2. %]

st le cas particulier de (3) pour
! '

(‘(:,:"T‘J::h":({)'

On trouve
f(x, y) = H™'[H(x) + G(x)].

Considérons cncore deux cas particuliers de 1'¢quation (3), dans.
lesuelles figurent la fonction incounue g(v,y) et ses inverses. L'équation
;= g(x, y) résoluc par rapport a v s'éerit x = g(y, %), et résolue par
rapport a y s'cerit y = g(z, X).

fy L’équation fonctionnclle

(23) glelx, ¥), 2] = g% & 4.
Le théoréme 2 donne
g(x, ) = Hi'[— Golx) -+ Hy(y)]
T (5, y) = 67 () — Hi9)]
h=g, ’?zé—’: =g

H; = G 4 8, T Gye= B+ b, H;= G, — b,

.[.[1 e 1(1 + a,
H, — o6, +d, — 8, = gyt o balee cH, + d + e
Il résulte que ¢c=1,d= —0b, ¢= b — et
o o5, 3) = H'6(x) — G0

D'autre part la fonction (24) vérifie Iéquation (23)-
g) L’équation fonctionnelle
) ¢ [Fix3), 2] =8lm e Al
4 la solution générale .
) + HO)
3 I'équation de l'as
L’équation

| glx, y
done I'équation (25) est équivalente
4 L’équation de la hisymétrie
€)
) Fletw, 9, Ay, 1= 2
avee § fonctions jnconnues a_6té résolue P

théS@S d g 5 1 tont
: . P a mono
¢ la dérivabilité et de continues €

sociativité.
anéralisée fonctionnelle
généra :
[, 3), M v) ]
ar M. HOSSZU

ie StIiCte [8]
t strictemen

dans les hypo-
Reprenons cette
t monotones.
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THEOREME 3. Les solutions conlinucs, strictement monolones el jyyey.
sables par rapport @ x el y (propriété de uasigroupe) de¢ 'équalion (26) sont
fle.y) = H' (0 + Gu(3)] o 3) = B [Fi(x) + Gy()]
) +G

Q
@n) gl y) = Fr IR0 + 6] 4w 2) = FT' F() +Fy(y)]
h(x,y) = Gr! [Fa(x) + G3(v) ]

' —1 L
1(x.3) = GI' [Gol®) + Galy) ]
ot les neuf fonctions @ unc variable sont conlinues cl strictement monotones
Pour la démonstration notons

gl n) =g(n & et o 2) = ¢'(n &)
et posons dans (26) v = v,

flg (v, u), by, vo) ] = o' [y(x, vg), (1, ) .
Par le changement des notations

B s Saly 4 . I

R(E, ) = [[&, {(n, vg) ]

(28)
UE, n) = o' [x(& vy), 1]

I'équation (26) devient
kig'(x, u), y] =[x, $lu, v)],
qui est de la forme (3). Le théoréme 2 donne

2%, 9) =gy, %) = FT' [Fyfx) + Gyfy) |

O(%, 9) = FT' [Fy(%) + Fy(y)]
k(x, y) = H™ [Fy(x) + Fy(y) ]
Ux, y) = H7'[Gy(x) + Fy(y)]

Remplagons dans la g
la premiére formule (28
rm 1 2 l'e FTyFece] 2 -
. b Xpres de  pout
EE, %) et £ - ) pression trouvee pot

. S=X 01, V)= S0
on obtient Mnw)=y; en notant G,(y) = I3[h(ve Y

1 5) = HT'[Fy(x) + G,(y)].
Remplagons davs la deuxiéme formule (28) ﬂ

v = U 1), y = 7 et notons G,(x) Lexpression de I(&, 1), posons

’ = Gy [y(vg, x)]; on obtient
ou ?(% 5) = B [G,(x) + F,(y))
?%.9) = H'[F,(x) 4 G,(y)]

Substituons dans 1'¢ ; e
t :
b(x, v), flx, ) et i y?l;m 1on (26)

Fyu) + Gy(x) + G, [k
TG lh(y, v)] = I, ST
En groupant les termes J () + Fy(y) + Gy [7(x, ) ]-

les expressions trouvées pour g y)

O, 9] ~Ffy) = 6, yr, 0)) — Gy(a)

) SUR QUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES 3290

e premier membre ne dépend pas de x, le deuxiéme ne dépend pas de y
Jonc les deux membres sont des fonctions de v seulement, soit G(v); ATom

My, ©) = G I + Go®) 1 706, 0) = 6T 1Go(x) + Gofo) )
ot
( h(x, ¥) = Gr [Fa(%) + Gs(3) ]
0 ~— ~
(29) 7(x, V) = Gy HGy(x) + Gy(y) 1.

Nous veunons Qobtenir toutes les formules (27).

D'autre part les fnnctiou.ﬁz (27) forment. un systéme de solutions pour
I'équation (26), c¢ qu'm’l _\'mt par ’111 vc_’rlflca_tion directe.

5. Application geomeétrique. 1/ équation (26) conduit a la générali-
sation suivante du théoreme de THOMSEN [6]:

ruforisvr 1. Soil (Fy (Fo, (Fy trois familles de courbes dans le plar
xy qui jouisscnl de la propriété suivanle . st les points M, S de la figure 1
: sonl sur la méme courbe de la famille (F,, et les

f 2 points N, R sur la méme courbe de (Fy, alors les
P M ; ’ ‘ :
T A E points P, Q) se trouvent sur la méme courbe de (F,.
T s Dans ces lypothéses les trots familles coincident
3~ e T NS et leurs équation est
i S % k
' F(x) + G(y) = coust.

s des familles de courbes

Soient les équation

k F,) flx,y) = const
(F,) g%, 9) = const
(Fa) M, y) = const.

\\\ %,
RN QI- \

Tig. 1.

Nous avons

(3“) g(’rl’ 3}2) o ‘g(—\:gl '\.,1)] /’('\fl’ _,Vﬂ) — h‘('\'-:il yl) — /L(x2i y.}) = f(xﬁl }’2).
Notons
[ = h(xll )/3) = Il‘(.\::;, )’1) 5

s = gla, o) = gl s . :
S\ )2 S\A2 1 - . 2
, ctions INverses de]a Cl]ll)l()} ces

ol peut écrire avec les notations des fon

%y = 2l 9 3=
Xy = by 1) ys=hb )
La condition (30) devient I'équation fonctionnelle
T o r AT
i Fatn SR M SR S
¢e qui B 7z : 26). En appliquant e
e S o 16(1113131;:“: (d?, ())11 obtient par uil caleul

Teme 3 et en tenant compte de % =&
Simple
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6. L’équation de la transitivité généralisée. L'équation de la transitivi
(32) fiftx, 8), fly, )] = (%, 9)

a été étudiée par A. R. SCHWEITZER par la transformation en une équatioy
a dérivée partielles [13], [14]. Dans les hypothéses de la continuité et (.
la monotonie stricte elle était résolu par M. HOsszU [10]. Dans la méme
note se trouve aussi la résolution de 1'équation plus générale

(33) flo(x, 8, (v, 8)] = glx, v),

mais seulement pour les fonctions monotones, qui admettent des derivées
partielles de premier ordre. Nous donnons sa solution continuc ¢t strictement
monotone, de nouveau par réduction 4 l'équation de I'associativité géng-
ralisée.

THEOREME'S. Les solutions de Véquation (33), qui sonl  conlinues,
striclement monotones et inversables par rapport a x ol vy, sonl données par
les formules

Sk Ho) =2 AE (). — Gi() ]
o g(x, y) = H™' [Fy(x) — Gy(y)]
(34) Refa !
9%, ¥) = FT' [Fy(x) — Gy(y) ]
U(%, ¥) = GT' [Gy(x) — Gy(w) ],

oie Fy, Fy, Gy, Gy, Gy, H sont des fonctions continues ¢l striclesent monolones.
En posant
’ b by | e s dH(yJ j) = Z'
d'ott y = (¢, 2), I"équation (33) devient
(35) flo(x 0, 2] = gx, UL, 2)];
il suffit d’appliquer le théoréme © et faire un caleul simple.

f:é[(isglg'fiokpn de I'équation (32) s'obtient des formules (31) en posant

(36) 15, 9) = F~ [B(2) — F(y),
: 7 Pseudo-sommes 3 trois termes, N
onction f(x, y, z) admet les deux décompositions de 1a forme (8)

(8) _ %y, 2) =g [o(x,y), 2] = hx, d(y, 2)]
alors les fonctions 9 Y, g et} s'expriment par .

ous avons vu au no. 2, que si 1

iy

’

les formules (7), don¢

/%y, 2) = HF' [F,(x) + G1(y) + Gy(2) ]

ou

(3‘). 59, 2) = K™ [Fa) 4 G(y) 4 H(z)].
Réciproquement, étant donnée (37)

g% y) =K' [x + H(y)], ¢

» SI nous posons @(x, e (ol G
alors f(x, y, z) admet jes q

(%, 9) = G() + A : ]
‘ it (), h(x,y) = K~ [F(x)+Y "
€compositions (8). Nous (dirgx)m que 1;5 fonction

SUR QUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES
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37) est une pscudo-somme a lrois lermes, si les fonctions F, G, H, K sout
c'ontiﬂﬂes et strictement monotones. Il résulte de ce que nous venons de

dlre'q-l-u’-:(_)RI-:.\II-: 6. La condilion nécessaire et suffisante pour que la fonc-

fjon condinue ol strictement ;;rz.o-;10101;e_f(,r,3i, z) sott une pseudo-somune @ lrots

jeymes est Uexislence des décomporsitions (8). e i
Conséquence. 11 résulte des deux décompositiones (8) une troisiéme

/(-1‘1 _,\}J :) = l[/e('\:' Z)’ .y.]'
Les décompositions (3) sont équivalentes aux deux implications
; / f(-\‘lv Vo, 51) —»f(.\fg, o 32) = f(’“l' Yo %)
| f(xp vy %) = (¥ Yo %) — flxg, Y1 2) = fl¥e, Yu 20

(38)

Les implications (38) entrainent
[ Sy, 310 2) = (30 Ya 2) = (¥, Y1 ) —
l S(xy, o, 2) = fldy, Yo ) = [y, yar 2)-

(39) entraine (38), cest a dire

(39)

Nous démontrerons que, réciproquement,
il a lieu le : '
Jcessare 'S our
THEOREME 7. L'implication (39) est mecessare itu,f;%ﬁ:;ﬁsoﬁunc
: b g :
que la fonction contine ¢! sirictement nonotone f(x, ¥, z) sot
a trois termes. A sir s
; jo11 de
i icati - st 1 i 9), recontré a loccasio
L'implication (39) est identique 2 (‘)1), e gineraliade o2
résolution de 1'équation fonctionnelle de as‘c e B e B
avons vu que (39) entraine que f(x, y.(zo) es 5 s S
compte de la forme symétrique de (39) par ;allé)gues.
I(%, 9o, 2) et f(x, v, z) ont des expressions a

Pour y, et z, fixes, on peut noter
flx, y, m) = K [F(z) + 6)]
S, vy, ) = W (@) + H@)]
Nous substituons les expressions (10) et (
(1) F(sy) + Glyy = Fln) + Gl Ol 4

—1 0T G(¥2) J-
i _ K [Fla) + _
W [B(xy) + H(Zz)] S variables inde‘pendantes, les
omin

; H(z,,) en
roenrimer G(¥2) €t 2
hypotheses de I'implication (41) pgrmetteﬂt dlzngtlilbstituons dans ﬁl con
onction de x, et x (y, et 7 sont fixes) ; nous 1Jéqﬂati°n fonctionnellé
clusion de la méme ilmplication et obtenons

—1pg _ F(x) + Gl
Wl 20(x) — Blay) + H@)] =K 1 [2F (%)
Notong

(10)

39)
() = () + Hl) =

Nous regardons x, et % ¢

() = % St/
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et
12 Ky~ [ 7) ] Lo
(()11 )ﬂ Y [x + Hiz)] = G(3) = 9(x), FOT/(x) = y(v);

(2% — y) = 2¢(x) — $(¥),

ce qui i
Jui devient, par le changement de fonction

i) 29 (%) = 1(a),

I'équation fonctionnelle
. 2% +5) = o(x) + $(»).
Cette équation a la solution [12]
| '.J(Ll’) = ax 4 b, L.'J(L) = ax + ¢, /(\) = ax 4- b - ¢ -
en tenant compte de (43), 2¢ = b + ¢, douc ¢ = b. Rey Lnl : ¥
@ > = 0. Revenons a (42
(44) F(E) = a®(g) + b T
K(E) = aw(Z) + v/,

ou b’ = b + G
G Y1) — a H(z).
La deuxiéme formul(e 1)(-l())

devient

a‘l’[f(x N z)] +b!
) ) = a® x - b 3 ,
ou en tenant compte de (44) () +b+aH@E) + b — b,

K[flx, 3, 2)] = F(
Yo 2) | =F(x) +a H(z) + b —
en €crivant H,(z) pour a H(z) 4 b’ — p e '

f('t Y1 'r) 2 I{—l
“T - 'J 170 = F -‘l‘ I3
Nous faisons maintenant varier y [F(x) + H(2)].

mule seuleme en t i
n . 1 €11
t la fonction H ant z, fixe. Dans la derniére for-

1, Varie avec ¥, donc

¢ Iy, 2) = K™ [F(a) + g
‘une fagon analo |

Enef‘fols avec x, y grougll)lées’ Al

7 resOL}Jlte du théoréme 6 :
servations. 1) Si f(; :

& ns. Siflx, y,

es valeurs fixes arbitra(ireg é?,)uest une pseudo-somme 4 deux termes pour

que f(x, y, z n vari
) €s aria
'exempl ) est une pseudo-somme 3 blf{ quelconque, i 2 as
ple me & trois tery ) ne résulte P
1es, comme nous montre

¥, :;)] =h [, '-{J(}’. £ 1.

admet deux d¢ 1
eux décompositions similaires :

t deuxie :
1eme foi
S avec x, z groupés. Le théoréme

f(xJ y, Z) — If‘
fixé 2 bgl la fonction f(x (%) Gly) + H(z).
arbitf;irlega:;im?nt et en méme tep
4 %,y pour z i ne résulte pointem]'?S par
z fixe, comme oy Voitq:il ellle es
e lexe

Y, 2) est
pseudo-somme par rapport a x, 2 pPouf A

trappogt 3y, z pour x HX¢
pseudo- 0.
ol somme par 1aPP
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flx, v, 2) = [F(x) + G(y)] M(x) Hz).

8. L,i“;""l”'ém“““ ]Elé‘)mé“'i(llm du théoréme 7. Nous considérons
s points A (X, Y1, %) 3(%1, Vo, %), C(% i IO
le 1 ( o 1) ( 1 yz 1) C(‘El, yl’ Z._,")l A (xll Vo zz)’ ]3;(x2' i zg),

C’(.\'.}_, Yo Zl) (“Q -

). 1implication (39) exprime que si les points 4, B

face de niveau de la fonction f(x, y, z), alors les points

sont sur la meme sur

’ = 4 S * v A H
4', B', C' sont aussi sur une méme surface de niveau. En autre termes:

¢l nous essayvous de
au plan de coordonnée xy,
3 zx et avec deux faces co
fonction f(x, v, z), alors ces
Tes plans paralleles aux |
de la fonction /(
plut haut sont les octaedre
ocladdres de tissu se fermer

c A

AR

/

A C

Fig. 2.

9. Séparation des
la fonction

variables.

construire des octaédres avec deux faces paralleles
deux faces paralleles au plan yz, deux paralléles

urbes formées par des surfaces de niveau de la
octaédres peuvent étre construits, il se ferment.
Jans de coordonnées et les surfaces de niveau

- e ) forment un fissu sfmt'ml, les octaédres considérés

s de tissu. 1a condition (39) exprime que les

.
’autre coté, si les surfaces courbes du

tissu ont les équations

K-V [F(x) + G(y) + H(z)] = const,
alors le tissu est topologiquement équivalent
4 un tissu formé par quatre famille de plans
paralléles, qui s'appele un tissu régulier. Voici
maintenant I'interprétation du téoreme 7: lLa
condition nécessaire et suffisante pour qu'un
tissu spatial soit topologiquement éqm\valenta
un tissu régulier est que tous les octaédres de
tissu se ferment. Nous avons retrouvé un résultat
bien connu de la géométrie des tissus [6].

Pour représenter 11omogmphiquemeut

(43) y _——_-.f(,\'j, X, = v, «Tn)

on cherche la séparation des variables sous la forme

(46) [y s o) = FLons -0 2 9T L gtk
o @ Fppg s -0 Xp), Fpp+h t o o ]

Si chacune des équations

&= @y(¥1y -+ o %pr)
By = @al¥p+1 o0 Zpa
(17) e -
& = (Pf(x.ﬂ,,.l R e xp') 5.
S F(E:]J EJ2I 5 R E-” i\:pr-{-ll e M')

est représentable nomograp

gramme composé pour

’ 1
l e 1 D 5 4
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L. BAL et moi nous avons établi les conditions nécessaires ¢t suffisantes
pour I'existence de la décomposition (46), dansle cas des fonctions L ety
différentiables [411, [5], sous la forme ,

e 1 (it @ N op)
ks E;\f'x[ }Z Uells =y RS e 1) (8, — 1)
i (F=1, .., Pp—1, P+ 1,...,0).

Dans la démonstration nous avons fait usage du
Lemme 1. Si la fonction f(x,, .o ny X)) admel les décompositions
2 e e

(49) f(xl’ eo b I

(f=1,2,...,7) (po=0), alors la décomposition (46) est wvalable. Tei les
fonctions F,, o, ne sont pas soumises a aucune condition restrictive.

Pour établir les conditions dans lesquelles la fouction (45) admet Ia
décomposition (46) dans le cas des fonctions F et ¢; continues et stricte-
ment monotones, nous énongons le lemme suivant, dont la démoustration
ne présent pas de difficulté.

Lemme 2. Poyr que la fonction S, oo, x), continue ef siricte-
ment monolone par rapport a chaque variable, soil de la Jorme

(50) o M o E)= oy, ..
il faut et il suffit Uimplication

(51) {f(xb i & A=,
V(e SRR ST o s P
La lemme 2 généralise le théoréme 1.

De:? lemmes 1 et 2 il résulte immediatement -
. THLOREME_S. Pour que la fonction continue el strictement monolone
L o- ey Xy) soit de Za'forme (46) avec F ¢t Pi continues el strictement mono-
tones 1l faut ef 4l suffit que les relations

5 59 iy (ix) ] 1 j j
(52) S 2 ) = i 0y
(e =01; j, = 0,1) valables pour

.

o %n) = Fylx, . Loy sengs K

L) xPi—-l’ @k(xp‘__l-i-l: 5 ¢

Y ’TI))! xp+1; ey Xy J

Xp. Xp+1s - - o5 Voo B =y ,\‘”) —

.,_yp, _'Vp_f.l, 8 _\'”).

(8 =ppy +1, .. s D)

(Al e Sl e
(k:],?, ...,T), (f)o == U)

{S=0’ js =]l 1",:]', =0;

entrainent les mémes relations (52) pour
fa =10, Js =11, 7 e — 1
)

S ol o ayant les mémes Significations gue plus haut

psando—@nmm D e, 49)
> Jans le ions (4
nnent pas deg var; s décomposit

ables communes, Si nous suP-

10. Généralisation (e
es 7 fonctions ¢, ne contie
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ue la fonction f(xy, ..., x,) admette des décompositions, dans les-
1 ?ne variable figure sous plusieures fonctions intérieures, alors nous
1§?qu11’11 résult‘era_\uue form'e plus particuliére pour ‘f.
Considérons premiérement l'exemple

que
verr

) [, v, 2 0) =g [ (.3, 2), u] = k[, (3,2 u)],
HD] 5 -

- ; b sont # et monotones.
les fonctions o, &, g, /i sont continues

oll Ie théoreme 6 nous montre que les fonctions f(x, y, z, u) et f{x, ¥z, #)
ont :'k-s' pseudo-sommes a trois termes

| /(5 v, 200 1) = KTF (3) + G) + Hw)]
(54)

2y ) = KT [Fy() 4 Gyfe) + Hy(w) ]
iore éealité (54) y = v, et dans la deuxiéme z = z,

' posant dans la premiére égalité (54) y =y, € ‘ ! o,
% ]);{htril(l:t’t(l(lmx' ﬁvprmcntntinns pour la méme pseudo-somme & deux
o1 ob ; - <
termes, On a 12

y .\ . Y 1)

Foix] = F{x) p .

e =a izl + aG(y,) — Gi(zg) + ¢

K(x) = 2 K(z) +&+¢,
done la deuxieme égalite (54) s'eert

1 -
1) = K™ [F(x) + Gi2) + G(vo) — o Gylz) + H(m)].

R, Vo s

ixe <, I t K ne se change
Nous faisons varier y,, en laissant z, fixe; alors F, H,G e
pas, et :

== G / ’ Z):
Gyle) + Glya) =~ Gale) = €

donc o
- _ w=liF(x) 4+ Gy, 2) + : L
(m)) Ui oy o ontraine (33). Ce résultat

: K
o ==Y of duideminent (55)
Par conséquent, (73) entraine (.).)) el evidenti (

peut étre généralisé: T
THREOREME 0. Les décompositror

. ,’,x—{—l!"'
(56) Fp ooy %a) = & L0050 - -0 Fabs %o

| (x e x")]
7 p+l 28,
—_ k[xll . )y VP Y “'m{es‘ ol St?’?lﬁi:g’ﬂg“” fmoﬂ.Ol‘-OﬂP
NLLRULS

; 0 oit de la
P < q), ol o, 0, g, h sont des fonchions ¢ ction L %) SO1
Sont nécessaires e,tbs'z‘szz'santcs pour que L4
forme B
G(xp+1y -+ 00 ™4
(57) fuh.u,ma==K—WFMv-“'%L§J(p
+ H(%g41s o0 202

; olones. 5 établir
F.G, H, K éant continues et stnczfen'z.eni'l;;g;m (86), il reste donc &

A ur = 4.
5 A4 sous DA ralable po
La formule (57) peut étre mise tto implication est VA
(56) — (57). Nous avons vu que €€

,xn] =
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Nous la supposons valable pour —1 =4 etnous Ia‘('lem(;n:crermls 1)f)11r . _p;.lr_
ceque 7 =5, il y a deux éléments au moins dans urL des gro‘ul)?b de varia.
bles %y, - -, Xp3 Fpats -+ Xgs Xgrls - v Xy ;s sul\n‘)oso,l}s d])O‘U‘l lixer les 1d éeg
que c'est la troisiéme. Il résulte de I'hvpothése d’'induction

TR s Mo T )= W (Rl i )‘ -
= + G(xps1, - - +» %g) + H'(Xg41, -+ o0 Tty ¥n) |
g T L, et ) L BTV )

+ Gyl#pay, < <5 %) + Hyl%grr, o+ -5 Fny %n)

On a

Kl M s i Gl 1, e
(59) + H (%41, -
+ Gi(%p41, -

o Xg) +
i ;\'(,},_I)] = Kl_l []:1(;\’1, coep Xp) T
S ag R (vl

. AR
vy %p—g, Xn) .
Ln fixant toutes les variables sauf x, et x,., on obtient deux représentations
de la méme pseudo-somme a deux termes, domnc K,=aKk + a" [12]. En

~ |
! d

substituant cette expression de K, dans la deuxiéme équation (A8) et en

Sk 1 1 ! : 5 -

ecrivant  pour —I,—G,,—H, — ¢’ simplement [7,, G,, H,, on obtient
a a a

a méme forme pour la deuxiéme équation (58) avec la seule modification

qu'au lieu de K, on aura K. Dans (59) les

. i =]
A b ; arguments de la fonction K
doivent étre égales, donc

T, e R R el e e

. o Xg) = G(Npg, -0 V)
La deuxiéme équation (78) s’écrit

o b il o) = Kl (F(x

s idp) o G %y, - -
+ Hy(xg,,, .

iy b ST N
Nous faisons varier Xn—y, en laissant

o . o |
fixe : al 5 : F G, K
n l1xe ; alors les fonctions T
ne changent Pas et nous obtenons : ; ks

S, 7, ., ) = K~ (B, s %p) + G (x gy o
+ Hingy, .. e

o) xll—].! xn)]-
Le théoréme 9 est démontré.

~ Supposons maintenant
suivantes :

(60)

s Xj)

que flx, y, z, ) admette les décompositions

Sy, 2,0) = gg(x, y, 2, u)]

= h[d(x, v, 4), 2] =1 [kiz, % ), 31
I1 résulte de ce que :

nous venons de montrer

R A R

= ik e
L LR, 9) + 6,() K;() ]
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En donnant des valeurs constantes a y et z, on voit comme plus haut
qu'on peut supposer I.; = L. Puis nous posons z = const, et nous trouvons

Fx, y) = Fa(x, %) + Gy(v) = F(x) + G(¥), donc
61) flx.y zu) = L™V [F(x) + G(y) + H(z) + K(u))

Par conséquent, les (rois décompositions (60) sont nécessaires el suffisantes
pour que la fmu':‘zmz f(.\',‘\’,.:', i) soil une pseudo-somme a quatre lernies.
On trouve par induction compléte :
THIEOREME 10, Les décompositions

(li'_’) ,/-(“l' vop Xn) = & 19 (-\11- ey iy Xig1 ye e vy xn). X |
(=2 .., 1), ot o cl g sonl des fonctions continues el slrictement mono-

fones, sonl nécessaire el suffisantes pour que la fonction [ soil une pseudo-
somme @ n lernes

* 1
s Fn(;\n) 1

(G3) PR FUE, (%) + Fal#g) + o

Fiel F élant des fonclions continues el strictement monolones. ‘
: snérali Soré 6. Le théoréme 7 se généra-
Le théoréme 10 généralise le théoréme 6. Le g
lise comme il suit:
N 3 b ¥ 5 S = s h i (e lﬂ
THEOREME 11, La  condition mnécessaire el snffzsl[anlr, /:o:;trmrivm’mw
fonction continues el strictement monolon Flayye e Xy) soil wne p
a n> 3 termes est que les relations

' i) )
’Til[")) —_—f(x(]il i .\21 . ; v\n )

n n

T . T i verifient it
valables pour les indices 1 = 0,1, jx = 0,1 qu f FE;

(64) T R

n ALk
i o . . ') —_ L q = ‘_'-,
enlrainent les mémes relations (64) fJO""El”- k=]j"

n
. N A — 1]~
avec S ik = hJk e

=1 k=1
i " . _ o9 ot démontrons quef
A . — T — =)
trainent les mémes relations avec Y 7 F—‘l-}"
=1 (=

" — 1. Nous admettons que les relations (64)

&t une psendo-somme.
Considérons la fonction

LA
(P(l'p R -1")1—1) = f(xl:' Ly An—ly N
et S 3 ‘ :
; Upposons que . ; ) x“"—l)),
(G’)) CP(Ns'l), e xstaﬁ—_il)) — (.\-1 yrcmr el
A M de la maniere
75 5 X
si ":k =01 }- 01 nil'-'.h i "Eljk == Al Determmoﬂs "
o by g = 3 L, —
J ’ e s

2 Mathematica

‘)
-
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(3]
18
suivante :
A1) (0 0 \ _ 0 (0 (1
’.P(.‘\l y .'12 ),- .« ey xn—-l) —f(xl )J‘ vy ""Hi-],y ﬁ.”))‘
: Y, n n
Alors la fonction f(xy,.. ., xy) verifie (64) pour ¥, 4 = Y g = 1, done
k=1 k=1
? o na
aussi pour ¥ 4 = 3,k = 2. En tenant compte de la définition de Ia foye.
: k=1 k=1
thlll o(%y,. .., ay—) on voit que les conditions (65) sont satisfaites pour
=1 n—1 n—1 o
Y, = ¥ jk =2. Par conséquent les relations (65) pour ¥, 7, = HEE;'A
k=1 k=1 ‘ Rt
: 3 ~ k=] k=1
=1 entrainent les relations (65) pour
1=t n—1
=Y k=2,
k=1 k=1
don i ) an : ,.
¢ nous obtenons par l'application de I'hvpotheése d’induction
’19("'\"1!' sy ;\’)r—]_) = F_l [Fl('\:]) —{— g _i— F (\‘ ) |
Done ' B
filog Py Y DR o T T Y - ;
( ] Aeslian ) == [rl(‘\'l) e 1*11—1 ('\)H—l) i
et aussi
CeAs ey b A Ve i
1 » vn—2 n—l, X — (I) ( -
H ”) [Dl("."l) + e + (Dn--'_l(-’('n_g) Jf (hn(?rn)]'
En posant dans les deux ie '
eux derniér Ati : 0 0 :
es relations xy = 2§, ... 4, = af)’, nous

avons deux formes d’écriture pour f(x,
& )

% 2 () (0 g & .
que @ peut étre choisi égale 4 F. () Ny, %37 ,..., xy)) d’ott on obtient

n a immédiatement
Fi=® (1=1-¢
i =0 (1—1,3,...,11—2)

bl

donc
f(.‘\.'],, ey Xp—o, xg,oll, g P I,‘—l . ‘
s . . nl)l [F](:\-l) e —|~ ]«"_2 (-’\'”_3) i O, (‘\,") J
Nous faisons varier x,), en laissant W fixe
Xy’ fixe

Moy, i my) = F [Fy(x
F oo i)+ 0. 2 Pors (w4 @ iy, o)

f("rll e, X ) = G—I
n [GIS‘:)G“{‘ : e PR e
On obtient "ot Ba) 4 G
ient par co i
St e mparaison des deux derpj: : : %n)
pseudo-somme 2 n termeg cres relations que f(%,. -

Ainsi nous m
avons démoy
; ons 1tré i
On voit par une vérification . gy la suffisance de la condition énoncéé:

rém 5 irecte qu’ : g
e 11 est démontré quelle est aussi nécessaire. Le
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