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sTUDI SI NOTE
ASUPRA UNOR INEGALITATI
TIB. POPOVICIU, prof. univ, membru coresp, al Acad. R. P. R.

I
1. Cunoscuta inegalitate a lui Cauchy-Buniakowski

¢ (% b)) =(Zdf) (Bo)

este verificatd oricare ar fi girurile de numere reale

(2) aln“’z:---,au;blfbas-"lbn'

I. Aczél a demonstrat [1] inegalitatea

(3) (ay by — X a; bV =(af — Baf) (8—101),

care este verificatd oricare ar fi sirurile de numere reale

(4) aorah"':an; bu:bli"-:bnt
astfel ca sd avem
(5) &>V & (saubg> Y b7).

in aceste formule, precum §i in cele ce vor urma, notidm, pentru
n

- prescurtare, cu Y., insemnarea ¥}, n fiind un numar natural dat.
i=1

9. Se cunosc mai multe demonstraiii ale inegalitdtii (1). Una
din aceste demonstratii se bazeazi pe observatia ca forma péatratica
Z(a,w—— b; 'y)z este nmenegativd i, In general, definitd. Se deduce ca
in (1) egalitatea are loc dacd si numai dacd sirurile (2) sint propor-
tionale. Doud siruri, cu acelasi numar de termeni, cum sint de exem-
plu, sirurile (2) (respectiv sirurile (4)), se zic proporjionale (sau liniar
dependente), dacd existd doud numere i, p, nu ambele nule, astfel ca
si avem Aa; =pb;, 1= 1,2, ..., n (respectiv i = 0, Liasay 1)

I. Aczél di o demonstratie analoagd pentru inegalitatea (3),
observind ci forma pétratica

(ay = —boy) — Y (¢ z—biy)=
(@ — Y @) —2(a b — B arb)ay +(bo— b7) o’
este indefinitd si deduce cd in (3) egalitatea are loC daci si numai

dacs sirurile (4) sint proportionale.
Dacia n > 1, concluzia relativi la cazul egalitatii in formula (3)

este valabili numai sub ipoteza (5)- Dacé =Y af (sau ba= Y, bi ),
inegalitatea (3) are loc (evident), dar pentru egalitate nu este atunci
necesar ca sirurile (4) sa fie proportionale. Pentru a vedea acest lucru,
este suficient a lua, de exemplu, pentru sirurile (4) sirurile (n=2)

5,3,4:8,4,7T. ‘
3. O a doua demonstratie, foarte simpld, a inegalitafii (1) se
bazecazd pe egalitatea

5wy —arbf (B o) (S8 —(Berb
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O egalitate analoagi . « :
inegalitaten (). naloaga permite si deducem inegalitatesn (3)' i I
Daci Y, a7 >0, avem S " Ficind aici i=1,2,...,n si adunind membru cu membru inegalitatile

i : = % oA 1
. astfel obtinute, avem, {inind seamd si de —1—+-= 1,
‘ p q

(2 by — Y o, b, —(d— ¥ a?) (bi— Y b7)=

E a; b;
1 1
(% af)? (X vD)*

 care este echivalentd cu inegalitatea (6).
Condifia de egalitate rezultd din condifia de egalitate a relatiei (8).
Tn demonstratia prececentd am presupus ci numerele a,, Ao,y «.vs Ay,
pe de o parte si numerele by, ba, ..., b, pe de altd parte, nu sint

IA

el
__E??{(bu Z a?‘—ﬂu Y ab)
(=X af) (X a?) (T 62)—(Xa, b,) 1},

de unde, tinind seami de condifia

5 (5) si de i i -
avem (3). Pentru ca in (3) sa aibs locJezaljia%Qaegahtatea (1), rezults cx

ent 5 ; : . » este necesar gi - : : :
nalitiieza ‘;‘i’re;?ﬂiialgate in (1) si ca b, af:ao Mab, Dinlpf»lo Suﬁf“‘ 3 toate nule. Se vede ci rezultatele precedente sint valabile gi daca
sirurilor (d), ) se deduce atunci imediat proporﬁonalfﬁfrt_lo-_;_‘ a;=0,=...=a,=0 sau daci by =by=...=b,=0. Pentru cazul

ltatea - egalititii, ne bazim pe faptul ci orice gir este proportional cu girul

4. Se

tie cd inegali ) care are tofi termenii egali cu 0.
Holder § galitatea (1) se generalizeazj prin inegalitatea Iyj

Notd. Inegalitatea (8) se poate demonstra in multe feluri. De exemplu,

ea se deduce usor dacd observdm ci, presupunind n dat, funciia de
s

i Ry
& m_ "t 2" a ciirei derivaté este egala cu i [1 o (ﬂ}r“].
r+s r+s E

s 1
(6) Y a0, =<(X o) (T vf)7,
unde a;, b; =0, i=1, 3 ey M lar D

1 isi atinge minimul sdu absolut pentru si numai pentru E=m.
conjugate, adicd — -+ — 1,

G sint doud numere pozitive >1)si
5. Avem inegalitatea

P19
Egalitatea in (3 e ] 1 i
(w) are loc daci §1 numai daci sirurile (10) e Zﬂz b,z( af — G,ij)?( b= Z b?)",
(7) =

sint proportionale.
Pentru demonstrarea inegalitatii (6)

Pig-in P
a1y @2y ..., an; bi,bd, ol B

i care este verificatd dacd p, g (> 1)sint doud numere conjugate si

a;, 0; =0, i=1,2,..., 1, ad> Y, of, bj> Y, b, egalitatea in (10) avind

dintre medii : . ; se pleacd de la i : loc dacd si numai dacd sirurile
iile aritmetice §1 geometrice generalizate 8 incgalitaly pp B g q
r ) ' (11) a’Dsalx'--:aﬂ;bO: blr---’bll
8 e _
®) R n’“g’iﬁﬂ_, sint proporfionale.

Pentru a demonstra inegalitatea (10), vom arita intii cd este

e : ; A e
care este verificatd pentru & destul sa ne ocu;l)am de caz1.}1 n=1. Intr-adevir, fie n=1 si sa
2

loc daci si numai dacs e M=0, 7, s>0 si in care egalitatea are

Dacd presupunem ci ¥, o/~ g ¥ of punem A=(Y ), B=(} b?)7. Atunci a,>A =0, by>B=0 si pe
) i &

>0 si dacid punem baza inegalititii lui Holder,

al by o (12) E a; b; = AB.
Yad’ i Y o : Presupunind ci inegalitatea (10) este adevidratia pentru n=1,
putem serie )
] 3 1 1
(13) a, by— AB = (af — AP)" (b — BY),
Din (12), (13) rezultd imediat inegalitatea (10) (pentru n oarecare).

: Riamine si demonstrim inegalitatea (13) unde dg, bo, A, B sint
numere reale astfel ca a,>>A=0, by> B=0.

1l
T=_,S=_£,E=
4 q

inegalitatea (8) devine
(9) a; b,‘ af

(¥ o % (X b))

Q=
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) i
Pe baza inegalititii (6) (unde n =2, g,= A4, ag=(a5——-A”)P’
1

b= B, b, =(b§— B%)?), avem
1 1
(14) AB+-(af— 4%)7 (b§— BY)7 < @ b

0r
care este echivalenti cu inegalitatea (13).

6. Inegalitatea lui Minko wski

(15) [X (@ 4017 <(X a)? 4 (X v)7,

care este verificats pentru a;, b;=>0, i— 1,2 ...,m p> 1; rezults

imediat din inegalitatea (6). Este suficient si adunim membru cy
membru inegalitatile

IE a; (a; 4 b)) =(Y )" (¥ (a;+1v,)" (p—]))%.

(16) il i
Y b, (a; + b)) = (% bf)” (X (a; + £ el

1 1
unde —+— =1 si obfinem o inegalitate echivalents cu (15).
p q

Pentru ca si avem egalitatea in
S& avem egalitatea in ambele formul
este necesar si suficient ca sirurile

ﬂ-f! ag: ceey aﬂ; (a'l + bl)p’ (a2+ bz)p: s (g + bn)p
§i prin urmare sirurile
a’l! aa; A an; a1+ bl! a2+b2: ple iy, an+bn
sa fie proportionale, iar pentru a doua egalitate ca sirurile
bI) bz, ey bn; al""—b], ag—’-bz, Lin o an_'—bﬂ
sd fie proportionale,
Se deduce cj o conditie necesars si suficient ca in (15) si avem
egalitatea este ca sirurile (2) (cu termenii nenegativi) si fie proporfionale.
Ne-am bazat aici pe urmdtoarele fapte: 1° coeficientii de propor-
nenegativi dacid a;, b, =0, 2°

fionalitate (vezi nr. 2) se pot alege
tofi nuli este proportional cu orice sir (observatie

sirul cu termenii
deja ficuts), 3° proportionalitatea este tranzitivy pentru sirurile care

nu au tofi termenii nuli.

7. Inegalitatea lui R. B ellmann [2]

(15) este necesar $i suficient ca
e (16). Pentru prima egalitate,

1 1 1
A7) (o453 (@ 4+ b.V)” = (h— ¥, o) -+ (55— X)),
care este verificatd pentru @, bj=0, i=0,1, ey, p>1, af > Y, d
bb> Y, b/, se deduce din (15) exact cum se deduce inegalitatea (10) din (6). :
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1 1 =
P A= (Y &)?, B= (XY b})". Atunci af > A%, b§> B’ si pe
unem A= i) ]
baza inegalititii lui Minkowski, avem

1
(18) [¥ (@ + 01" <A+B. o e e
a i i ! grata pentru n=1,
Presupunind ca megahtatealﬂ'?) este adexlra p 3
P i p v
(19) [(a -+ bo)* — (4-++B)']” = (ab— 4)" 4 (bf—B")". e
Din (18), (19) rezultd (17), pentru n oarecare. sjtrér csc}lzirxlr;fgniémcu
galitatea (19), pentru ¢,>A=0, b,~>B=0, ea e

inegalitatea lui Minkowski ’ 1 ]

{(A+B) +[(b— 477 + (o6 —B")" I'}* Zao+b. 3
Lisdm pe seama -cititorului si demonstreze ca egaill‘taa’;i?vi; éinz
are locasdacépgi numai dacd sirurile (4) (cu termeni neneg :

a puterii a 69, 6 >0 a Iui x=0.
il
8. Cunoscuta inegalitate a lui P. L. Cebisev,
3 a; b ;221_’1'_ . Zﬂ,
4 i . d lasi sens, a
iruri i 10tone de acelasi ;
ificaté ci girurile (2) sint mono _ s
G Vfi;]:}cga;i glilte $feluri. Astfel M. Biernacki [3] ;;‘Jne bm
fOStdgerslil;zele Yo, Yb;, ¥ a b respectiv sumele Y oean Y& by
oc de ; , /
E g; a; b;, unde termenii sirului

8],82,--.,8,1 : -
(%1) tiv egali cu 1 si — 1. Prin acqasté inlocug;e, 1réeg?1111tiii?
sint alterna lvrifigcaté daci sirurile (2) sint necrescitoar >y lon
(20) rémine f,e_ Inegalitatea (20) rémine adeviratd, in al('t(a21)$ﬁecare
ditiuni s dack ¢ sint egali cu 1 sau —1, as_tfel ca in $1ruf_ Tiee
R daci? 8irzle termeni consecutivi eg_al_l cu_—-l sa 1.ee 12\1'1 -
grup (c;r?;gk(acz)mplet) de termeni consecutivi mai numerosl eg :

e un

Avem deci inegalitatea
1 %
(22) Yuab %; (Y e a) (Xe by) 5
: s foular, .
dacd sirul (21) verificd proprietatea de mai sus $1, In particu
galitatea : ) (E e b)
= = — 1)i—g (—1)"" bi)s
(23) L= abiz— (M) ‘ o
i a i e
care sint adevirate dacj sirurile (2) sint necrescatoare §1 cu

nenegativi,
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9, o Al :
o es?éorﬁtgasgltgggl gener?I;zam ale inegalititilor precedente 1
1 este L sd 0 notatie prescurtats iruri s
no‘pm%} si definifii in legiturs cu ele PR
om considera numai siruri ' i
£ i cu acelas &
i, 5 : S$1 numar n de i
e j'lu §£Le;cirﬁert.?§)e, vom fr_lota Cu o singurd literd C sirul (i cztermem_
a vor 11 notate cu A4, B, i iruri e varin i
: Al p ar siru iabi
Ly, xzéi;‘-l.:t&{;“ Y, Y5 -, ypcu X, Y Eth , : o e
alifatea 4 = | a si i
termeno 2 terfAe B a doua siruri A, B este definits prin egalitat
e S antn a lor. Suma A-B a sirurilor A, B este iea
SR PG ad p;I-li ermen lmi termen cele doui siruri, iar produsul$ ;:211
S n numaru este sirul obti i i
% : : > § obtinut inmultind cu n a
Spe%aez; terr(lia.enjll ]uL'A. Iin particular, — A (= (— 1) :51) este s;lfrtilfrul-h
dgméi o?)iia in ,;ChlmPLDd semnul fiecirui termen, Egalitatéa si caie
refle*{ivizatgu se t‘l.cura de'p_rqpnetéti obisnuite 5i binecunoscutec(?je
tribl;tivit : ; stmetue, tranzvltlv:tate, asociativitate, comutativitate, dj ;
i) S : eretc.) asupra carora este inutil s3 ingistdm aiei ' 5
ir i "pr '
b term,eniisejimlu _poate 1nte5p1eta ca un vector ale cirui coordonqgt
n produsu? l:,;]u_l. Cele doug operatii sint atunci adunarea vectorie
. ui vector printr-un un scalar,

citevy

irul AV AW inatie lini
S E S€ numegte o combinatie liniari a sirurilor (in

Jj=1
numir fini =
num:s fullt') 'AU’.{ 1=12,..., k. Numerele A0), = [
S(_: ci).,fzczent,u acestei combinatii liniare s
Irul ¢, .0, 5, royt Skt
_ _ ++=y € format cu termen irului
P Gt . fc T sIenlgl vy e, o
gc ?’:E‘l* in ordinea mversa, se numeste rdsturnatul aC(‘S};;Ji ;;r V, -
i rasturnatul sirului C. Avem (C*)* =cC : * (R
ie e

"':k se

n

243 1 “( ? i ‘:cl ? L SRR ) ; L /
2 n yl! J2} ’ y") E J_E tr f If yf!

o form& biliniary i icientii
biliniard reals (cu coeficientii a, ; reali) in cele douj siruri

de variabile X, Y. Inegalititi i
R galitatile (20), (22), (23) sint atunci echivalente

@5 F(A;B) >0,

unde avem, respectiv,

BX V) —h Y oy — (% z) (X vi),
B(X %) e=n Y n Yi— (Y e ;) (X e yy),
B ¥ = Bl it gy — (B (el ) (T — 1)i=2 ).

Dacid voim sj g izam i
v eneralizam inegalititi . 4
urmétoarele dous probleme : galitdtile precedente se pun imediat

Pr e ;

ca inegaloigzisam(gwl'ﬁ ?;C; Sz?effftiizg?;n; fof'f}%_a biliniard reald (24), astfel
s aca fie ] F i ash

0 Proprietate de monotonie de un sens deter%;eatdm sirurile A, B are
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nainta

Problema 2. — Si se determine forma biliniard reald (24), astfel
ca inegalitatea (25) sd fie verificatd dacd fiecare din girurile A, B are

o proprietate de monotonie de un sens determinat gi are toti termenii

de un acelagi semn determinat. _
Prin faptul cd unul din sirurile 4, B are o proprietate de mono-

tonie de un sens determinat, intelegem ci girul rdmine tot timpul
nedescresciitor sau tot timpul necrescator. De asemenea, prin faptul ca
sirul are toti termenii de un acelagi semn determinat, intelegem cé
termenii sii sint tot timpul toti nenegativi sau toti nepozitivi. Un sir
cu tofi termenii nenegativi, resp. toti termenii nepozitivi se mai numeste
un sir nenegativ, resp. nepozitiv. Zicem ci doud giruri sint monotone de
acelasi sens daci ele sint ambele nedescrescitoare sau ambele necres-
citoare si zicem c# ele sint monotone de sens contrar dacd unul este
nedescresciitor, iar celilalt necrescitor. Denumiri analoage se pot intre-
buinta pentru sirurile cu tofi termenii de acelasi semn determinat.

10. Se vede ci, daca inegalitatea (25) este verificatd in conditiile
problemei 1 sau in conditiile problemei 2, inegalitatea analoagd (oare-

cum contrara) ‘
(25") F(A;B)=0

este verificati, in aceleasi condifiuni de ciitre forma biliniard —F(X;Y)

si reciproc. ) g
La problema 1 sint patru cazuri care se pot distinge, dupd sen-

sul monotoniei sirurilor (2). Aceste cazuri, numerotate 1, 2, 3, 4 sint
cupringse in tabloul

A
nedescr. LECresc.
B
nedescr. 1 2
necresc. 3 4

De exemplu, cazul 2 este cazyl cind girul A este necrescitor iar
sirul B este nedescrescator. ;

Studiul celor patru cazuri se poate reduce la studiul cazului 1
observind, pe de o parte, cd dacd sirul C este monoton, sirul —C
este de asemenea monoton insd de sens contrar si, pe de alta parte,
¢ avem —F(— X;Y)=—F(X;,—Y)=F(—X;—Y)=F(X;Y).

Rezultd cid pentru ca inegalitatea (25) si aiba loc in cazul 4 si
.pentru ca inegalitatea (25') si aiba loc in cazurile 2 si 3, este necesar
si suficient ca inegalitatea (25) sa aiba loc in cazul 1.

Va fi deci destul sd ne ocupdm numai de rezolvarea urmdétoarei

Problema 1. — Sd se determine forma biliniard reald (24) astfel
ca inegalitatea (25) sd fie verificatd oricare ar fi sirurile medescrescd-

toare A,B.
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11. Consideratiuni analoage se pot face asupra problemei 2, Avem
acum 16 cazuri numerotate de 1a | la 16 si care sint cuprinse in tabloy]

nenegativ nepozitiv
a l E
B nedescr. necresc. nedescr. necresc,
nedescr, 1 , 2 3 4
neneg, e T ————e s
necresc. | 5 6
nedescr. 9 l 10 11 12
nepoz.
necresc. 13 ' 14 15 ] 18

.~ De exemplu, cazul 7 este atunci cind sirul A este nepozitiv gj
nedescrescitor iar sirul B este negativ $i necrescitor,

La problema 1, schimbarea semnelor uneia sau celor dous grupe

de cite n variabile ale formei biliniare F(X;Y) a permis si reducem

blemei 2, aceste transformiri nu permit s reducem, ca mai sus, toate
cazurile 2-16 la eazul 1, insd permit si reducem cazurile 4, 13, 16 1a
cazul 1, cazurile 3, 14, 15 la cazul 2, cazurile 8, 9, 12 la cazul 5 si
cazurile 7, 10, 11 la cazul 6, Acest lucru se justificd prin faptul cj-
dacd sirul C este nenegativ, resp. nepozitiy, sirul —C este nepozitiy
‘Teésp. nenegativ si reciproe. Pentru a reduce cazurile 2, 3, 6 1a cazul 1,
observam ci, daci sirul C este monoton, rdsturnatul siu C* este de ase-
menea monoton insd de sens contrar cu C. Daci C este nenegatiy
resp. nepozitiv, C* ramine nenegativ resp. nepozitiv. Rezulti ci, pentru
ca inegalitatea (25) sd fie verificati in cazurile 2, 5, 6, este necesar si
suficient ca aceeagi inegalitate si fie veriticatd pentru forma biliniars,
respectiv egald cu F(X*;Y), F(X; Y*), F(X* . ¥*) itn eazyl 1.

Va fi deci destul si ne ocupdm numai de rezolvarea problemei

Problema 2'. — Sg se determine forma biliniard reald (24), astfel
ca inegalitatea (25) sii fie verificatd oricare ar fi sirurile A, B nenega-

Bineinteles c¢i putem reduce, in mod analog, in cazul problemei
1, cele 4 cazuri la una oarecare dintre ele si, in cazul problemei 2,
cele 16 cazuri la una oarecare dintre ele,

12. Se demonstreazs usor cd orice combinatie liniari cy coefi-
cienfi nenegativi de siruri nenegative este un Sir nenegativ si ci
orice combinatie liniarj cu coeficien{ii nenegativi de siruri nedescres-
cdtoare este un sir nedescrescitor,

Sd notdm cu UCY girul ey tofi termenii egali cu — 1 si cu
UD (j=1,2, ..., n) girul care are ultimii j termeni egali cu 1, ceilalti
tiind egali cu 0. UY) este deci girul0,0, o0y 0, 1, 1,000, 0. Sirurile

h—\ S

—

U=h v, j=1, 2 -+., m sint niste siruri nedescrescétoére particulare,
ultimele n fiind in acelagi timp siruri nenegative particulare,

Avem '

Lema 1. — Orice gir nedescrescdtor este o combinatie liniard cu
coeficientii nenegativi ai girurilor U(— N, U i< 2 < s T
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Lema 2 Orice sir nenegativ gi nedescrescng))'r _estele (?2 comb:l—

A== TR . o . 'HT’I..IUT :J= 3 &y ene oip) The

ie liniard cu coeficienfi menegativi ai §ir 4 y i
nayteégi.zmszou; IEmJ; rezélté imediat din faptul c3 dacd C este un s

garecare, avem

n—1
e =g U‘—l)—]——lﬂm UD 4 Y (cjea—cj) UD,
by 2 2 j=1

icienti ivalentd cu
d de se vede ci nenegativitatea coeficientilor estie deed;i]‘?arian;é u
c:ngﬁia respectivi de monotonie sau de monotonie §

semnelor termenilor ¢, ¢y, ..., ¢, ale sirului C.

13. Daci i A AWM, 121!,;(5) B® sint niste combinaii liniare al;:
sirurilor A, rr==l Ll ...,SI;, respectiv ale sirurilor B, s=1,2,...,1,
avem

; " ) = E i‘,h(r) u® F(AD; B)
F(r§1 L sZ_-lu i r=1. &=l

i a ti e lemele 1, 2, deducem ; st
v daa‘a E?zn;n zealmi %onditia'necesc;md si suficientd pentru ca inegalita
e !

ificatd icar i girurile medescrescdtoure A, B
i cu. acebia migrliate s Jie veriicud trdeavns cing fiecare
oy ems 3 Conaiia wecerrd gl sufcenid pnru i
litatea (25) sd fie verijiic?éieg:;;a;:egghjl fezrggz;e versfionts tot_deau':}fz
g;-ﬁ(sica}ffei:;f ,dgz egfu;?le A, B se reduce la unul din girurile UY,
j=1,2,...,n. ooy =), ). =1L 2. L s W
L minind eama e struetura sivurlox U, U0, J=13 0 m
biliniare (24).

‘ 1 w . . 3 bl - a_
g}étclixllreemm?istffe — Conditia necesard $i suficientd pentiru ca ineg

iliniard (: i fi ificatd, oricure
litatea (25), referitoare la forma biliniard (J4),Hsi géi% verificatd,
il a
ar fi ,sz'ruri,le nedescrescdtoare A, B, este ca s

n n
=i J'.:

y y "—' ’ Eahf=0|
Z Za{!jgoy T=132,---,"‘s 3—2,3,...,11., E )

= =5
r=1, 2, ;ssy Tt

i gi icientd inega-

Teorema 2'.— Condifia necesard gi sufacgevzzavsfiv;;tggtdfamicgre
itatea (25), referitoare la forma bzlz‘nuim (24), sd f Reving S O
f::afia"irum',le nenegative §i nedescrescitoare A, B, este ¢

$

n .
i Eag,j;(),'r=l,2,...,n, s=12...,m,
i a ind irul de numere

14, Ca o primi aplicatie, sd determinam giru

(26) 1'].r ?\-nl-"l]‘-m 1!%’_09 ln#ov
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astfel ca si avem inegalitatea

(27) (X% (X\a o) =(Y & a,) (X b)),

Oricalie a;r fi fh;érﬂe nedescrescitoare A. B
poteza X, 550, 4,540 si nici chiar ipnt
Tui it L §1 nici chiar ipoteze ca toti ii si
- (216) sad fie dlf(?rltl de zero, nu restringe gen&ralit:attermenu girn-
Zul contrar revine la modificarea lui n) =8 Brokizmel
In acest caz ‘ '

FXy)=(X ) (LA, 2 y)— (L z) (S y,)

3i dacd unul cel pPutin din siruri
; girurile X, Y este e (—t
avem F(X;Y)=0. Un calcu] simplu permite ség aslc::ilv::mu R0 g U

n—g’ n

F(U®; U®) = g;; Y A

i ' . i:n-r’+1
un e};- 1‘_—*-5111n (r,s), 8" =max (r, s).
r ~ 3
plicind teorema 1 » rezultd imediat cf:

Conditia necesard gi icientd ca i
2 nece $t suficientd ca inegalita i i
oricare ar fi girurile nedescrescdtoare A, g,B esttee acc(lzzz)uifeig: o

-
n
E] Xpperat gy o o n-1,j§‘;u, s=2,3,...n

2d fie toate de acelagi semn.

Este usor de vj 4
vazut ci = ; :
faptul ci: aceastd conditie este echivalenti eu

Numerele

(28) XD g b= (G (1) 0)) (5 (1 b))

este verificati daci n este impar si daci
c_resca:toall"e. Pe baza celor Spuse inegalit;,
si d&}C? sirurile A, B sint necre.:.cétom'e c
precisd (daci n este impar) decig '1'_ne-

membrul al doilea al facterului ch)
1

sirurile A, B sint nedes-
a este ‘de altfel verificaty
A(;easta Inegalitate este maj
galitatea (23) prin lipsa din
De altfel, membrul al doi

! ety o L oilea al
megag;a’ﬁi; ;111 (éior}d1'§111e problemei, este nenegativ,

B 1 oilea exemplu, s3 determindm sirul (21) astfel eca si
29 3

(29) Y& g b = (Y e a;) (Meb) O

oric i siruri
are ar fi girurile A, B nenegative si necreseitoare
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In acest caz vom aplica teorema 2’ formei biliniare

FUXY) = Y 61 Tpeitq Ynivr — (0 81 n—iin) (et Ynpieo)e

r &7
Avem F (U ; U®)= (Zl B) (1 — E} g7)> unde ' =min (r, 5), s’ = max (r, 8).
= i=

Rezultd imediat ci:
Conditia necesard §i suficientd ca inegalitatea (29) sd fie veri-
ficatd oricare ar fi girurile A, B nenegative $i necrescitoare este ca

numerele

=
E £fy 7:1121---’“':
=1

sd fie cuprinse (in sens larg) intre 0 si 1.

Aceastd conditie este indeplinitd, in particular dacid g = (—1)"1,
i=1,2,..., n. Inegalitatea (28) este deci verificati oricare ar fi sirurile
A, B nenegative si necrescétoare (indiferent daci n este par sau impar).

Aceastd inegalitate este mai precisd decit (23).
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O HEKOTOPbIX HEPABEHCTBAX

B nepBoii wacTd naercs HOBOe N0KAa3aTebCTBO HepaBeHcrBa (3) u. auens [1] u pae-
CcMaTPUBAIOTCSl HEPABEHCTBA, COOTBETCTBYIOLIHE HEDABEHCTBAM TOJBJepa H MHHKOBCKOrO,
Bo BTOpOH uyacTH paccMAaTPHBAIOTCS HEKoTopele o0o0lieHdss HepaBeHcTBa (20) uebhimiena,
B uactHocTH, I(al0Tcsi HeOGXOAMMBIE W JOCTATOYHbIE YCIOBHs, 4YToOh HepaBeHcTBa (27) u
(29) OGbuiH BHIMOMHEHBl LIS HEyOBIBAIOLUINX, COOTBETCTBEHHO HEOTPHUATE/NBHBIX H HeBO3pa-

CTAIOHIHX NOC/eN0BAaTeJIbHOCTEH,

SUR QUELQUES INEGALITES

Dans la premiére partie, on donne une nouvelle démonstration de l'inégalité
(3) de J. Aczél [1] et I’on considére les inégalités correspondantes relatives aux
inégalités de II6lder et Minkowski. Dans la seconde partie, on examine
guelques généralisations de l'inégalité (20) de P. L. Tchebycheff. En parti-
culier, on donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que les inégalités
(27) et (29) soient vérifices et les suites (2) sont non-décroissantes respectivement

non-négatives et non-croissantes.
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