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§ 1.

Die Geometrie der Gewebe kann als theoretischerr Hintergrund der
Nomographie (insbes. der Netztafeln, und zwar solcher Netztafeln, mit
denen auch Fluchtentafeln dquivalent sind) betrachtet werden. Eine weitere
Abstrahierung der Gewebe auf abstrakte algebraische Strukturen, insbes.
Quasigruppen wurde in mehreren, im wesentlichen #quivalenten Weisen
unternommen (s.z. B.[2],[3],(4],[8],[11]). - P

Unsere folgenden Bemerkungen skizzieren auch einen solchen Weg. .
Da wir hier die Algebraisierung als ,,Entgeometrisierung’” auffassen, wollen
wir unser Ziel ohne geometrische Hilfsmittel erreichen, insbes. ohne eine
,,Streckenaddition”’, wie sie in allen oben zitierten Arbeiten benutzt wird.
Dagegen wollen wir dem nomographischen Ursprung niher bleiben. Deshalb
gehen wir nicht gleich bei der Definition in § 1 von Quasigruppen auf Loops
iiber, und so wird z.B. die Definition der reguliren Gewebe der Nomogramme
mit paralleler Anamorphose dhnlicher. Die Vermeidung der Loops in den
meisten Definitionen bringt die kriftigere Verwendung des Isotopiebegriffs
mit sich, was vielleicht auch dem Wesen der Theorie der Quasigruppen
niher liegt. In den §§2— 4 bringen wir neuformulierte Beweise verschiedener
Schliessungssitze. Allerdings werden in diesen Beweisen schon Loops verwen-
det, obzwar deren Loop-Eigenschaft meist nicht ausgeniitzt wird. Dies hingt
damit zusammen, dass auch unser Verfahren — wie wir es in § 5 zeigen wollen,
—dquivalent mit den in den oben genannten Arbeiten gegebenen ist. Dagegen
wollen wir im § 6 auch iiber diese Arbeiten hinausfithrende Probleme stellen.

In der Nomographie stellt man eine Funktion von zwei Verdnderlichen,
deren Wert an der Stelle (x,y) wir kurz mit xy bezeichnen wollen (ohne dass
darunter unbedingt das Produkt der Zahlen %, y zu verstehen ist), durch
eine Netztafel z. B. so dar, dass die Koordinatenlinien (x = const. bzw.y =
const.), sowie die Niveaukurven (z = xy = const.) gezeichnet und mit den
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beziiglichen x, y, z Koten versehen werden, und der zu (x,, v,) gehorige Funk-
tionwert wird durch Ablesen der Kote der durch den Schnittpunkt der Koor-
dinatenlinien x = x,, ¥ = y, gehenden z-Kurve graphisch bestimmt (Figur 1).
Wenn man auf der X- und Y- Achse die Skalen so transformieren kann,
dass die Niveaukurven in lauter Geraden iibergehen, so nennen wir dies
eine Anamorphose, und falls sogar eine Ubertragung in lauter parallele
Geraden (Figur 2) moglich ist, so sprechen wir von einer parallelen Anamor-
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phose. In diesen Fillen lisst sich die Funktion auch durch das du i

der Fluchtentafeln mit drei Kurven bzw. drei Geraden dagte?lllin?egﬁgz
Kurven sind mit Skalen versehen und. die funktionale Verbindung der
Werte wird durch Kollinearitit der beziiglichen Skalenpunkte dargestellt.
Funktionen (x,y)— xy, deren Netztafeln eine parallele Anamorphose zulassen

(die also auch durch . Fluchtentafeln mit drei’ Geraden dare
kénnen), lassen sich immer in der Form aden ‘arbestellt werden

= U A

schre}ig?en 3w0 feh _stétige und'rstx;eﬁg‘ monotone Funktionen 'sind ([6]).

" %lur(d;t) geweb(e} b{;{;tfht nun aus drei Kurvenscharen, so dass durch
; nes Lebietes genau eine Kurve jeder ¢ 4

zwel Kurven zwejer verschiedener Scharen ein ] i M

: Tsch einander in genau ei k
schneiden (andere Definitionen wie z.B. in [2], Verlaigen nlt?re mkg)i:‘}lalsltefzi
eullien ASch.mttpunkt): Ein Gewebe nennt man regulir falls es ein topologi-
sches Abbild von drei Parallelen-Biischeln von Geraden ist. Da zwei der-drei
Kurvenscharen immer in paralle ; "

le —'sogar in parallele und auf eir :
S PR a nander senk-
rechte — topologisch iibergefiihrt werdes kénnen, kémien diese als Koor-
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dinatenlinien eines cartesischen Koordinatensystems und die Kurven der
dritten Schar als Niveaukurven einer Funktion (deren Wert an der Stelle
(x,5) wir wieder mit xy bezeichnen-wollen) betrachtet werden; wir haben
also wieder ein Gebilde wie in Figur 1. Da ein regulires Gewebe offenbar
auch mit drei Biischeln von Geraden parallel zu den Seiten eines gleich-
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks homdomorph. ist, und bei solchen
(s. Figur 2) die dritte Schar aus Niveaulinien der Funktion

(#,9) = u + v

N

}W-U+v

I
NRRRRRR

Fig. 2

(1) - fxy) =g(0) +h(3), .
wo f, g und % wieder stetige und streng monotone Funktionen sind.

- In der Geometrie der Gewebe gibt man verschiedene geometrische Be-
dingungen fiir die Regularitit eines Gewebes. Dies sind gewisse Schliessungs-
sdtze. Wir mnennen hier drei solche. Die Thomsen - Bedingung besagt
(Figur 3) in der Darstellung von Figur 1: Sind x,, %,, %, drei beliebige x-Werte
und y,,y,, ¥; drei beliebige y-Werte und liegen die Punkte (%, 9,) und (x,, %)
auf derselben 2-Kurve (Niveaukurve) und eben so (x5, %) und (x,, y,) auf
einer Niveaukurve, so liegen auch die Punkte (x5, y5) und (%5, ¥,) auf. dersel-
ben z-Kurve. Da zu Punkten derselben Niveaukurve dieselben Funktionen-
werte gehdren, und da wir den Funktionswert an der Stelle (x,y) mit xy
bezeichneten, kénnen wir die Thomsen-Bedingung auch so schreiben:

besteht, giit in diesem Fall

2) ; (%192 = %231 & X1 Y3 = X391) => % V3. = Xa ¥y L. .

Ahnlich lasst sich die Reidemeister-Bedingung (Figur 4) so’ schreiben: .

(3) (X1 ¥e = %1 & XYy = %o V3 & Xy Yy = %y ) =% g Yy = X4V



J. ACZEL, G. PICKERT, F. RADO 4

8

und die Sechseckbedingung (Figur 3) so:
(4) (tye=%) &% J’é = Xg Y2 = X3 Vi) = %p Y3 = %3Y3-

Man sieht , geometrisch” leicht ein (vgl. z. B. [2], [11]), dass aus der
Thomsen-Bedingung die Reidemeister-Bedingung .folgt, wahren_d die
letztere durch die Spezialisierung %, = %3, ¥, = ¥ in die Sechseckbedingung
iibergeht. Dennoch ist jede dieser Bedingungen mit der Regularitit des
Gewebes iquivalent, (s.z.B. [2], [9]). _

Nun bemerkt man aber, dass diese Bedingungen in der Darstellungen
(2), (3), (4) rein algebraischer Natur sind. Dies legt es nahe, die Gewebe auf
abstrakte algebraische Strukturen zu verallgemeinern. Insbesondere kann
das auf Quasigruppen geschehen, d.h. auf Mengen @ mit einer Verkniipfung
(x,y7) — xy, bei der alle Gleichungen der Gestalt xb = c oder ax = d heziiglich
¥ eindeutig auflésbar sind. Die Mengen von Paaren (%,y) mit x,y e Q, die
durch eine Bedingung einer der drei Arten x = ¢, ¥ = ¢, xy = ¢ beschrieben
werden, besitzen nun die oben angegebenen Eigenschaften der Kurven
eines Gewebes. Wir bezeichnen die Menge der angegebenen Paarmengen
daher als das der Quasigruppe Q zugeordnete Gewebe und die Paarmengen
selber als die Geraden (oder, auch wohl: Linien) des Gewebes. Wir werden ()
auch als die dem Gewebe zugeordnete Quasigruppe bezeichnen. Gelegentlich
werden wir sogar ein Gewebe mit seiner zugeordneten Quasigruppe identi-
fizieren, also die Quasigruppe selbst als Gewebe bezeichnen. — Was wir unter
einem reguliren Gewebe verstehen sollen, wird durch (1) nahe gelegt. Zwei
Quasigruppen (), R mit. den Verkniipfungen (x,y)— xy bzw. (x,) — x.¥
nennt man ¢sofop, falls esdrei umkehrbare' Abbildungen f,g.,h, von @ auf R
gibt derart, dass fiir alle Elementenpaare x, y in

(5) flxy) = g(%) . h(y)

gilt. — Ein Gewebe nennen wir regulir, falls die zugeordnete Quasigruppe mit
etner Gruppe, stark reguldr, falls sie mit einer abelschen Gruppe isotop ist.
Im § 4 werden wir auch die sogen. Halb- Regularitit definieren, — Im folgen-
den wollen wir zeigen, dass die drei obengenannten Schliessungsbedingungen
auf Quasigruppen eben mit diesen verschiedenen Stufen der Regularitit
aquivalent sind.

| § 2.

.~ Wir beweisen erstens, dass ein Gewebe dann und nur dann stark regulir
tst, falls die Thomsen- Bedingung erfiillt ist (vgl. [1], [9]). -

Es gelte zuerst (2). Werden dann -
%y=u und y, =v

beliebig gewdhlt, so gibt es wegen der Quasigruppen-Eigenschaften bei
beliebigen #,y solche x,, y,, %;, y,, dass :

{6) et E=UY =50, Y =uy, = %0
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gelte. Also sind die Voraussetzungen in (2) erfiillt und deshalb folgt

(7 Xy Y3 = %3 Y.
Jetzt definieren wir durch '
(8) osv.out=st

auf derselben Menge Q eine neue zur urspriinglichen isotope Quasigruppe
(mit der Verkniipfung (x,y) — x.y). Wegen der eindeutigen Losbarkeit von

(9) sv=2x,  ul=y
)
xy

8/

Y2 N ~JY-X
Y=V
t4 x y

PRy
x,=U Xz X‘
Fig, 3

nach s,{ bestimmt nidmlich (8) bei fixen u,v, tatsichlich eindeutig die
Verkniipfung (#,y) — #.y, mit der  wieder eine Quasigruppe bildet, wihrend
(8) selbst die Isotopie (vgl. (5) ) der beiden Quasigruppen sichert. Die mit
einer durch (8) definierten Verkniipfung versehenen Quasigruppen beze_}chnen
wir als die L-H-Isotope (vgl. [8], S. 48) der Quasigruppe mit der"Verknupfung
(x,9) — xy (der Name wird sich in § 4 erkldren). Diese sind fiir alle unsere

Beweise wichtig. ) o X v ?
Wir zeigen, dass aus der Thomsen-Bedingung die Kommutativitdt aller

L-H-Isotope folgt (vgl. Figur 3):
(10) x.9=y.%.
Tatsichlich wird aus (6) und (8)
%.y = XU U3 = %2 Y Y. X = X%V.UYy = X3 Vs

and wegen (7) gilt so die behauptete Kommutativitit von (xy) — %.3.
B Au% der( I)(ogmmutativitdt aller L-H-Isotope einer Quasigruppe (sogar aus
der Kommutativitit aller L-H-Isotope mit festem v) folgt aber auch thre
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Assoziativitdt (vgl. [8]). Ist nimlich nicht nur das durch (8) definierte,

sondern auch das L-H-Isotop mit der durch

(11) svowl = st

gegebenen Verkniipfung (%, y)— xoy kommutativ, also

(12) .. caps aob="boa,

so kann mit (9), (8) und (11)

(13) x.y = sv.ut =st = svowl = %o (wy.ut) = %0 (g.)

erhalten weden, wo ¢ = wv gesetzt wurde. Da w beliebig ist, kann auch ¢

beliebig gewzihlt werden und es gilt fiir beliebige $,g,» wegen (10), (13) und (12)
(p-9).7=(g-2)-r=(g-p)o(g.7) =(g.7)e (g-$) = (q.7).£ =P-(g.7)

w. z. b. w. Da wir nur (2) vorausgesetzt haben und da so die L-H-Isotope
unserer Quasigruppe als kommutative assoziative Quasigruppen abelsche
Gruppen sind, folgt aus (2), dass die gegebene Quasigruppe mit abelschen
Gruppen isotop, also das Gewebe stark reguldr 1st.

Ist umgekehrt das Gewebe stark regulir, gilt also

fxy) = g(x) + A(y),

wo @ mit der Verkniipfung (#,¥) — x4y eine abelsche Gruppe bildet, so st
(2) erfiilt. Aus

f(x,32) = f(xa 1) und f(x;55) = f(x31)
d.b. —— : , i

&%) +h(ye) = g(%) + A(y)) und g(x;)+7(ys) = g(x3) +A(5)
folgt nimlich

, - &%) = g(x) + h(yz) — h(31), . hlys) = — &(x) + g(x3) + A(y) .
und hieraus folgt durch die Addition wegen der Kommutativitit tatsdchlich
di : v 8(xe) + Blys) = g(x5) + A(ye)

e Sl o s = f(x) s

also ist (2) erfiillt, wz.b.w. = _
Wir haben damit auch bewiesen: ist (2) fiir ein y, und fiir alle x,, =,

Y5, %3, ¥, erfiillt, so ist (2) auch fiir alle y, erfiillt. A '

Wir beweisen zweitens, dass ein Gewebe dann und nur dann regulir ist
falls die Reidemeister-Bedingung erfiillt ist (vgl. [9]).
Es gelte vorerst (3). Es werden diesmal

- x1=u und J’l —_. i ivl ; Fid142

11Q. . i

17
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Jfixiert. Es gibt bei beliebigen x, v,z solche x,, x5, v,,y;, dass

(14) i A=Y, Y =NV =UY,, 2 = Uy,
und solche x,,y,, dass
(15) Y3l = MgV, XYy = UY, .
gelte. Also sind die Voraussetzungen in (3) erfiillt und deshalb folgt
(16) : X3V = %, ¥s.
 } :
|z \x(y.z)
Y. A ik
I
(x.y).2
Yo
y,=V
i 4 i £t g
X’=U X X3 X,
Fig. 4

Wir beweisen, dass die durch (3) definierten L-H-Isotope assoziativ, also
Gruppen sind (vgl. Figur4). Wir erhalten aus (14) und (15)

XYy = XgV. UY, = X3 Yp = x4V, g2 = X0 . WYy = Xp¥5 = UY,
(.9).2= %40 - W)a =5 g Yo x.(y.2) = %gv. Uy, = %3y,

und wegen (16) gilt die behauptete Assoziativitit von (#,y) - x.y. Also folgt
aus (3) dass die gegebene Quasigruppe mit einer Gruppe isotop ist, d.h. dass das
Gewebe regulir 1ist. — Auch hieraus kann dbrigens abgeleitet werden, dass aus
der Thomsen-Bedingung die starke Regularitit des Gewebes folgt (vgl. [11]).
Da namlich aus der Thomsen-Bedingung (2) die Reidemeistersche (3) und aus
dieser die Isotopie der Quasigruppe mit einer Gruppe folgt und das Einsetzen
des letzteren Resultes in (2) die Kommutativitit dieser Gruppe ergibt, folgt
aus (2) tatsichlich die starke Regularitit des Gewebes. Migdy coy
© Ist umgekehrt das Gewebe reguldr, gilt also .

flxy) = g(=).2(),
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wobei (¥, y) — %.y assoziativ ist, so gil¢ (3). Aus

g(%)) - I(ye) = g(#2) - B(31)s HEARJCABEFIEANICN
und '

o 8lx).A(y:) = g(x) . A(31)

folgt namlich wegen der Gruppeneigenschaften tatsichlich immer
(%) - A{ys) = [g(xg) . A(3) - h(yz)—l] g™ glx) - Alye) ] =
= g(%) - h(y) - [g(x1) - B (3 T . g(xa) - B(3s) = g() - h(3y) -
AR NN CARCAEFIEAR TN ICA L EA Bl (EABYICARES
= (%) - A(ys)

(! ist das Inverse von % in der Gruppe), also ist (3) erfiillt, w. z, b. w.

Wir haben zugleich bewiesen: falls (3) fiir ein Wertepaar x,, y; und fiir
alle x,, ¥, X3, ¥a, %4, ¥, erfiillt ist, so ist (3) auch fiir alle #,, y, erfiillt.

Man kann shnlich auch schwach regulire Gewebe dadurch definteren, dass
die beziiglichen Quasigruppen mat sogen. Moufang-Loops isolop sind: Moufang-
Loops sind Quassigruppen, deren Verkniipfung (x,y) —x.y fiir alle x,y, z
das Gesetz ' "4 STt '

. [y . (ey)]=1[(x.9).2]. ¥
erfiillt und in denen es ein neutrales Element e mit
17) Xeb=8, 5=}

gibt. Ein Gewebe ist genau dann schwach-regulir, wenn es die aus (3) durch
die Zusatzvoraussetzung x, = x; bzw .y, =1, bzw . XYy = X,v, entstehenden
drer Bolschen Bedingungen erfiillt (vgl. [3]).

. § 4

Um die mit der Sechseckbedingung dquivalente’ Abschwichung der
Regularitit zu definieren werden wir vorerst die Regularititsdefinitionen
und die Ergebnisse der §§ 2 —3 etwas umformulieren. Wir betrachten etwas
niher die durch (8) definierten I-H-Isotope. Mit (5) verglichen sehen wir,
dass hier f(x) = x ist. Solche Isotope nennen wir Hauptisotope. (Besteht
zwischen zwei Quasigruppen Hauptisotopie, so sind sie notwendigerweise
auf derselben Menge definiert). Andererseits bildet die Menge Q mit der durch
(8) definierten Verkniipfung (x,y) — x. ¥ eine Loop, d.h. eine Quasigruppe
mit neutralem Element ¢ (d.h, esist (17) erfiillt). — Tatsichlich ist e—uv ein
Einheitselement. Setzt man ndmlich in (8) s = u bzw. ¢. = v, so erhilt man

U . ul=wut bzw. sv.wuv=sv,
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was mit (17) diquivalent ist. Also definiert (8) Loop-Haupt-Isotope und des-

halb nanuten wir diese kurz L-H-Isotope. Es gilt sogar, dass alle Hauptiso-
tope, dic Loops sind, durch (8) bestimmt werden. Es sei nimlich

(18) st = g(s) . h(?),

mit umkehrbaren Abbildungen g,h von @ auf sich und es gelte (17). Wir
setzen in (18) fiir s bzw. f die wegen der Umkehrbarkeit der Abbildungen g
und 7 existierenden Elemente # bzw. v mit

glu)=e bzw. h{v)=e
ein und erhalten ,
h(t) = ut bzw. g(s) = s,
so dass (18) tatsdchlich in
St = sv.ul

d.h. in (8) iibergeht. — Andererseits sieht man unmittelbar, dass jedes Isotop
einer Quasigruppe zueinem Hauptisotop isomorphist: (5) lisst sich mit der

durch
zoy =gf (x) . hf7\(y)

definierten Verkniipfung (x,%) — 2oy (die ein Hauptisotop der mit der
Verkniipfung (x,y) — x.y gegebenen Quasigruppe liefert) als

Nlxy) = g(x) . h(y) = gf /(%) - W ~A5) = f(x) o [ (5)
schreiben (f~! ist die inverse Abbildung zu f).

Nun sind aber die Existenz eines neutralen Elements, Assoziativitit
und Kommutativitit isomorphieinvariante FEigenschaften. Sind also die
L-H-Isotope einer Quasigruppe Gruppen bzw. abelsche Gruppen, so sind das
auch alle mit der Quasigruppe isotope Loops. Denn alle Loop-Isotope sind mit
Loop-Haupt-Isotopen isomorph, also ebenfalls Gruppen bzw. abelsche Grup-
pen. So kann man die reguliren bzw. stark reguldren Quasigruppen auch dadurch
definieren, dass alle Loop-Isotope der beziiglichen Quasigruppe Gruppen
bzw. abelsche Gruppen sind. Ahuolich ldsst sich auch die am Ende des § 3
definierte schwache Regularitit umformulieren.

Nun nennen wir ein Gewebe halb-reguldr, falls alle Loop-Isotopen der
beziiglichen Quasigruppe schwach potenzassoziattv sind. Hier verstehen wir
unter schwacher Potenzassoziativitit das Bestehen von '

(19) (2.%) . = 2. (x. %)

fiir jedes Flement x. Spiter werden wir noch die (stirkere) Potenzassozia-
tivitit definieren.

Wir beweisen, dass ein Gewebe dann und nur dann halb-reguldr ist, falls
die Sechseckbedingung erfiillt ist. (vgl. (7], [8]). -

Da auch das Bestehen von (19) isomorphie-invariant ist, geniigt es
wieder (19) nur fiir die durch (8) definierten L-H-Isotope zu betrachten.
Dies ist aber mit (4) dquivalent (vgl. Figur 5). Denn gilt (4), werden '

=% =21
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beliebig gewihlt und ist x gegeben, so gibt es %, ¥, derart, dass
(20) "o X = 1Yy = XU '

und x,,v derart, dass

(21) . XX = XN Uy = XpYy = WYy = XgV
4
X(X.X)
%
Ya ‘ = (X. X)X
y=v
i X X. X
Ky .X2 $ X3
Fig. 5

gelte. Also sind die Voraussetzungen in (4) erfiillt und deshalb folgt
@2) - XoYs = %3Ys- :

Nun folgt‘ aber aus (20) und (21)

(23) (%.2) .2 = w00y, = %Yy, %.(%.%) = XV.4y; = %93

und daher (19) aus (22). So ist (19) Konsequenz von (4). Umgekehrt, folgt
auch (4) aus (19). Fiir # = x;, v = y;, und x,¥, = %,Yy, ¥;¥a = %3y, beniitzen
wir (20) als Definition von x. (21) gilt wegen (8) bei x,y, = %93 = %33;.
So wird die Konklusion von (4) bei Bestehen der Pramissen von (4) laut (23)
eine Konsequenz von (19) sein, w.z.b.w.

Wir werden jetzt zeigen, dass aus (4) auch die Polenzassoziativitit des
durch (8) definierten L-H-Isotops (und damit jeder wit der urspriinglichen
Quasigruppe istopen Loop) folgt: . -

(24) : . . : .’)L’m . xr! =xm+"

fiir jedes ganze m,n (vgl. [7], [8]) . Hier werden die Definitionen -

25) =z, (rz20)
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(26) W=e (= uv),
(27) & = (&)™ (n < 0)

yerwendet, WO x" das Inverse von % also das Element mit

x.x’=6=:x'.x

A
o R+l
g 4 Xt
.yj—
x T
y2 m#.l n
Xm'xn X X
y’ \xﬂzxn-! xm-&'ixn-v
X, X3
Fig, 6

ist (dessen Existenz noch nachgewiesen werden muss). Dass urng_.ekélal]:}:rlt:l a(tillsl‘
(24) das Bestehen von (4) folgt, ist aus den vorigen selbstverstandiic ,
(24) fiir m = 2, n = 1 die schwache Potenzassoziativitit (19) weggn (25)
als Spezialfall enthilt.

i i ir #i ' = 0 odern =0,

Zuerst beweisen wir (24) fiir nicht-negative mn. Ist m = 9 = e

S0 ist (24) wegen (26) und (17) trivial. Fir m = 1 geht (24) in die Dﬁgﬂgzﬁs
gleichung (25) iiber. Wir verwenden Induktion, indem wir voraussetzen, .

(28) MoV = LM

& % e i 3 _1
bei M = —1,m fiir alle (m’cht—negatwe) N und bef1_M ﬂ}m_+;¢gl_1:le N,E——.— ”
Schon giiltig ist, und beweisen, dass (28) dann auch fiir x _.:c & }; et
erhalten bleibt. Dazu wenden wir (4) an, lrrlljl_?m wir xl,,- 2 X3 Y Vo -
gegebenen u, v, ™), 7, ¥, AT, 4, durch -

n n+l __u
o= 1 __ n—1 —1 x5 = uy‘z‘ X = y3
X 1=x]1), xm=x21}, X.m+ -—xs'u, X V1

i 1..
definieren. Dann gelten laut (8) und der Induktlonsvpra:ussef:zungén_ (vg
Figur 6) _ ;

= —1 __ = x
1Ye = xmuv.uy, = g = L= g A = %04 Y
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und

— mml Gl amn G e 0wy, = XY =
B Yy =X 0.y, =%" X =% =% .% 2 V. UYy 2V

Xy v o X,

Fig, 7

also sind die Voraussetzungen in (4) erfiillt, und deshalb folgt

XYz = X3Ye
und daher

A = v uy, = Ky, = Ky = X v. uy, = a™ . &L = ML

Dies ist die zu beweisende Behauptung (28) fiir M = m}1, N =
Damit ist (24) fiir positive m,n bewiesen,

Nun beweisen wir aus (4) die Existenz eines Inversen % zu ]edem %,
'so dass also, :

{(29) Xy ==

gilt. (Auch dies ist eine mit (4) dquivalente Eigenéhaft.) Setzen wir namlich
(vgl. Figur 7)

% =# und y, =v
und definieren x,, y,, %3, y; durch

E=HUV =MWy e=W=25Y, =%

G, S ol b i

gy

N

- folgt, wihrend wir )
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so sind die Voraussetzungen in (4) erfiillt, und es gibt daher ein x’ mit
19, F R = 1y = A,
Fiir dieses x’ gilt (29) tatsichlich:

¥ =XV UYy = XYy =€ = Ky = Xpv.uy;, =%,
w.z.b.w. ‘

Wir haben (24) noch fiir negative m und positive n zu beweisen. (Die
iibrigen Fille folgen aus diesen durch Ersetzen von x durch #’.) Hierzu brauchen
wir (4) in einer etwas verinderten Gestalt:

(30) (¥ = %y & Ay = X3¥s & XpYp = Xgyy) => XY = XY,

Dies folgt tatsichlich aus (4), sind nimlich die Voraussetzungen in (30)
erfiillt, und definieren wir y, durch

(31) -"15’—3 = X2}y,
so gelten schon
X\ Y3 = Fa¥y = Xg)y,

also die Voraussetzungen in (4) mit y, statt y,, so dass auch

%1 Ye = %) und

Xo2Yg-= X3

YV = A3)s
vorausgesetzt haben. So ist _
Y3 = Js
und (31) liefert unsere Behauptung.
Um nun ; g sl
g o >0, n>0)
zu beweisen, setzen wir voraus, dass . . o
(32) x—R . xN e x—R+N
bei R=r—1,r fiiralle N und bei R = 1—1—1 fiir N--n schon gultlg ist, und
beweisen, dass (32) auch fiir R = 741, N = n+1 erhalten bleibt. Dazu
bestimmen wir (vgl. Figur 8) x;, %,, %3, %, yz, ya bei gebenenuv U
A, 1 47, 2" durch -
T = xu, T =, a7 = a0, x""l_ = uy,, 2" = uy,, "= wy,

Dann gelten wegen (8) und den Induktlonsvoraussetzungen

—r—1 n —r+n—l RL a—1 __ o
XYy = HU.UY, = X X =X =X . X = GUuy = B

—r n+41 e x—r+‘n+l

—r4l n __ e
XpYg = XgU.UY3 = % . X =% A= Xy, uy, = Xgys

2 — Mathematica v
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und

_ T n _ rtn ___ r+l =l g
KeVp = Xo¥ MYy = X X" = Tl = Y ==

also sind die Voraussetzungen in (30) erfiillt, und deshalb folgt ‘

Vs = %)
, _ * x-/f*f)‘ x J Xy
-yd -y
- X-{N.D)(n x"fx .
e X x"
Y,
Y ! y-n-:) x"’
X » X, X,
Fig. 8

und daher

A — vy = myys = ey, = v uyy = & = AT,
w. z. b. w. Da (32) fir R = 0, —1 und auch fiir N = 0 wegen dem bisher
Bewiesenen gilt, ist durch diesen Induktionsschluss die Potenzassoziativitit
(24) auch fiir m < 0< n, also vollstindig bewiesen. — Natiirlich dienten die
Figuren iiberall nur zur Veranschaulichung der Beweise und waren nicht
Bestandteil von ihnen. -

Wir haben zugleich bewiesen: sind alle durch (8) definierte Loops schvs;z;lcl.l '

potenzassoziativ .(im Sinne:von (19)), so sind sie auch potenzassoziativ im
Sinne von. (24).:icmi70 i w T S ¥ iy o ¥ IR A
.. Wir bemerken, dass zur Regularitit die Assoziativitit der durch (8)
definierten L-H-Isotope fiir ein Paar u,» geniigte, zur starken Regularitit
dagegen 1;hre Kom.mutativité'.t fiir ein v, aber fiir alle u gefordert werden
musste, wahrend wir zur Halb-Regularitit ihre schwache Potentassoziativitit
fiir alle #,» brauchten. ” _ . '

Eine weitere Bémerkung: Der Grund dafiir, 'dass bei gewohnlichen
Gg:_vszeben in der euklidischen Ebene auch die (schwichere) Reidemeister-
Bedingung und sogar die Sechseckbedingung dasselbe (ndmlich das Bestehen
von, (1)) , leistet wie die Thomsen-Bedingung, liegt daran, dass (vgl. [5]

i

S AT
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[107) auf einem reellen Intervall jede topologische (und als solche zu dem
rveellen Intervall homiéomorphe) Gruppe kommutativ (und zwar isomorph
zur Additionsgruppe der reellen Zahlen), ja sogar dort jede: fopologische

potenzassoziative Loop kommutativ und assoziativ ist,
i : }

§ 9.

Wir wollen nun den Zusammenhang unserer algebraischen Gewebede-
finition mit der iiblichen geometrischen Gewebedefinition untersuchen
und dabei auf die verschiedenen Arten, aus Geweben Quasigruppen herzu-
stellen, eingehen. Unter einem Gewebe versteht man (in Verallgemeinerung
der in § 1 wiedergegebenen Definition eines Gewebes aus reellen Kurven)
eine nicht leere Menge, deren Elemente als die Punkte des Gewebes bezeichnzt
werden, zusammen mit einem Tripel von Teilmengen, deren Elemente als
die Geraden erster, zweiter und dritter Art des Gewebes bezeichnet werden,
wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sein sollen: Jeder Punkt gehort
genau einer Geraden jeder der drei Arten an; zwei Geraden verschiedener
Art haben genau einen Punkt gemeinsam. Um ein solches Gewebe in ein
Gewebe in unserm Sinn umzuwandeln, braucht man lediglich fiir jeden Wert
i = 1,2,3 eine umkehrbare Abbildung f; der Menge der Geraden i-ter Art
in ein und dieselbe Menge Q anzugeben (die Mengen der Geraden verschiedener
Arten erweisen sich als gleichmachtig), dem gemeinsamen Punkt p der Gera-
den G;der i-ten Art (i=1,2) das Elementepaar (f,(G,), £,(G,)) zuzuordnen und

(33) f1 (Gl) g fa(Gz) =f3(Gs)

zu setzen, wo G, die durch den Punkt p gehende Gerade dritter
Art ist (vgl. [4]). Die Menge der Gewebepunkte ist dann umkehrbar auf
die Menge der Paare x,y e Q abgebildet, die Geraden erster, zweiter bzw.
dritter Art gehen in die durch Gleichungen der Art x = ¢,y = ¢, 0y =¢
beschriebenen Paarmengen iiber, und Q wird mit der durch (33) erklarten
Verkniipfung (¥,y) —x o y zu einer Quasigruppe. Vergleich von (33) mit (8)
zeigt, dass die auf diese Weise bei verschiedener Wahl der Menge Q und der
Abbildungen f; aus einem Gewebe entstehenden Quasigruppen gerade die
simtlichen Isotope einer Quasigruppe sind. In [4] wird insbesondere-das
folgende Verfahren angegeben um eine Loop zu erhalten. Man wihlt je eine
‘Gerade G der i-ten Art (i =1,2), setzt Q = G{”, bestimmt  f;(G;) firi =2,3
als den Schuittpunkt von G; mit G und £,(G,) als den Schnittpunkt mit
G derjenigen Geraden dritter Art, die durch den Schnittpunkt von G, und

GO geht. Der Schnittpunkt von G und G ist dann das neutrale Element.
An Hand von Figur 9 erkennt man leicht, dass in [3] und [11] die Loop-
Verkniipfung . in gleicher Weise eingefiihrt wird (abgesehen- von  der
‘umgekehrten Faktorenreihenfolge). §E gt i T TR
Wir wollen nun das eben beschriebene Verfahren auf eine in unserm
Sinn als Gewebe aufgefasste Quasigruppe Q anwenden, GO, G mogen die
Gleichungen x = # bzw. y = v haben. Gemiss dex umkehrbaren.Abbildung

y— (u,y) identifizieren wir. einfachheitshalber G® mit Q. Um. nun noch die

ey
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' hnen wir die durch den Punkt "
d' dritter Art der Kiirze halber n'l';’z

Abbildungen f; zu besﬁnm1e11, .bezelc
gehenden Geraden erster, zweiter un
x,, %y und benutzen die durch :

(34) xy = 24> = zZly4=ry = ¥\z
£(6)=1(6,)0% (G)
« V8 T G’
S e) 5
i ¥ . ‘ | : | Xy
_#(6)] >
V iE T
%, : . NV
6O
v - 27 it g =
Fig, 9'

erklirten ,_,Um_kehroperationen”. in der Qdasigruppe Q. Man bekommt dann
(nach der in Figur 9 beschriebenen Konstruktion)

T A= ) =y, fulay) = 1 2y,
so dass (33) zu ! i o ' ‘
(35)

wird. Man dberpriift léicht, dass wirklich » das néutralé Element ist, wie es

nach einer weiter obe i
wird nun mit x* = xv,l}’gft;;hten Bemerk?ng B i i [, 25 *

\%)o (1Y) = w\(x". y).
Das heisst aber: 74

\2 ist ein Tsomorphj - - _H-Iso-
t : g orphismus d larten L

PCI)JIJ?: Zléf'a(cii? (;;t (sb’:ii):ltg(liirte Isotop. Wir bekone;sx’x::n(sa)lsirkb?s auf 15°mg;:
den konnen, — Dieg erklﬁrrltL'H'ISOtOPe, da ja die u,0 beliebig gewihlt W

definierten L,00ps bta.uc:htt.n{.Wam’m wir in den Beweisen eben die durch (8)

Man kann die Fj
untersuchen und in

(u\xv) o y = u\ xy }

Figuren 3—5 7 quq oo Kt aus
. , n di Standpun
ihnen dle,,,Streckenadditionenu (f:: ’I?igur 9 einzeichné?-

1
|
|
|
|

§
|
)
i
|

i
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 Nicht ganz so einfach ist der Zusammenhang mit der in [8] (und im
Wesentlichen auch in [2]) benutzten Loop-Konstruktion: Wieder wird
eine Gerade G erster Art als Menge der Loopelemente und ein beliebiger Punkt
o darauf als neutrales Element genonimen ; das Verkniipfungsergebnis x4y
der Punkte #,y¢G entsteht, indem man die Gerade dritter Art durch o mit

16

o uy Xty
. i “{
ot ¢
P Yy
Van 3
" UV
X
v ‘. 0 at
w/x . v il

Fig. 10

der Geraden zweiter Art durch x schneidet, die Gerade erster Art durch

diesen Schnittpunkt mit der Geraden dritter Art durch y zum Schnitt bringt

und schliesslich die Gerade zweiter Art durch diesen Schnittpunkt mit

G schneidet (Figur 10). Offenbar geht diese Konstruktion aus der in Figur .
9 beschriebenen durch Vertauschen der zweiten mit der dritten Geradenart

hervor. Bei ihrer Anwendung auf unsere als Gewebe aufgefasste Quasigruppe

Q wihlen wir (%,v) als o und identifizieren G gemiss der umkehrbaren Abbil-

dung z — (#,2) mit Q. Mittels (34) ergibt sich dann (Figur 10): ..

(36) Cxdy = (wfx)\uy.

Zu jedem Paar (%,v) entsteht soaus Q eine Loop mit der durch (36) erklirten
Verkniipfung (x,9) — x+y und dem neutralen Element v(=o). Diese Loops
seien im folgenden als die +—Loops von () bezeichnet. Die Menge Q bildet
nun mit der Verkniipfung (x,y) — #\y wieder eine Quasigruppe Q. Dafiir
gilt: Die +—Loops von Q sind genau die L-H-Isotope von Q'. — Denn setzt
man in (36) wv/x = s, uy = ¢, so ergibt sich RS ‘ ’

s\ + () = s\,
und Vergleich mit (8) zeigt sofort die Richtigkeit der Behauptung.
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Da die Isotopie von @,,Q, diejenige von Ql', Q; nach sich zieht (wi

(5) und (34) sofort folgt), haben isotope Quasigruppen wegen der T'Tallsitie aus
der Isotopie nach dem eben bewiesenen Satz dieselbe Menge von _,___LVItat
Um die +—Loops einer reguliren Quasigruppe (also einer solchen d;)OPs.
Sinne vom § 1 als Gewebe reguldr ist) zu bestimmen, darf man d'a'he THL
(36) von einer Gruppe Q (mit der Verkniipfung (¥,y) — xy) ausgehen und esgélllz

£+y = (o) Tuy =0Ty =v (%) (7).

Also ist x —v71x ein Isoxﬁdrphismus der +—Loop auf die Gru
; . ) ppe Q. Wi
haben daher den Satz: Die +—Loops eines Isotops erner Gr 7 s
2u dieser Gruppe isomorph. 4 g HPpE S Samilich
Setzt man umgekehrt die in (36) erklirte +—Loop als Gruj y
so wird mit ¥ = — s,y = s+¢ aus (36) die Gleichung HHS oS

b= (ol (—9)\u(s+),

u(s+1) =(wv](—s)) ¢.

Das besagt aber, wie ein Vergleich mit (B) zeigt e i i

2 ,» Wie let » gerade die Isot
mnt: de;) +—Loop: Eine assoziative +—Loop einer Quasigruppe z's(;p;fet ‘:i(;:lseor
;_s;; 0p. Die beiden Satze zusammen ergeben ohne weiteres: Eine Quasigruppe
‘izt g::;z;eiiznd;eguk;r, kwennlame (und damit jede) ihrer +—Loops Gruppe

, - dann stay, ir, w X ] ;
ebelsche Cruppe sst rggu rm-', wemz f‘m_eh (und damit jede) ihver +—Loops
- %{):i?int la:fssi;en sich die in den §§ 2,3 bewiesenen Aussageﬁ iiber die Thomsen-
S it emgls gr—BedJngungen auch sofort aus den entsprechenden Aussagen
£ 4 sk ii {h]]m e}:lnutz_te Algebraisierung gewinnen. Fiir die Ergebnisse von
iy hie: umc es kfl:}nfache§ Ubertragungsverfahren nicht bekannt, so dass
et e Gewwl;lr A11ch neue Aussagen handelt. Da die Sechseckbedingung
Lestormienas ?1 te- gel?ralsierungen die Potenzassoziativitit aller I,oop-
Q sind genau d:z;gm ‘szjvt;;g;f?b;‘::zcaler Satz: Die L-H-Isotope einer Quasigruppe
L—Hﬁmfg der Quasigruppe 0’ ng‘ozmm’ Lo ‘difs auch fq‘ir’ .df'e sr‘imth’chm
suﬁgsb e;;nguis ei;)l(g%en diese Ubertr;igu’ngSsiifz’t& auch daraus, dass dié Schiies-
et (O F ok 9280 ] ' verrbr, was man. i

Es sei > ahnlich wie von' (4) auf (30)). N

jede) i j%ozl;meglcgluss noch die Frage untersucht, wa(m)1 2;:1(3((u31)d damit
die I-H-Isotope von Quasigruppe  zu dieser isotop ist. Da die +—Loops
cind. Eine notWend'Q sind, trifft das genau dann zu, wenn Q und Q' isotop
Die Quasigruppe Q 8¢ und hinreichnede Bedingung dafiir gibt der Satz!
zur Quasigruppe Q' {mit der Verkntipfung (x,y) — xy) ist genau dann 15060p
(mit der Verknﬁpfuﬁ(m(]:: dex Vesiniipfung (%,5) — 2\y), falls es ein Isotop Q
. z"nversbedingimgn (QLgI ) +J) - .x Oy)v?)on Q gibt, das der folgenden nQ““s"'.liﬂks-
iy geﬁugt. Es'gibt umkehrbare’ Abbildungen s,t von Q auf

(37) T e B
Sfiir alle x,y¢ Q_,' ARIEY: i (}) b s'(.x)o (xo3)

also

S

B

e LU
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Zum Beweis denkt man sich in  die zu | entsprechende ,,Umkehrope-
ration” eingefithrt und mit dieser die Quasigruppe Q' gebildet. Dann besagt
QLI gerade die Hauptisotopie von Q und Q’. Da die Isotopie-von Q und Q
die von Q' und Q" nach sich zieht, -ergibt sich-daher aus QLI die Isotopie von
Q und @Q’. Sind umgekehrt @, Q" isotop, so besagt das nach (5) ‘die Existenz
von umkehrbaren Abbildungen f,g,A der Menge Q auf sich mit ‘ i

flxy) = g(x)\k (),

also : ‘
g(x) flxy) = h(y) fiir alle %9 € Q.' b
(ll)efilfliert man nun das Isotop @ von Q mit der Verknﬁpfung (,9) >x 0y
urc k £ i d
xoy= xf(y) fur alle %, y'e 0., .,
so ergibt sich mit s = g, ¢ = Af die Gleichung '
s(x)o (0 y) =g(x) f(2f(¥)) = HAy)) = ),

also gerade (37).

Hat Q ein linksneutrales Element ¢, so besagt QLI iibrigens einfach die
Existenz einer umkehrbaren Abbildung s von Q auf sich mit
(38) s(x) o (xoy) =s(e)oy firalle xy e Q; :
denn aus (37) mit x = e ergibt sich t(y) = s(e) oy.' UmgekehrtAfolg;t aus der
Verschirfung (38) von (37), dass e linksnentrales Element sein muss:

s(e)o (eoy) =s(€)oy, ' ‘
also , N
oy =y firalleye@.
Ist e sogar neutrales Element, also Q eine Loop, so besagt QLI die Existenz
eines Elementes a Am_it - C ‘ss\%“ e .
zo(xoy) = (z0%)0y, wenin Zo % = 4, :

Assoziativitﬁf, die im Fall 2 = ¢ in die Linksin-
nkskiirzungsregel bezeichnet) iibergeht. Denn

also eine Abschwﬁchung der A
versbedingung (in_[8] als Li
definiert man die Abbildung s durch
{39) . | Fg(x) o = a,v e g
- * ) ) - 5 . . L RL) l' : as ber -
so geht die angegebene Abschwichung. der Assoziativitit in (38) -iiber ;
umggekehr-t aber liefert (38) mit s(e) = a und y = e die Gleichung (39), so
dass mit s(x) = 2, alsozo x = a, (38) zu i b1 —
zo (x0y) = (zo %)oY

i

wird.
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8§ 6. i ke usin tdegb ziow sl m

ie gibt man auch Darstellungen von Funktionen
e & deutig nach x bzw. y losbar 1st. Sind dabej

. In der. Noihdéfap . I
(x,y) — xy fiir die xy =z nicht ein

‘wenigstens die Abbildungen % — xy und y — 2y noch umkehrbar (z.B. streng

aben wir es mit kiirzbaren Qruppmden, sonst (vgl. _die
ﬁggg-tﬁgéll?l)e 1J;mamorphose in §1) mit Gruppoiden zu tun (fiir die Termino-
logie vgl. [4]). Falls die Funktion einem Wertepaar eine Menge als FunkFlOnS-
wert zuordnet, so gelangen wir zu Multigruppoiden. Falls dieim §1 erwidhnte
Gewebedefinition von [2] zu Grunde gfelegt wird, so ist die Zuordnung
(¥,9) — xv auch nicht fir alle %,y definiert, was auf Halbgruppoide bzw.
Halb-Multigruppoide fiihrt. Endlich sind auch die Definitionsbereiche der
Funktion (#,y) — xy beziiglich des ersten und zweiten Argumentes und ihr
Wertevorrat nicht unbedingt dieselbe Menge, so dass eigentlich algebraische
Strukturen mit drei Grundmengen P, @, R zu untersuchen wiren, wo gewis-
sen x¢ P, ye Q ein z ¢ R zugeordnet ist. Eine Fiille von schwierjgen Prpble-
men wird durch die Aufgabe des Aufbaus einer Gewebegeometrie auf diesen
allgemeinen- Strukturen aufgeworfen. , .1 54 . :
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OTHOCHTEJIbHO CBOWMCTB MOHOTOHHOCTH '
NNOCJEIOBATEJILHOCTU HWHTEPIIOJIALIMMOHHBIX
MIOIOCWIEHOB C. H. BEPHUITEMHA M UX TTPUMEHEHUWS
K HMCCJIEAOBAHHIO TTPHBJIWM)XKEHUS SYHKIIHMH *)

0. APAM® .
Kayx by L YRGOYTARMY Tipey WaR
B nacrosuweit pabore HccienyeTcs NPHOJHIKEHHE HAHHOE MHOTOYJe-
HOM B,(x;f) C. H. bepuwreiina B ciiyuae Korxa npubiuxaeMas (QyHKUMS
f(x) MMeer orpanuuenHble pasjiesiéHHbIe Pa3HOCTH BTOPOTO MOPAAKA B NPO-
mexytke [0,1]. TokaseiBaercs, YyTo MPH TAKOM YCJOBHH HMEET MeCTO pa-
BEHCTBO: ; :

n

[0 — Bz =222 ¢, &, &1 £,

rae &y, Ep &3 — 3uaueHus u3 npomexytka [0,1],

Ilpensaputensio 10KasbiBaeTcsi CBOACTBO COIVIACHO KOTOPOMY, €CJH"
Gyukuua f(x), onpegenéunasi B NpoMexyTKe [0,1], ynoBnersopsier B 3TOM"
NPOMEXKYTKE H3IBECTHOMY YCJIOBHIO BHINYKJOCTH MEPBOrO MOPSAKa, TO COOT-
BETCTBYIOIIASl TOCJIENOBATEIbHOCTb HHTEPNOJSALHOHHBIX MHoroujedos C. H..
Bepnureiina — moHortonHa B [0,1]. 3aTem ycranaBauBaercs: nono6Hoe CBOIi-
CTBO JUIS INOCJIEJIOBAaTeNbHOCTH MPOU3BOAHBIX NEPBOFO NOPSAAKA MHOTOYJIEHOB:
C. H. Bepumreiina. B nocneanem naparpade sToift pa6oThl paccMaTpuBaeTcs
NpHMEHeHHe NPeRLeCTBYIOLIEH TEOPHH K NPHOMHXEHHOMY pelueHuo nudde-
PEeHUMANBHEIX YPaBHEHHH M cHcTeM au(depeHUHanbpHbX ypaBHeHHH. MMenHo,,
paccMaTpHBaeTcs: H3MeHeHHe MeToJa [I0CJeNOBAaTeNbHbIX Npubavxenuir E..
ITukapa, cocrosiuiee B NPUMEHEHHH K WHTErpaliaM, NOCJAENOBATENBHO HOABJA--
IOUIMMCSA B onpejesieHHH NpubarKeHHi — (opMyJl KBaapaTyphl BHAA
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*) 3ta paGora ony6iHKOBAHA H Ha PYMBIHCKOM A3biKe B sxypnane ,Studii §i cercetiri
de matematicd (Cluj)“, Tom VIII, no. 3—4, ctp. 195—210 (1957).



