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ie gibt man auch Darstellungen von Funktionen
e & deutig nach x bzw. y losbar 1st. Sind dabej

. In der. Noihdéfap . I
(x,y) — xy fiir die xy =z nicht ein

‘wenigstens die Abbildungen % — xy und y — 2y noch umkehrbar (z.B. streng

aben wir es mit kiirzbaren Qruppmden, sonst (vgl. _die
ﬁggg-tﬁgéll?l)e 1J;mamorphose in §1) mit Gruppoiden zu tun (fiir die Termino-
logie vgl. [4]). Falls die Funktion einem Wertepaar eine Menge als FunkFlOnS-
wert zuordnet, so gelangen wir zu Multigruppoiden. Falls dieim §1 erwidhnte
Gewebedefinition von [2] zu Grunde gfelegt wird, so ist die Zuordnung
(¥,9) — xv auch nicht fir alle %,y definiert, was auf Halbgruppoide bzw.
Halb-Multigruppoide fiihrt. Endlich sind auch die Definitionsbereiche der
Funktion (#,y) — xy beziiglich des ersten und zweiten Argumentes und ihr
Wertevorrat nicht unbedingt dieselbe Menge, so dass eigentlich algebraische
Strukturen mit drei Grundmengen P, @, R zu untersuchen wiren, wo gewis-
sen x¢ P, ye Q ein z ¢ R zugeordnet ist. Eine Fiille von schwierjgen Prpble-
men wird durch die Aufgabe des Aufbaus einer Gewebegeometrie auf diesen
allgemeinen- Strukturen aufgeworfen. , .1 54 . :

et LITERATURVERZEICHNIS

(1] Aczél J., Belousov V. D., Hossz1 M., deneralized Associativity and Bisymmeltry
on Quasigroups. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 11, 127—136 (1960).
[2] Blaschke W, Bol G. Geometrie der Gewebe. Grundlehren der Math. Wiss., XLIX,
; . Berlin; 1938, @ | £ i : ! ; ¥ ¥4
.[3] Bol G., Gewebe und Gruppen (Topologische F ragen dey Dz'fferenltialgeomtrie LXV). Math.
Annalen 114, 414—431 (1937).
[4] Bruck R. H,, 4 Suvvey of Binary Systems. Ergebnisse der Math.,, N. F. XX., Berlin-
Gaottingen-Heidelberg, 1958.
[5] Cartan E., La théorie des groupes finis et continus et Uanalysis situs, Mémoriale des sci.
math, XLII, Paris, 1930. b :
[6) D'Ocagne M, Traité de nomographic. 2. édition, Paris, 1921,
[7] Pickert G, Sechseckgewebe und potenzassoziative Loops. Prbc. Intern. Congr. Math.
Amsterdam, 1954., IN., : 245 —24¢, . B e :
[8] . B Projektive Ebenen. Grundlehren der math. Wiss., LXXX., Berlin-Géttingen-
Heidelberg, 1955. Ko b
[9] Radé F., Ecuatii fu.nctionule I legdturd cu nomografia. Studii si cerc. mat. Cluj, IX.,"
?::::2112”29:2;”53:‘“:;;”; jonct?onneltes caractérisant les momogrammes avec
{10] Salzmann H. Topolo fscls. a' kﬂ'natma g 143_'166 ey
i ety gl o s gische projehtive Ebenen. Math. Zeitschr. 67, 436—466 (1957).
, . = ogische Fragen der ‘Differentialgeometrie XIT., Schnittpunkisitse
: in ebenen Geweben. Abh, Math. Seminar Univ. Hamburg 7, 99—106 (1929).
Eingegangen am 5. ]]. 1960, b B, s i 2 :

.l 0%

MATHEMATICA VOL. 2 (25), 1, 1960, pp. 25 — 40

OTHOCHTEJIbHO CBOWMCTB MOHOTOHHOCTH '
NNOCJEIOBATEJILHOCTU HWHTEPIIOJIALIMMOHHBIX
MIOIOCWIEHOB C. H. BEPHUITEMHA M UX TTPUMEHEHUWS
K HMCCJIEAOBAHHIO TTPHBJIWM)XKEHUS SYHKIIHMH *)

0. APAM® .
Kayx by L YRGOYTARMY Tipey WaR
B nacrosuweit pabore HccienyeTcs NPHOJHIKEHHE HAHHOE MHOTOYJe-
HOM B,(x;f) C. H. bepuwreiina B ciiyuae Korxa npubiuxaeMas (QyHKUMS
f(x) MMeer orpanuuenHble pasjiesiéHHbIe Pa3HOCTH BTOPOTO MOPAAKA B NPO-
mexytke [0,1]. TokaseiBaercs, YyTo MPH TAKOM YCJOBHH HMEET MeCTO pa-
BEHCTBO: ; :

n

[0 — Bz =222 ¢, &, &1 £,

rae &y, Ep &3 — 3uaueHus u3 npomexytka [0,1],

Ilpensaputensio 10KasbiBaeTcsi CBOACTBO COIVIACHO KOTOPOMY, €CJH"
Gyukuua f(x), onpegenéunasi B NpoMexyTKe [0,1], ynoBnersopsier B 3TOM"
NPOMEXKYTKE H3IBECTHOMY YCJIOBHIO BHINYKJOCTH MEPBOrO MOPSAKa, TO COOT-
BETCTBYIOIIASl TOCJIENOBATEIbHOCTb HHTEPNOJSALHOHHBIX MHoroujedos C. H..
Bepnureiina — moHortonHa B [0,1]. 3aTem ycranaBauBaercs: nono6Hoe CBOIi-
CTBO JUIS INOCJIEJIOBAaTeNbHOCTH MPOU3BOAHBIX NEPBOFO NOPSAAKA MHOTOYJIEHOB:
C. H. Bepumreiina. B nocneanem naparpade sToift pa6oThl paccMaTpuBaeTcs
NpHMEHeHHe NPeRLeCTBYIOLIEH TEOPHH K NPHOMHXEHHOMY pelueHuo nudde-
PEeHUMANBHEIX YPaBHEHHH M cHcTeM au(depeHUHanbpHbX ypaBHeHHH. MMenHo,,
paccMaTpHBaeTcs: H3MeHeHHe MeToJa [I0CJeNOBAaTeNbHbIX Npubavxenuir E..
ITukapa, cocrosiuiee B NPUMEHEHHH K WHTErpaliaM, NOCJAENOBATENBHO HOABJA--
IOUIMMCSA B onpejesieHHH NpubarKeHHi — (opMyJl KBaapaTyphl BHAA

b b p
Scp(s) ds ~ S B,?(s ;@) ds,

*) 3ta paGora ony6iHKOBAHA H Ha PYMBIHCKOM A3biKe B sxypnane ,Studii §i cercetiri
de matematicd (Cluj)“, Tom VIII, no. 3—4, ctp. 195—210 (1957).
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e Bn(¥;¢) — WHTEPNONAUMOHHBIA MHOTOUEH n-oir crenenn C. H. Bepu-
mTefiHa, COOTBETCTBYIOWMi TMpoMexyTKy [a, b] n QyHKUMH o(x):
2 = i(b—
Ba(%; ¢) = (b_la)n Eoc:, gla)(x—a)'p—2""s  a=a+ =a,

Hccnejpyercs NOTOM CXOAHMOCTb TaKIiM 06pa3oM IIOJy4eHHOTO MeTOJa.

CBOMCTBA OTHOCHTEJIBHO MOHOTOHHOCTH MOCJIENOBATEJIBHOCTH
) WHTEPMOJISILMOHHBIX MHOTOYJIEHOB C. H. BEPHUITEHHA

§ 1.

B stom naparpade Mbl yCTaHABJIHBAEM.

TEOPEMA 1.*¥) a) Ecau pynkyus f(x) OnpedesEHHAR 8 NPOMEXYTKE [0, 1]
4 8 HBM OHQ COOTBETCTBEHHO BbINYKAQ, HEBOZHYTA, NOAUKOMUANLHAR, HECLL-
nyxaa, 80zHYyTa nepsozo nopadka (To-ecTe BCAKAR eé pasleaenHas pas-
HOCTb BTOP020 nOpAOKA 8 npOoMexcyrke [0,1] coorsercTeenHo #0, 20,
=0, <0, <0), T0 nocredosaTeAbHOCTb UHTCPNONAYUOHHBLY MHO20YACHOE

.C. H. Bepuwrelina, €OOT8eTCTSYIOWAA aTOl (PYHKYUU U NPOMENYTKY [0,1]

@y Bywih, Bal@i ) oo Balsid)s oo

MBARETCA COOTBETCTBEHNO ybblsarowell, nesospacTaroued, CTAYUOHAPHOL, He-
y6osarouiel, eospacraroujed. T S . O

6) Kaxas 661 nu Goira ¢ynkyus f(x), onpedeseHHas u Henpepolerail 8
npomexcyrre [0,1], 6espasaudno or 1020, y008.1eT8OPALT AU OHA UAL HET HEeKOo-
TOPOMY CBOUCTBY BbINYKAOCTU, TO 0N HEE UMEIOT MECTO COOTHOWEHUA
W2) o Bap(ws ) = Ba(wif) == =2 8y &, & f),

’l(n+1) JHLOHT

v p

20e &, &, £, — snauenusn us nposexcyrca [0,1]. R

B nokasaTenbCTBE 3TOl TCOPEMBl MBI HCNOJB30BAIl caeqyiollee yKasa-

Hpe, MaHHOEe C 3TON UeJbK npod. T. MOMOBUYEM:
Ecau nanucath el oot

v O [‘::C;f(i)“'ﬂ* 56)"."‘] K4 (L—xn]
"y . Li=0 A S . et

R S R
i=0 " +~1 : w

- **) T!OEJ!E MOABJIEHHA HacTosLIeH pa60"re"é"xcypnané-v,,Studii si cercetiri de matema-
ici (Cluj), t. VIII, nr, 3—4, 1957, neppas. uacTb TeopeMsl 1 Onina cHOBa HaHAEHA B

paborte: I. J. Schonberg, On variation diminishin i mati arical
: : : L g approximafion methods. On numeric
-approximation. Proceedings of a Symposium, Madison:n April- 2123, 1058, p. 249—274-

L |

The University of Wisconsin Press, Madison, 1959.
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¥ YCTaHOBHTb PA3HOCTh, TO MOJyYaercs
B, i i TR N
{1.3) Bpy1— Br= EI[C;'-I'”‘[;:—:)_- Clnf(%)— =y (1 1)]xi(1_x)n i+l _

i= 1 n

= i A &L — a)H
=1
Koedduuuent Ay uMeer BHA
Arz;cf[__;i_ ot P (" (i =
= n—i+1i( n ) n-—-—i—{—lf n+1]+/ n

i Crfl["g("-!* 1>f[i~1)__az=(n + 1 ,.( i 1)+n=(ni+_ 1),.(&)1_

nin + 1) n—i+1 % in—1i4+1) \n+4

BripakeHne, cTrosiuee B MNOCAEAHHX TNPSMbIX CKoGKaX, NPEeACTaBJAer
<oGofl pas/e1éiyl0 pasHoCTb BTOPOTO Nopsiika GyHkmuu f(X) HA ysnax.

P | i i
Xt,1= y Xig= —, ¥i3= —.
] n n+1 "
Cra.io Obith, HMECM '
(1. 4) W . BV
i win + 1) n [ 1 i,2 ~,3, f]
= — : Cﬁ.:ll- [xl.lr. %12, %135 ) :
n(n + 1) " \ . @

3aMenas 9TH 3HAUCHHS B BHPAXKEHHH PA3HOCTH Bpyi— Bn U yuHTBIBasg COOT-.
BETCTBYIOIIEE CBOHCTBO BHIMyKiAocTd GyHKuu# f(X), NPHXOLHM. K 'TepBOMY
YTBEPKAEHHIO TEOPEMBL. - 4 ieinr < W o i UELL g bt

Bropoe yTBepxieHHe YCTAHABJIHBAETCA CJeIyIOIUM 0GpasoM. 3aduk-
cHpysi nepeMeHnyio x B mnpomexyTke [0,1], paccmorpuM dynxumona-

(1. 5) Falf] = Bupr(2; ) — Ba(x: /).

3ameuaercs, 4To OH o6palaercs B HyJb, C/H f(X) — MHOrousies nepBo# cre-
nenu B [0,1], (cornacHo nepBomy yTteepxienuio Teopemnl 1). Torxa, us pe-
3y/IbTaTa, YCTAHOBJEHHOro npod. T. [TOMOBHUEM , [7, 9], BBITEKaET, YTO
3TOT (PYHKLHOHAJ HMEeT NpOCTol 8ud, TO-eCTh BUL . i

@6 o Falf)m Kal#) o B bar B3 Bl — 3o o ]

tae koapduunent K,(x) He 3aBHCHT OT DYHKUHH f(x), a &, &, & — 3Ha-
yenusi U3 npomexxytka [0,1], 3aBucsiue, BooGLIE roBoOps, OT f(x). 3nauenue
ko3¢ duuUenTa Ky (X) ompemensieTcsi HEMOCPEACTBEHEO MPH HALCKALIEM Bbl-
6ope dyukuui f(x) B (1. 5) u (L. 6). TakuM 06pasoM, ec/ii IPHHATS f(x) =2,
TO ToJIydaercs o : »

k.- 4 n('n-—i—l)’:."'"

{1.7) Ka(%) = Fp[#%] =  Bn.+1(?€2 x?) — B,.(x x4 = Ll
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= paBeHCTBO,'“BblTEKalou.Lee HeMeJJIEHHO, UMest B BHAY TOXIECTBO |

n
Y, m2 Gy ™ " = e (nu - v)(w + )",
m=0Q i ) { : - a 4
B KOTOpOM 6epéMm u=x, v=I1—ux. . .

‘3amensia Bepaxenne Kn(x) us (1.7) B (l.6), npuxoauM Ko BTOpPOMY
YTBePKACHHIO TeopeMbl 1. : :

Hpumeuanue. YTBepXKACHHs BblIENPHBEIEHHOH TEOPEMbl COXPAHAIOTCI,
ecau BMecro mpomexyrka [0,1] paccmaTpuBaThb HEKOTOPLIM TIDOMEXYTOK
[a, b]. B sToM ' mocileHeM cilyyae Hafo paccMaTpUBaTb HHTEPIIONAUHOHILIE
muorowensl C. H.: BepHmTeliHa OTHOCHTEJIBHO NPOMEXYTKa [a; b]. Takum
o6pa3oM, MOJy4aercsi paBeHCTBO N

" g (¥ — a)(b'— ¥) .

» cH)— Bpla; f) = —————.[&, &, &5 1]
(1.8 | Bunlw;fi— Balwi f) == 2 [ B B /)
rae &y, Es, By -3HAUEHHS M3 MPOMEXyTKa [a, b].

§ 2

Bropasi Teopema, KOTOPYIO Mbl YCTAHABJIHBAEM HHXE, OTHOCHTCH K
NOCJIeI0BATeAbHOCTH IPOH3BOAHBIX NIEPBOTO MOPA/AKA HHTEPNOSIHORHBIX MHO-
rounenos C. H. BepuuTeilna, COOTBeTCTBYIOIHX AaHHOH dynkumn [(x) H
JaHHOMY HHTEpBaJY. : - ‘

TEOPEMA 2. Ecau ¢pynxyus f(x) onpedesena & npomescyrxe [0,1]
ABAAETC 8 ITOM NPOMENCYTKE COOTBETCTBEHHO BbINYKAOU, HeBOZHYTOU, Hesbl-
nyKAoii, 802HYTOL Nepeozo u 8TOpozo nopadka (To-eCTo 6CAKAA PA3JEACHHAR
PU3HOCTb B8TOPO20 NOPAGKA U 8CAKAA pa3deieHHAs PA3HOCTL TPETbe2o no-
padka arou pynkyuu coorsercreenno > 0, > 0, < 0, <0) u ecau pazdeses-
Hble PA3HOCTU BTOPO20 NOPAOKa oOzpanudenst 8 npomexcytke [0,1], a
8, = lm]| [%;, %, x3; f]| #0, 7020a nocaedosaresvrocTe npou3sodHoLLX
nepeozo nopadKa. UKTepnoAAYUOHHbLX Mrozoarenos C. H. -Bepruwrelina
cooteercreyowux gynxyuti f(x) u npomexyrky [0,1], 70 ects nocaedosa-
TeAbHOCTH ‘ : ; iy ) el ; ]

d ] a ' o d
. 3 ;Bl(x:f)r ;B?(xi f)! . -'i ;;’Bn(x» f)» e
HAYUHAA ¢ HekoTopozo undexca N(e)***) sgamercs-coorsercreenno y6ol8a-
'OU#?IIZ HegospacTaroulel, Heyboleaowell, 803pacTaroueti 8 npoMexcyTKe
0,? —¢e|, 20e & — npPouU3BONLHOE NOAONCUTEALHOE HUCAO.

qa‘éMﬂOK”am’"’cmo- Auddepenunpys nounenno tommecrso (1.3); noay-

PR i L RV e Rl & ¢ honAty
@-2) 2o ABrt ~ Ba} = B0 4 Whest = (0 — £+ D0 #(0 — 2"
+ A —‘x)’f — Anx". | | -

4EE .
) Hunexc N(e) He 32BHCHT OT NepeMeHHOro x.
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PaccMOTpHM cyMMy P o B

n—1 : ; |
(2. 2) S() = V6 4+ Dher — (2 —1 + D2 &' (1 = x)"
i=1 . . " :
nonsﬂmom,yfocﬁ B (2.1). 3awmenss »; ux B (1.4) mnpuseseHHbIMH BbIpaXKe-
HHSAMH, MOJydaeM ‘ St s

1 n—1 ¢

S(x) = —Y, {1'(11 —i 4 I)Cf, z [i"—l, A L‘; ]e] o

n3(n + 1) /5 n n+1 =n

(2. 2) — (1 [_ Eil, L ;,r]le(l e
nooau+1 n f ‘ -
! s { n—i
=Y x(l—x)"",
w3 o 1). iY::l J ( )

rjie 0003HauCHO

; . . P — 1 i i
w = i(n — i+ 1) :,.l, g 'i;f]—
" N n+1 ”
: i i+ 1 i+ 1
e [E i, e
_ ] n 1 n ]
) : ! t K] : "
[Tokaxem cnepsa, uto «; £ 0 npu Beskom =1, 2, ..., [7].C 3TOH
1leJ1bl0 PAaCCMOTPHUM BCIOMOTATENbHOE BbIDAXKEHHe ‘ . . '
. . i 1 A R | -
pi:—zn—r—l—lc-[ » = o -
(. I ) 5 n+1 n u‘—i—I'/ —i tpl, 2
; 2 i+1 i el g M
+(1+1)C,, '[ b=l ’f]=
n+1l = n+1 :
» N A . ; R e T
=C(-[n——zz+1 ———1%-—1—{-1]-[—1—1—1—12_}- ;]=
A R [ R e B et i L

=C'.-n—21'-[1. }i,i+1; ] )
" ( ) n+41 *n’n-i—l.f‘ ’ .

Tlpeanosoxum A5 OMNpPENENEHHOCTH, YTO f(x) sBAsAeTCH HeBOrHyTOA mep-
BOro u Broporo nopsiika B npomexyrke [0,1]. 3amernm uto B 3TOM mMpeamno-

. n
JIOXKEHHH, ecyH < [—2—] To v; = 0. Jlansme, cocrasisieM cymMMy

3
n+1 n

u:.+vz=i(n%i+i)ci.-[i—_;_'—1. - i;f]_

1]
n+1 = nt+l1l = u+1’

i G [ L R e [ )

=G [L T g =
n n4q n
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i(n—i+1)(2»—i+1)cf.[i—-l, i ,__'__,1,+1 f]—
n
nn + 1) n n+1l n w41’

_(i+1)’(s+i—1)ci+l_[ ' i "+1,”’1;f]-

y —_—
nin + 1) ; n+1 = n-*,-l," %

' ; n
W3 sTHX paBeuCTB, H GJarofaps ToMy, uTo npu i=I, 2, ..., [;] HMeey

v; = 0, CIeayIoT HepaBeHcTsa
- (2.3) | 1 <0, (z-—l 2,. [ ])

TpunuMas Bo BHHManue (2. 2') u (2. 3), npHXOAHM K BBIBOAY, Y4To Bce
. n
9JIeHE CyMMH S (X), COOTBeTCTRYIOUIHe HRAEKcaM i < [—2—] HEMNoOJIOK HTeNbH K

H HX cymMma o6osnayaiomasics yepes Si(x), yAOBJIETBOPSET NpPH BCSKOM x
u3 npomexyrka [0,1], HepaBencTBy

2.4 .17 (- - u l—x ~i<0.
1(%) = i 0 igli T
Paccmotpum Tenepe cymmy BCEX YJeHOB, NmpHHaadexawux S(x), coor-
BETCTBYIOIIAX HHAEKCAM |, y}.loaneTBopmode HepaBeHcmv tZl ] + 1.
OGosnaunm sty cymmy uepes S,(x).

: n—1
Sy(x) = —,—1—
2.5) il [ | +1

{'(n'—i+1)c;'.-["‘1, ‘ ,i;f]—
2% n-4+-1 =n

— G 1pCi. [5 20, 20 .

. n o n + 1 » ?
O6o3naupm Aanblue qepea P uenoe YHCTIo

YWieHH cynmm Ss(

;] + 1 1 neperpynupyeM
x) CleRyioULHM o6pazowm:

,Sz(x) n"’(n 1) %f’(ﬂ 1’ + l)Cp [ ;:1 ﬁ; {:‘: f] ip(l'—lx)n_—p_ '_ '

——3 ’I. n—1 ” ". 3 §
| n2Cy [ = ’:___;+1'I"-f]xﬂ g . x)}-{-
1 n2 '
om0+ D - e [i,_‘“,wl, ]_L‘T:(l il
% wEl
(+1)‘2C’“.[L‘;i_1 § 1, 7 _
[ ] vy,

7 OTHOCHTENILHO - CBOMCTE  MOHOTOHHOCTH 3r-

Crano 6HTb

Sil#) = bl —p + 1) CF- P2t Pa - et

(o) i vt 4 Dae B g ] 4 RCEE IR

n n+1

. 1
+ nin 4+ 1) 5

Z R e L) L1941 AT

n n+1

OGosnauum uepes o,(x) caemyiomyio cyMMy, nosiasioulyrocs B (2. 6):

@7,

e ) L[ ) (e i 15—y
o.]( ) Hz(ﬂ‘f-l)i;p (l-Jr ]) 'n [M ) 1 ) % ) f [(n+1)x 1 1Jx (1 x) . &
3aMeTuM uTo B NMpoMexyTKe [0 H] MHOXHUTENH [(n+1)x—i—1] (pm‘y-.
pupytoutne B (2.7) — orpuuarteasusl npu [ > p. Crano Guime
(2.8) oy(x) < 0, npH BesKoM xe[O,_ ;] 3

PaccmoTpum Teneps nocaenmuit UJIeH W3 CYMMEI (2.1), 1. e. unen —x a”
n — 1 n o
H 2CCOUHHPYEM ero ¢ 4leHoM — — ,1; f] A1 — x)

ni(n + 1), n n+1’
iiryprpytomnm B (2.6). Mx cymma Gyzmer

1 [n—] n

- ,n+1,1;f]x"~ L ["_l, = ,l;f]x"_l(l'_x)=

Gy —

nin + 1)

n+1 n n+1
(2.9)

1 n—1 n n—1
= — s 15 flx —n nx),
n(n-i—l)[ n n+1 f] L (x T )

1 s . 5.0 i
3aMeTHM YTO B NPOMEXYTKe [0, ~2-] MHOXHTENb (¥—n4-nx) HenosoMu-

TeJIEH, CTAN0 GbiTh Gp(X) — HEMOJIOXKHTENEH B 3TOM NIPOMEXYTKE.

(2. 10) ox(%) < 0, xe[O, %]

3

"PaccMoTpuM Tenepe npeanocaefsuli uied ua (2. 1), Te M (1=x)" , npu-
COENHHHM €ro K mepsoMy uieHy u3 (2. 6), T. e. K ‘{JXEHy t

”‘"‘f’“’c,,_»[f"‘“ 4 ’?_;f],xp(l-". )n—-p‘ ' [ ]+1.

ni(n + 1) n . nw+l. n
OGosnauny yepes o3 (x) CyMMy STHX JAByX unenos. Ilokaxem uro KaKoe
6bl Hi 6biN0 YHCAO & > 0, JVIs HEro cywectByer uncio. N(e) 'Takoe uto mpu
1
7> N (g); cymMma o3 (X) HENOJOXKHTENBHA B MPOMEXYTKe [0, =L
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drta cymMMa ecTb

@11) ox) = n—af 2B g [Eod 2 2 1y,

nin = 1) “n ’n-}-ﬁ.l..n

3amensis B (2. 11) A; ero snaueHuem nauubiM B (1. 4), moayyaem
1 ”

2.12 - ‘ 1 3.0 "
(2.1 )_‘ .o,_""(x) Py [0, ”_H,‘n,vf] '(1 x)"+

pn—p + 1) =1 p i -
C‘P,[ b p = n—p
"2("_+ 1): n P : - +1 ] - :f] X (1 x) .

) Orcrona CJELYET HEpPaBEHCTBO

R n , pla—p+1) -r_G
2.13) oy(x) < — —2H1 g plr—gt+1) oo, 4 -
( ) os(x) S PToRT (1) 4 1) Ca+ By [f] 2P(L—2)""P= oy(x),

rae 8, [f]= ll_m | [%y, %5 ,%5 1] a Az[f.]_—“ lim | (%1, %90 %55 f]]
[o.1] = ? ' 10, 1]

Hanoxum ycnosue o3(x) < 0. Ilpunimas Bo BHHMaHxe uto 0 < x
/3TO YCJOBHE NpPHHHMAeT BHJ ’

(2.4} 7%= 1L ( "” )”

1—x

1A

1
2

912‘(71 + 1) 3,

P —p +1Ch A,

lin

Jlerko NPOBEPHTH 4TO (s _£_2"—'= roe p = [%[—{—1. Hepagencrso (2. 14)

YAOBIETBOpPAETCA TeM Go/lee KOTAA X YIOBJETBOPSCT HEPABEHCTBY

L
1—z) Tpm—p+1)2"1 4~

‘ TO- €ECTh HEDPAaBEHCTBY .

(2. 15) < g gl
1— 2= \pln—p+1)27 14, "

0 lim P it E : , y ; y ()BJle'

HHSA

803pacT ‘
e p' ‘ae’T B npoNexyTKe [0,1], cnenytor nepasenctsa

g2 L —58 1
ST E S

‘OyneM MMETb
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Haunmast ¢ Hekotoporo unpekca N(e) (HesaBmcsilero ot x), uucia
: o TH o N - '
¢, #3 (2.15) npeBhHIIAIOT 3HaueHHE H 3HAYHT HAYHHAa#ds C 3TOro

13
uHzekca, 6yaeT umeTb Mecto HepaBeHCTBO (2.15). Craso 6uite anst > N (),

3

(2.16) o;(x) < 0, npu BCAKOM Xe [0, l — a].

B sakaooyenun, yunthiBaa (2.1), (2.2), (2.6), (2.7), (2.9) u (2.11},
MOXKEM HaMHCaTh : ] »

;%{Bn.*.]‘—_ Bn} - S(x) +)Ll(1“‘-x)n'—7\.nxn=sl(x) ""Sz(x)—l—)\l(l—x)m '—lﬂxnz
= 51(%) + 01(%) + oa(x) + o5(%). ‘
TMoTtoMm, yuHTEIBas HepaBeHCTBA (2. 4), (2. 8), (2. 10), (2. 16), cnenyer
4yto npH n > N(e), HMET MECTO HEPaBEHCTBA e
YTO W TPeOOBAJIOCh JOKa3aTh.

BelenpuBeseHHYIO TeopeMy JIeTKO MOXHO TMEpPeHOCHTh Ha ciydad,
Koraa uutepnosisuxonnbie muoroudens .C. H. Bepniureiina paccmartpusa-
JOTCH OTHOCHTEJIbHO MPOH3BOJBLHOrO MpoMexyTka [a, b]..: o <. ; -

d = :
J—{Bn+l — B,) £0, npu BesakoM xe |0,
(X i

c,'llv-l

MPUMEHEHME K WCCJEIOBAHMIO MPHUBMMXEHHA ®YHKUHA

§ 3. O npuGAMIKEHNH JAHHBIM MHOTOUNEHOM By (x; )

Ecau ¢yHkuus [(x) HenpepbiBHa B NPOMEKYTKE [0,1], To cooTBeTCTBEL-
Hafl MOCJIENOBATEJbHOCTh HHTEPMNOJSUHOHHBIX MHOrO4/IEHOB Bp(x; f) pasHo-
MEPHO CXOJIHTCH B 5TOM TIPOMEKYTKE M — CONIACHO Pesy1bTaTy MOJYYEHHOMY
T. [TOMNOBUYEM [6], HMEET MeCTO OLEHKa ,

Ii(x)—Bu(x;f)lé%m(v"‘—;], s = 1, By e

rae ®(8) — MOoayJb HenpephBHOCTH ¢yuxuuu f(x). P i
E. B. BOPOHOBCKAf#, Hccaenys ACHMITOTHYECKoe TiOBeJeHue MpH-

GIHKeHNs JAHHOTO MHOTOUJIeHOM Bq(X; f), ycranasauBaeT B [10]‘cneﬂ.yi0-

IHE pe3yapTaT: - '
Ecan yukuus f(x) uMeeT B NPOMEKYTKE [0,1] HenpepbIBHYIO MPOH3-

BOJIHYI0O BTOpPOTO nopsiaka, TO HMEeT MEeCTO ciaenymmee COOTHOU.IEHHE!Z

fim n[f(#) — Ba (5: N1 = — 55X =2 ["(3)

n-+o
{cm. Takxe [1, 2, 3]).

3 — Mathematica
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M CJELYIOULYIO Teope )
Mbl yCTaHaBJIHBAE pemy, g
sToM naparpage M : " » B Hegg.
—ropOE CMBICIE l336061113101113/10 BbilieyKa3aHHbIH peBY-HbT_aT' E. B. Oposm(;

CKOil: =

" TEOPEMA 3. Ec.iu (yHKyus f(x) asaserca onpedenenHoil g npo Mediyrco
[0,1] u xenpepoi6HA 8 HEM, TO UMeeT MecTo credyrouiee pasencrgo .

’

x(1 — %)

3.1) - f@ =Bl === B & &5 ],

20e £y, Zy Zg— SHAUEHUA U3 npomexcyria [0,1].

Jlokasareabct6o. 3aHKCHPOBAB 3HAUCHHE NEPEMEHHOTO ¥, Pacemorpyy,
GyHKLHOHA : 5 5 PR f '

(3.9  Ralf]=1(#) = Balx; ).

Hcnonnays Teopemy 1, 3ameyaeM' 4TO OH o6pauiaercs B HYJb, ecay
f(x) — MHorouaeH NepBOA CTEeNEHH H NMPHHHMAET OTPHIATE/NLHOE 3Hayeye
Jas 11060 BHINYKJOH QYHKUHK MEPBOro MOpAAKa B IIPOMEXyTKe [0,1].
Torza coriacHo pesyJbTaTy, YCTaHOBJEHHOMY Tpod. T. MOMNOBHUYEM g
[7, 9], sToT dyHKUHOHAN ABJACTCA NPOCTO20 8uda, T. e.

3.3) . Ralf] = Kn(x). [&1, &5, &35 11,

rae Kn(x) — ko3(QuuueHT ne 3aBucAuli ot hyHkuuu [(x), a £, £y By —
3Havenne 13 npomexytka- [0,1], saBucawee or f(x). Boipaxenue K03 u-
uuenta K, (x) onpeseasiercs HeMe[sleHHO, eciiu NMpHHATL B (3.2) (3.3) 3a

f(x). Hapaexamyio dyukuiio. Takum o6pa3om, ec.u NpHHATb [ (X)=x?, He-
MEJIJIEHHO MOJyuaeM

?

Kn(x) = Rﬂ [xZ] = x2 = Bn(x; xz) = — ___.._._..__._x(l = )

n

OTKyAa H BHITE€KaeT YTBEpXKAeHHe TEOpPEMBI.

§ 4. Merop uHcaeHnoro HHTErDHPOBaHHA MM GepeHilkalbHbIX YPaBHEHHH

Ilyers namo AuddeperunanbHoe ypaBHeHHe

(4.1 gk Y = f(x, ),
npn HayaJbHoOM yC.HOBHH

4.9 ; |
(4.2) (%) = y,.

PaCCMOTpHM ] : { ' :

M noc.enos: ] 2 Joo o iy

KYPeHTHOH (opmyaof; ’YI_OB‘]TQ“*’“OL“ byuknuit y,(x), onpemenéHHbIX P
yu(x) =Y

(4. 3) h

Ya(%) = Yo + SB::(S; 1 [s, yn—l(s)]) ds, n = 1,. 2 |

Xo

i1 OTHOCHTENBHO CBOMCTB: MOHOTOHHOCTH ' 35

rie Bn(x; $) — HBTePNOJAUHOHHBIH MHOrouaeH n-ofi crenenu C, H. Bepn-
IITelHa, COOTBETCTBYIOIHA GYHKIMH P(s) H NPOMEXYTKY [xg, X+ A].

(44)  Balx; o) =5 Y Chefro + 2)(n — 2 (vo + b — 1)
L i=0 n

ITpHéMbI TAKOro pojia NPUOJIHKEHHOTO HHTErPHPOBAHMA OblIM HCCJe-
JoBaHbl JX. BAPTOM B 0630pHOH paborte [11].

B 3Tom naparpade nokaem, YTO NpPH ONPeJAENEHHBIX YCJIOBHUSAX YKa-
3aHHBIX HHXKe, MOCJe/0BaTeNbHOCTh (4.3) pDaBHOMEDHO CXOOUTCS B IpoMe-
XyTKe [xo, Xo-+h] K uuTerpany y(x) mudepenunanbHoro ypasHenus (4.1),
YAOBJICTBOPSIOIUEMY YCJIOBHIO (4.2). ;

I[Ipeanonoxenusd. Ilpernonoxum, uro dyuruus f(x, y) crosmas
BO BTOPOM uJ/ieHe HaHHOro augp(epeinnan»HOr0 ypaBHEHHMs, YAOBJETBOPSET
CJACAYIOIHM YCJOBHUSM!

«) dynkuus f(x, y), nenpepeiBia B oGnactd D, onpenenénuoii Hepa-
BEHCTBAMH %y S X< %o+ a, Yo — 0Ly <yo+ b, (>0, b>0) n ynosaerso-
psieT B 3TOH 0O6.JacTH ycJoBHIO JIMMUIMOA OTHOCHTENbHO MepeMeHHOro Y ¢
nocrositiHoi L. ; I ‘

f) Tlycrb M=max|[(x, y)| n nycts A — TIOJIOKUTENbHOE yHCI0, YOB-
()

: b 2
JeTBopsilollee HepaBeHCTBAM A < min ‘a,;’; nh <
£

y) Iycte D* oGnacte, onpenenéHHas HepaBeHCTBaAMH Xo < x < Xo+h,
o—b < y < yo+b. Pyukuua f(x, y) umeer B D* HenpepbiBHLIE YACTHHIE
NPOH3BOJHBIE MEPBOrO H BTOPOro NOpsAKa. ‘

B pmanbHeillueM Mbl 0603HaunM uepe3 y(x) pewenne auddepeHuHansb-
HOro ypaeHeus (4.1), ynosJerBopsioinee ycaosuio (4.2). Hmeer mecro
cjeaylouiasi Teopema. : -

TEOPEMA 4. B ycaosuax 4a), B), y), nocaedosareavrocre (4.3) cxo-
OuTCa PABHOMEPHO 8 NPomexcyrke |[xo, Xo+h] K unreepary y(x).
Hoka3areascrs0.

1°. Tlpa BcsikeM Xe [Xo, Xo-+A], mocaenoBaresbHOE MPHOIHIKEHHE R-OTO
NopsiiKa HAaJHYHO H YJOBJETBOPSiET HePaBEHCTBAM ! :

(4. 3) Vo—b Syn(%) S ¥+ b n=12,...
B camoM pene, npu n=I HMeeM:
x
Y1) — ¥l = !SBI [s; /(s ¥o) Jds| £ (% — %) | B1[E; (s, vo) I £
Xo

"= M(x — %) £ MAZb.

31ech Hcnoab3oBaHa obbluHas ¢opmysia O CpeiHeM Ald onpeaenéHHbIX
HHTErpa’oB, a £ — NpPOMEKYTOYHOE YMCIO0 W3 HHTepBana (Xo Xo+h).
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y/10BNETBOPACT uepasencTBaM (4.5) B MPOMesxyTye
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TTpeanoAoHM T
' aJHuHo M
paaka N
: M Tnpex
xo, Xo+h]. B 31O :
(g.n?imemm n-oro TopAAKa orpaHuueHue

nsa(2) =%s! =_{SB,,+,(5; /Fs, yn(s)])f‘ilsl.l .;-; (x,’~ xo:)l Bnsa(&5 f[s, ya(s) ]‘)|§

Xo

Corniacio MPHHIMTY TOTHOM uHfyKuMH, Hepasenctsa (4.5) Bepuy g
npOMERYTKe [0 Xo+h|, MpH BCAKOM HAaTypabHOM HHACKCE 7.

9°. CXOZHMOCTb TOC/IEHOBATENBHOCTH (4.3) paBHOCHJBHA CXOHMOCTH
- psida : <o B

. 6) yol#) + ¥, Do (9) — 9 (0)].
; : H ! n=_

- TlokaxeM, UTo B TMPOMEXYTKE [Xo, Xo-+/] 3TOT DS paBHOMEPHO cXo-
qutess. OGMIKA 9leH ero OrpaHHYHBAeTCs CAedylounM oGpasom:

en(%) = [Ynpr(¥) — J’n(x)|§g|Brr+l(sl 118, ¥a(8)]) — Ba(s; /[s, yu—r(s) D) lds £

’ - ] Xo
X ol

@.n e gS[B,.H('s;f[;,‘yu(S)]_) — Bu(s; f1s; yn(s)]) | ds +
- §1Bals 115, 7)) — Bals : 1155 yna(s) D1 ds.

Yautsisag Gopmyay (1. 2) 1 dopmyay o cpenien, ycmuoé.neﬁnyro npod.

T. TIONOBHUYEM, B [8], nosiyuaem
b 3] ¥ JJIl TIepBOTO HHTerpasa c/eaylouLyio

Xo

(8) L) = {1Busa(s: 115 yal)]) — Bals; £[s, va(s) 1)1 d5 <

X
gg‘iﬂﬁi—_{)

| 4
 aar x| [ 9a(0)]] ds.
O6o3Hauag uepes - - -
My = max| 3L\ p af ;
D* ¥y 9 = I"llax ol T 114' — _a_i s
%) 18% w9 | 3y n =Ty law
My, = max | 28¥ x
i e i
0 |9xay |’ My = 1&*})‘ oy | *
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¥ yuuThiBas cjepylouyio ¢hopmyry [6],
B oy W= ik G+ 1)k i e
LBule; 9) = i X Cnet- [ %o %0+ 0l o R
MOJyYyaeM OLEHKY
T dd_u,.f[x: yn(x)]! <My, + MM, + M(@2M,, + M3 + MM,,) = N,
(0*) x ‘

¥ crano ObiTh, H3 (4. 8):

: x
g N _ ‘ . = Mx = %)®
(4 8') Il(x) = 2u(n+ 1) S(S xO) (9-’0 i S) ds T dn(m+ 1) Nz-
Xo

3areM, AJS BTOPOrO MHTErpajia CTOSLIETO B MPAMOM YjleHe HepaBeHCTBA
(4.7), nonyuyaercsi MpH MOMOUIH HePaBEHCTBA JIMMNIMNA, CIEAYIOMas OLEHKa:

(4.9) I(x) = S[Bn(s s 1[5, ¥n(8)]) — Bhals; f[S:.D’n—-l(s) Dlds<

. Xe

< (Buls: Livn(9) = ya-1(9) ) s < L{Bals eums(s)) .

Caenosartensio, u3 (4.7), (4.8) u (4.9) mnoayyaem PeKyppeHTHOE
COOTHOILEHHE ,

X
(2 — 2
(4.10)  ex(x) < ’4—‘(7%) N, + L §B,,(s; eni(s))ds, (n=12,...).
INpu n=0 umeeM
x B ' ' :
co(%) S1{Bals; f(s.ya)) ds| = (Bils s M)ds = Mz — ).
Xo Xo i

Ucnonbays pekyppentHoe cootHowenne (4.10), mnoayyaem mas £1(x)
OLIEHKY

3atem Aag g;(x) moayuaem:

h 4
al¥) SEZZEN, 4 L (Bys: 3y()) ds.
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serue 85 (x) ABIACTCS BHINVKayy

e uyto Bbipad
BO pHHMAHHA 3 h] ot yl{HTblBaﬂ TeopemMy ], HOle-

TpunuMad oMexyTKe [¥o, X0

(meépBoro ﬂOpH}lKE;)‘ B TP
1 HepaBeHCTBa: |
Py 0 < By(s: 31(5)) < By(s; 8,(s))

n TeM Ooqee gy
X

Mﬂéﬂﬂﬁih}+£§&@;&@hﬁ=

Xo

S,(x + M

A —

I

(,L' - xo)g = 8..’(.()

=

h
ol W% T ANE
4.2.3

no |t

ToxoBubil 06pasoy, Al gg(¥) mOAyUAEM OLCHK)

5 X
N x Iz(:‘v'—-"’u)?;\)’ L L\B,(s;8 Is =
o)< N, + LB Bl S T T YEpIR Te

x5
Xe

- W, o A B — ) = Bal).
4.3.4 " 2 h

[MocTynas TaKuM xKe o6pa3oM jAaiiee, MoayiaeM OUCHKY

411 en(%) < ki N, +£8_"__1i’fl+_.]i) (¥ — x5, = 8n ().
( ) = lann+1) 2 h

OTC&O;la-ﬂb.ﬂyanM crefyiOliee PEKyPPENTHOE COOTHOIICHHE A/
dn(Xo+h):

8n(%g + ) ='[:;‘ Sn—1(% + B) + L

l.\‘-, “=1)2:"')’
. dn(n + 1) 8 (”

‘

8o(% -+ k) = M,

KOTOpad HMEET BHJI ‘il .1

8 = 8__ B : = e s )a
(412) ‘ n *O0p 1+ RENT ; (M’ 1921 )
80=Mh,
rae
2 _‘[i _ha s
o 27 B—IAQ.
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.

C moMOLIBI0 3TOTO PeKyPPeHTHOro COOTHOUICHHS, KOHCTATHpYeM 4to B
i i

Lh
fIPEANONOKCIHA o = 7= <1, pan X 8u(xg + #) CXOAHTCA H HMEET CYMMY
. n=0 L ;

4 = ®
M+ —N
gt T

: 1 — ¢ “Lh

1 o= —

<9 } v

M3 (4. 11) 3ameuaeM uTO pan Y dn(xp+/) ABAAETCH MAKOPAHTHBIM AJHS
n=0

-] 3 <
pana QyHKuWimi En cn (¥) B mpomexytke [xo, xo+4). Takum oGpasoM, MLt
n= .

NPUXOAMM K 3aKJ/IOUEHHIO 4TO MOCJEeN0BaTeIbHOCTD dyuxunu (4.3) acco-
JIIOTHO M PABHOMEPHO CXOAMTCS B 3TOM MNPOMENKYTKE K pynkunu y(x). [pu
n—-oo, u3 pasenctsa (4.3) nonydaem :

(%) = 95 +§ (s, y(s)1ds,

Xo

OTKyja cjeiyeT uto QyHKUHA y(x) sIBISAETCA HHTErpajoM YpaBHEHH: (4.1),
VJI0BJICTBOPAIOWINM ycoBkio (4. 2).

Ipumeuanus. 1°. Jlerko mokasars, uTO €CJH B 0GJIACTH D* ppimosiHeHbl
yeanoBHs

1=0, L=0, =0, 2L =0, (i”f—]z—-ﬁ’i-@”i <o,
9x9Y axt a9yt —

H ecau NpuHATE Yo(X)=Yo+b, TO COOTBETCTBYIOIAH MOC/IEA0BATEIBHOCTD
ABNSIeTCS HeBO3pacTaloleil B NMpPOMexyTKe [Xo, Xo+b].

2°. BhimeycrTaHOBJIeHHasi TeopemMa 4 JIerko pacrpocTpaHfercd Ha CHC-
TeMBl AH(epenunalbHbIX ypaBHeHHI.
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ELEMENTARE GEOMETRIE DER GERADENBUSCHEL
DER LOBATSCHEWSKI-BOLYAI'SCHEN EBENE.
ERWEITERUNG DER LOBATSCHEWSKI-BOLYAT-

SCHEN EBENE

von
EUGEN GERGELY
Cluj

Die Arbeit behandelt eine Erweiterung der ILobatschewski-Bolyai’-
schen Ebene, die L-B-Ebene*) wird in einer, projektiven Ebene ein-
gebettet. Die FErweiterung erfolgt mit Hilfe der Geradenbiischel der
L-B Ebene und sie ergibt somit gleichseitig auch die Elementargeometrie
dieser Geradenbiischel. ' ‘

Die Arbeiten, welche #hnliche Probleme behandeln, gehen in Allge-
meinen aus den Ebenen-Darstellungen der L-B Ebene aus, und so kiim-
mern sie sich nicht viel um die Einbettungsebene, weil sie die Eigenschaften
derselben bekannt voraussetzen und die Lehrsitze der L-B Geometrie
vorfiihren,

Eine Abhandlung von Hjelmslev beschiftigt sich mit der Frage der
Erweiterung der Ebene, diese Erweiterung wird aber nicht mit Hilfe der
Geradenbiischel durchgefiihrt. ' '

Vorliegende Arbeit geht von der L-B Ebene aus und indem sie. ele-
mentaren Eigenschaften derselben beniitzt, zeigt sie, dass die Ebene sich
in eine, mit der projektiven Ebene isomorphen Varietit einbetten lisst.

Bekanntlich kann man inder L-B Ebene drei Arten von Geraden-
biischel unterscheiden :

a) die Gesamtheit der Geraden, welche durch einen im Endlichen
befindlichen Punkt der Ebene gehen ;

b) die Gesamtheit der zueinander asymptotischen Geraden !

c) die Gesamtheit der auf einer gegebenen Geraden senkrechten
Geraden. ‘ ‘ '

*) Die Lobatschewski-Bolyai'sche Ebene wird in vorliegender Arbeit mit - B bezeichnet,




