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QUELQUES TYPES DE NOMOGRAMMES TANGENTIELS

par
LASCU BAL

a Cluj

1. Dans la pratique du calcul graphique on emploie presque exclusi-
vement les nomogrammes a contacts d’intersection. Il y a des équations
ou ces nomogrammes deviennent difficiles a-employer, surtout quand on
utilise le plan transparent. Il s’agit donc de trouver des nomogrammes
plus simples. C’'est ce que nous nous proposons dans ce qui suit, en présen-
tant quelques types de nomogrammes tangentiels qui nous semblent assez
simples. .
On sait que le contact a tangence se réalise quand une courbe du plan
fixe est tangente a une courbe du plan mobile. Les courbes peuvent étre
fixes, ou faire partie de courbes cotées d'une famille & un paramétre. Si
une courbe d’un plan est tangente a une courbe de l'autre plan, dans un de
ses points, nous avons un contact double, qui est formé d'un contact a
intersection associé a un contact 4 tangence. Ce type de contact généralisé
a été considéré par y. RaDpO [5]. Si nous considérons le dual du contact
a intersection, point situé sur la courbe et le dual du contact a tangence —
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courbe tangente i une courbe — nous obtenons respectivement les con-

tacts — droite tangente a une courlge (fig. 1) et courbe tangente 4 une courbe
(fig. 2). On ‘conclut que le contact & tangence est plus général que le contact
3 intersection et aussi que la classe des formes canoniques des nomogrammes
tangentiels est plus large que la classe des formes canoniques des nomec-

grammes & contacts d’intersection.



LASCU BaL

Fig. 2

Il

1) { = s w—y'sing+a
. y=x’sino¢+y"(:05a+b_
Soit

F(x,y) =0 et G(x,y) =0

les équations des deux courbes situées respectivement d
7 et le plan mobile =’. La condition de tangence s’obtien
des variables x et y entre les équations

ans le plan fixe
t par I'élimination

(%9 =0
G[(x —a) cos « + (y — b) sin &, — (x — a) sinae+ (y —b) cosa] =0

F,(x,y) G.(x —a)cosa + (y — b) sina, — (¥ — a) sina 4 (¥ — b) cos a]
Fy(x ) - Gy(x —a)cosa + (v — b)sine, — (¥ —a)sina + (¥ — b) cosa]

Si les deux courbes appartiennent a des lignes
cotées, la relation qu’on obtient contient aussi des
bl

variables cotées. .
Prennons maintenant dans le plan fixe une

échelle (fig. 3)-et dans le plan mobile une famille
de courbes a4 un parameétre

b

b

:L’=f1;y.=g1

m\

“F(x', 9, A) =0.

e du plan ™
a4 une courbe

Mettons la condition que la courb

Fig. 3 soit tangente, dans de ces points

oS
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de la famille, située dans le plan mobile #’. Ce contact est déterminé aﬁa—
lytiquement par les relations A A,
!
"3

I’ [(fy —a) cos o + (g, — b) sine, —¢f, — a) sin « +- (g, — b) cos , A] _ &ilzy)
3) Fy (/L — a)cosa + (g — b) sina, —(f, — a) sinx + 6y —b)cosa, Nl fi(z))

F[(fi—a)cosa+ (81—0b) sin a, —(fi—a)sina + (8:—0) cos «, 2] =0,

Te contact est double si les valeurs de 3 et z; sont données. Si nous
éliminons le paramétre A, en renongant 2 la détérmination de la courbe du
plan mobile, nous avons un contact simple, :

Par un raisonnement analogue on peut déduire les conditions analy-
tiques méme, en utilisant les coordonnées tangentielles des courbes,

Un contact a tangence contient tout au plus deux éléments cotés et
par conséquent un nomogramme qui a tous les contacts a tangence, repré-
sente une équation qui contient tout au plus.huit variables. On peut dimi-
nuer le nombre des variables si certains contacts sont constants. Quand

trois contacts de position sont constants, le nomogramme représente une
équation a deux variables.

2. Les contacts i tangences étant moins précis et difficiles a obser-
ver; nous considérons des nomogrammes qui ont tout au plus deux con-
tacts tangentiels, disposés de telle sorte, que I'utilisation du nomogramme
soit simple. Soit dans le plan fixe deux réseaux cotés

X=u; Y =10, .

X = Q305 Y =y,

(2) . %\\ ! (z.)
(Z;) : )
Fig. 4

et une famille de lignes cotées d'équation tangentielle
I(u, v, 2) =0.

Prenons dans le plan = une droite Dy et cherchons le nomogramme
donné par la formule de structure

Py, HDg; PyyHDy; C+H Dy,

le dernjer contact étant a tangence.’

\
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T La f’orme canonique de ce nomogramme s'obtient en écrivant que la
roite Dy est tangente 4 une courbe de la famille (¢). Les coordonnées
tangentielles vérifient I'équation de la famille

(4_) F{ $ip — ‘!’aa , P34 — P12 ;.) e 0
’ P12z Vas — Paa Yps P12 Y34 — U1z Paq

Dans le cas général la formule est compliquée, mais si 4 la place du
réseau des points cotés (z, z,), on prend une échelle rectiligne sur l'axe Oy

x=0;y =4,

la forme canonique (4) devient

5 bag — ¢y 1 ] _
5] ) F[——, —_—, 2 = 0.
( ) $1 954 VN
En écrivant
1 1
fad— —%‘. g1 = %,
]
834 = ﬁ; Ay = Z,
Pas
on a
F(gy 834 + frar 81, %2) = 0,
ol
(6) . 2y, =D(gy, fsa + & g34)-

i i es des
La fornie canonique (6) est connue [6] et figure patrl}Ils Tle: f:c;réncourbe
nomogrammes a transparent orienté. Sgr 1§ transparen il ¥ TR0 en e
et deux points, c’est-a-dire une complication. Le nomogramrél ! esgt [
2 ~
considéré comporte seulement une régle et, par consequent, p

simple [4] -
En mettant

3 P 1 = 4
g =2 Z=u; zz=x ct z=)

-

on peut écrire la forme canonique (6), encore sous la forme

Mz, u) = f(x,y) + 28(%, y). )

£)

~
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i ifi 2 rie canonique
fie et re presente la fo
mogramme se SlITlpll e | ‘

(6) Iz, u) = f(x) g(y) + &)

On peut cousidérer aussi le cas simple

.h(z, i) = f(x) + 2(z) g()-

Qi les deux réseaux cotés déviennent dtjfs ec'helle‘s tcm:vﬂlﬁlreiz,blé(sa
nomc‘)gramme obtenu résout n'importe quelle équation a trois v
En effet, la figure dualistique comporte un nomo-

gramme qui contient deux familles de‘ droites cotées
et une famille de courbes cotees,cest—a-’(h{e le nomo- T
gramme & lignes concurentes le plus général. =
Si les échelles sont rectilignes et paralléles, la /5,23/
J i ! R o
forme (6) devient =
S
(1) - fifs + A = ®(fy, %)
22
2, -l
(A étant une constante non nulle). i, §

Le nomogramme (7) est simple et précis (fig. B) ;
il représente une équation a trois variables. -
Considérons dans le plan fixe deux famille des courbes cotées (fig. 6)

Flu,v,25) =0; G(u, v, z4) =0,

A= 03, ¥ =

et davs le plan mobile une droite. Cherchons la forme canonique du nomo-
gramme qui a la formule de structure

CaHDy; PHDy et Cy+i- Dy,

le premier et le dernier contact étant

’(ZJ)\'_\—:’/ e tangentiels. I.a formule de structure
—— @) Zn /-:__%(ZJ donnée nous conduit i la forme ca-
G (2) C, nonique [6].
Fig. 6

() - 910 Faq + 4y Gy +1 =0,

Cette forme est aussi connue et

gramme a transparent orienté moj
tiel [1], [4].

peut étre représentée “Par un nomo-
ns simple que le nomogramme tangen-
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| : : ; oo : ‘échelle : | i )
Si le rapport ( I'éc | st
'iﬁ =0y , \‘ '
IEia . et la famille de courbes
: H Hx v oz.) =0
dépend d'une seule variable, la forme (8) devient : q F(x,y, z3)
| 1 dans le plan mobile une équerre ’
(9) P12 s + Y12 + Hyy =0 (Hsa o G_) i ‘ 'Oy’ (fig. 8). _ ) . x
: ; ™ Nous étudions le nomogramine e B,
i iculi ; i a la formule de structure e |
qui peut devenir encore plus particulier au cas oit | qui a la for 2.)
| ; - : o
. ; ‘ Piat=10% Cqi—=0"y" et Pye O x
Fya=[3fs et G343 =f394 .
3 T s le deuxiéme contact étant a tan-
qui conduit a aenice
. 1) : Conformément aux indications
9" 03 = fo(p12 + Y12 %4), (% = — —J j du § 1, pour obtenir la forme ca- i b
B | _nonique il faut éliminer les variab- 1g. ¢
. ; ' ! les a, b, x ¢t y entre les équations
Si nous notons ici aussi zy =x; z,=9; z,=2 et z; =, alors la forme ; . f
canonique (9), peut étre écrite aussi o fia=a, (f; —a)sine — (g —b)cosa =10
Pz, u) = f(x, ¥) + w(z) g(x, v). ' i go==>0;, (x —a)cosa -+ (y —b) sina =0
N ) 5 ‘ N
Dans le cas particulier oit le réseau coté est le réseau cartésien, on '; L. ctg a. '
trouve la forme canonique 3 f Fy
P(u) = f(x, ¥) + p(z) g(x, ). | Si le réscau coté est le réseau cartésien
Pl - ' l'
‘Le’.nom_ogra mme a trois contacts tangentiels n'a aucun intérét pratique, I : x = f
quoiqu’il puisse résoudre n’importe quelle équation a trois variables (fig. 7). !
Ies trois types de nomogrammes i ) _ y = g,,
o ; —~——  €tudi€ sont des nomogrammes a points - ' : i
B — alignés a contacts tangentiels. I'échelle z, une échelle rectiligne
- i i "
2,) o R Y :
(z) x=A4A; y=g,

3. D’'une maniére analogue on
peut construire d’autres types de no-
mogrammes simples connus: nomo-

gramme a équerre, nomogramme A transparent orienté, nomogramme a
transparent circulaire et d’autres.

Fig. 7 P
et la famille des courbes, une famille de paraboles

y=f4x2+g4.

_ Considérons le Domogramme tangentiel & équerre rectangulajre et
soit dans le plan = le réseau coté (24, 2) :

alors les calculs nous conduisent 3 la formule

: 10 (B8N, , e~ -
*=ha Y=g \ __ (10) Yu[5=5) 01 — ) + 41, b= L=,
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On parvient 3 ]a méme forme en partant de l'équation tangentielle
de la famille des paraboles considérées plus haut

ut —d4f, g;v? —4f, = 0.

Un autre exemple de nomogramme tangentiel est donné par un nomo-
gramme 4 index circulaire. Soit

x'? 4 y'2 = R2

C' .
( ) I'équation de la famille des cercles du plan mobile et

x=f, Y=g, X =fo, ¥ =gy,

Flx,v,2,) =0

¥
r
'
[
1
1
1
1
1
1

\\ ! les équations des élements cotés du plan fixe. Pour
A\ les formules de structure
Zi C‘,
B, s

Py1=10; Py -IC"; Crei—lCh,

Fig. 9 i : 5 e
B on obtient la forme canonique en éliminant les

variables %, ¥ entre les relations

F(x, 9, 2,) = 0
(x —f)2+ O —g)?= (f2s — )2 + (g25 — £1)®

¥—a

bl

Fp
Fy

o

A

qui, en géuéral, ne peut pas étre exprimée d'une maniére explicite.
11 est important aussi de déterminer les conditiois nécessaires et
suffisantes afin que I'équation & quatres variables

F(x, 9, 2,u) = 0

puisse etre ecrite sous 1'une des formes canoniques trouvées.

On peut étgbli;, aisément les conditions nécessaires et suffisantes pour
les formes particuliéres

(11) ez, u) = f(x) g(v) + e(¥) o(2) -
(12) Wz, u) = f(x) + 9(z) g(y) 5
(13) P(u) = flx,y) + Y(z) g(x, ).

AQUELQUES TYPES DE NOMOGRAMMES

Si nous considérons # comme une fonction implicite et si nous notons

o ouw ., 8w o', = .
='_9it- 0 ; b= D f’u“"'a_xz"ﬁ%— ¥ -

P1 55" P2=5 o 072’ P2

dans les cas oi1 les fonctions qui y interviennment sont continues et déri-

vables, les conditions cherchées sont les suivantes:
Pour la forme canonique (11)

i . 2
az7wm0.32W_0- azln[azw:(asz”:o
9x9z \ 8z

oxey  ayox | gz

azw ow 2
o [ axozr (Ez_)
ax ow

0z

|

e _(aw B aﬁw') o'w

020z \gx  0x87) a%oz

Pour la forme (12)

2 2 2
awzo; 6w=0; 6w=0’,
0xdy ax 9z oy 9z

Pour la forme (13)
ax oy on
ol
D(u,tu D[P
( 3 l ( Ps Ibﬂ
(I) = _.9(&31)_,, 1 D(x'y)
b D(p, ) D(p,, u)_
Dz 3) D(x, y)

2 — Matbematica
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SUR UN THEOREME DE W. A. MARKOV ;

par
FLORIN CONSTANTINESCU ! i} PV tal CAITY

a Cluj

1. Le but de cette note est de donner une démonstration élémentaire, .
directe, et quelques extensions du théoréme suivant, appartenant a
W. A. MARKOV [1]:

St les racines des polynomes P(x) el Q(x), avec toutes leurs racines réel-
les el simples, sont séparées, alors les vacines des polynomes dérivées P’'(x)
et Q'(x) se séparent aussi. : . '

La démonstration de W. A. Markov utilise le polynome . d'interpolation
de T.agrange.

Pour notre démonstration nous supposerons que les polynomes P(x)
et O(x) soient du méme degré n. Les conditions du théoréme subsistent
aussi dans le cas ou les degrés des deux polynomes différent d’une unité
et la démonstration peut étre faite d'une maniére -analogue. . . '

_Soient ay, a,, ..., a, les racines du polynome P(x) et by, by, ..., b, les
racines du polynome Q(x) arrangées dans l'ordre croissant. Les conditions
de séparation des racines sont ! ¥

(1) W< bh<a<b<.. . <ap<b,

Si ai est la racine située dans l'intervalle (@i, ar41) du polynome‘ ‘P'(x) et

b; la racine située dans Uintrevalle (b, b (%), i
démontrer que l'on ait o IH,) au polyno‘m.e Q (%)’ i faut

{ /
) ' ’ ' “ R e
(2) N<h<a< i< ... < apg< bl
La démonstration est basée sur les formules
n

() . P =Px) Y

j=1%— aj

i1 n




