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Ist das rdumliche Gewebe reguldr, dann gilt es nach Satz 2: Cr = ¢p o
= F =G. Wahlt man %, y;, 4 (1 =1, 2,3, 4) so, dass das erste Gliec‘iccf>
Implikation (VR) erfillt ist, dann haben wir fiir die durch Forme] (1?;;
definierten F und G ep = f(%y, ¥1, 2,) = e = f(%3, ¥3, 23), also F =g, Di
Argumente in den rechten Gliedern von (16) sind aber paarweise glejch
wenn man in die erste Formel (16) x = x5, ¥ = ¥,, 2 = 2, und in dije Zweite
_xt= %, y: 3:14 z ? z4Rsetz1t, sto dass ]('(Qxa,f)yz, Z) = (%4, ¥4, 23) ist. Damit
ist es gezeigt, dass die Regularitdt von (¢, f) die Erfiillung d :

(VR) nach sich zieht. e i i

Ist (VR) erfiillt, dann nehmen wir an, dass er = eg und woll
schliessen, dass F =G. Aus er=¢g und (16) folgt Wil datams

an ' (%, Y1, 21) = f(#3, ¥, 23).

Die Elemente £, v, £e Q seien willkiirlich ge{véhlt; die Beziehungen

[ E = f(%y, y1, 1) = (4, s, Z3)
(18) - Y=, Ve, 21) = f(%, V4, Z4)
C=f{x1, y1, 2) = fixs, Ya, 24)

bestimmen die Elemente x,, y,, z in i
2, V2, 2o, X4, ¥y, 2, eindeutig. Aus (17) und (I
bekommt man f(#,, y,, 2,) = f(x,, v,, z). Es folgt g (17) un - (18)

F(E: 7, C) = F[f(x?.: ylx 21)! f(xl: yEJ zl)) f(xl.: 3’1, 22)] = f(xZJ y2: ZE) ==
= (%4, ¥4, 2,) = G [{(%4, ys, 23), (%3, ¥4, %), H(%s, ¥y, 24)] = G(E », T).

Damit jst auch der zweite Teil des Satzes 3 bewiesen

Bedinging (o) frr ks jad der Folgernng des Sataes 2 folgt : Ist die
ngung este Elemente x,, vy, z, erfiillt, so ist sie allgemein erfiillt.
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SUR L’APPROXIMATION DES DERIVEES DES FONCTIONS
PAR LES DERIVEES CORRESPONDANTES DE CERTAINS
POLYNOMES DU TYPE BERNSTEIN

par
D. D. STANCU

a Cluj

1. Dans ce travail nous faisons quelques considérations sur I'évalua-
tion des ordres d’approximation des dérivées d’une fonction (%), qui sur
I'intervalle |0, 1] est continue avec ses dérivées, qui interviendront dans
nos considérations, par les dérivées du méme ordre du polynome de Bern-

stein

O Bl gm0l () [Pt = ()@ =07

z

~

Nous donnerons ensunite une évaluation des ordres d’approximation
des dérivées partielles d'une fonction de deux variables f(x,y) par les
dérivées partielles correspondantes des polynomes du type Bernstein des
degrés (m, n), respectivement #, '

@) Buals 5,3) = § %, mia)pni (1 2
®) Balfs %) = 5, % 0 ) 1% 2)
ol #
@ He ) = (1) (") Ay - =,
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selon que f(x, y) est définie et continue, ainsi que ses dérivées Partielles

des ordres dont nous avons besoin, sur le carré D[0 << x =<1, 0 < y<1]

ou sur le triangle A{[x + vy <1, =0, vy =0].

2. On sait [11] que la dérivée de I'ordre 0 =<7 << du polynome (1
peut étre mis sous la forme remarquable suivante . )

) BR(f: ¥ =mm —Dm —2) ... (m—7 + 1Y, pr-ral®)85o01 (2]
i=0 -

oll 5 |

i s Sty

est la différfence de I'ordre 7 de la fonction (%), avec le pas i et la val-eur
de départ X, ”

m

sur ﬁ)nlllg?)z, S. W. WIGERT [11] a démontré que nous avons uniformément

(7) lim BJ(f; ,%)._1 ().

m—e

i rélgllxlzltiflii, T:tPI?IE:OVICIU"[@J‘ a donné une nouvelle démonstration de
e nl,e ablissant lmegahte suivante, qui nous fournit aussi une
lon sur l'ordre d’approximation respectif,

|+ =2, (),

Ym —» 2m

®) 1) — By )< A

ol or (3) est le module de continuité de la dérivée f(r)(x) et

(9) Am,—_—_s_ ’\/m—r 342
; 5 +2————m §——2—V__’:, 1’1/{1,_(”:?(}111i l/(r)(x)l-

3. Nous all : ; .
ons d'abord démontrer qu’ il a Tieu I'inégalité suivante

) r m+ an—y
(10) 1f%%) — BO(f; 2 < (1 I EATET DD )+f<'—“M ("
o 2| [y o r '
En effet, sj '
| , s nogs tenons compte de l1a formule de moyenne bien connue,
m

I i 1 oo ‘
Rl e (%) 0< ni< 1)

\ . i 1 .
IS B PYARES PV

N
e
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3

et si nous i
(11) Clp, q) = (1 —i-] (:’1 —-j-) (1_"’_}1),

g < p, la formule (5) peut étre

atroduisons la notation

p et g étant des nombres naturels tels que
mise sous la forme
m=Tr i+ 0.r
(Nrr. N ; . (r) iy
B %) = O )Y, paara /(=)

Considérons maintenant le polynome suivant

1 iy
s %) = o Bl %)

En utilisant l'identité

psalt) =1,

™.

(12)

Il

0

ainsi qu'une propriété bien connue du module de continuité, nous pou-
vons écrire successivement

(]3’) f(r)(x) __ PL:)({. x) o mirﬁm—r,f(x)[/(r)(x) s f(f,(zi_eﬁ)] é
=0 \ m ;
=S bmera(0)| 1) — f‘”lﬂ)) =% bmer() [% it +1]m,—(8) _
i=0 m i=0 a0
ks [% Erﬁm_r.,(x) PR + 1] wr(3). -
i=0 m .

Si nous tenons compte de l'identité (12), et des suivantes (voir par
exemple [5]) ; »

S §

Y ipsilf)=st, ¥ %silt)=st(st +1 —1),

=0 =0

par l'application de I'inégalité de Cauchy-Buniakovsky, nous obtenons

mz--r?5 (x) 5 i+ 07 <m—r:lb ( i »

10 — Mathematica
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o=

T = Z 0ipm— Tl <

m =0 [I—U[x—_) ﬁm—“ )]
1
<2 Lt g —nxl — )7
Vu que

on aboutit a 1'inégalité

m-—r

(13) Y Pm—ra() | 2 —
i=0

De ce fait, I'inégalité (13') devient

“,m( ) .P".’(I x),.< [8 (\/m + 4r2’m—a +2r) i ]] or(3).

1

Si n u . . s, - L 3 I . 2
ous choisissons & = m 2, nous obtenons I'inégalité

4) 1% —

PONf: x )!<l1+ +—l/?—")w,(v1;)

Afin d’aboutir A I'iné

alité que nous ts d’établi
éctivons Iidentité g q ous nous sommes proposés d’établir,

176) =BG 9 = 19%) = PQU; ) £ [1 — Com, )| P ).

Ten .
. 0ns compte que nous avons

(15) 1 —c(p b
A S1-[1-122+ . 49T gy -1
{ : — 949 - ) (¢ < )
" 2
et que |
a8) PR )| < | ¥
m\J, x () k3 917 N
T B o) () S bt = MAD
] =0
Nous avons ensuite :

")\ _ . e, it
P70 = BRX: x) | <140 = PR %)+ [U— Clm, )] | PO 2 -

»
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Tenant compte des inégalités (14), (15) et (16) nous obtenons l'inéga-

t établir.
10) que nous voulions justemen
e lgou)r ;1 — 0 on en obtient la bien connue inégalité de T. POPOVICIU [4]

an ##) — Balfs 9] < 2o =)

et pour s =1 on aboutit' a I'inégalité
’ S __‘_—
718) = Bu(fi 91 < (1 +o=+5 e +;)wl(ﬁ).
On remarque que de linégalité (10) découle également le résultat
(7) de WIGERT.

4. Passons maintenant au cas de deux variables.
La dérivée partielle de l'ordre (7,s), ot 0 =7=m et 0=s=m,
du polynome (2) peut étre écrite

- af+s]3m n(/ X, y) B(’-")(/ X, y)

18
(18) iy
m-r n—$ - i
= C(m 7 ﬂ S Z Z ?m—rl ﬁn_.s i( ) —1 "’lf(__, _...)’
i=0 j=0 m n
ol
(19) A;, _,_) r+s(f]( ) (1+y_\, 7+"‘"[—’-)
"“011‘0 n

est la différence de l'ordre (7, s) de la fonction f(x, y), au pas A= m™* pour
%, au pas k= n"1 pour y et au point de départ (i , —’—).

m n
Si nous tenons compte de la formule de moyenne

: . +6r j+0
(20) A::—:'n—:f(i, _L) i m1 r+s)(’ i J . Js) 0 < 6;,0) < 1),

m n er}’ m

la dérivée de (18) peut étre écrite aussi

(21) BEXNt: 2, 9) =
— i) Els) E—rnis 15,.,,_.”(% Voms iy f(r+s) (1 + e[" j+0s
s i=0 j=0 m " )

*) Une démonstration trés simple de cette inégalité, .1’ 'i i
Buniakovsky, a été donnée par T. POPOVICIU dgns [8]. SEE lléégahté . Cauhc_y 7
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- Introduisons la notation

%y) = ———2B8 ""*’(f % 9).

(" s)
P (f C(m, r)C(n, )

Dans ce qui suit nous utxhserons le module de continuijté (8, 3,)
de la fonction f(x, ¥), que nous définirons ainsi

@) a(d, ) =sup [z, 2) —f(%, ),

olt (x;,%,) et (%, ¥,) sont deux points du domaine plan considéré, de

maniére que

(23) ; |x2_‘ %= 81: [¥2 — ¥ = 3.

Par la suite nous nous servirons de la suivante propriété de celuj-c

20) (B, 23 S (0 4 A+ 16l8, 8) (4 >0, 2 >0)

qui a été demontré en détail par A. ¥. TPATOV [2].

Compte tenu de I'identité (12) et de I inégalité précédente, écrite pour
la dérivée partielle de I'ordre (7, 5) de la fonction f(x, y), nous pouvons écrire

(25) 15, y) — PES; 2, y)l =
iﬂ'"i‘ﬁmh,, K bums ) |52, y) — /"“*(’*"’ fit B )'
=0 j=0 m n

. }\Iais si ws(8;, 3,) est le module de contmuxte de la dérivée partlelle
e T'ordre (r,5) de la fonction f(x,9), nous avons

f"”’ (x,y) — f(r+s)(’ +07 46 s)

m 3 n

i+ eir
X —

1
< mrs(s
1

conformément 3 I'inégaljté (24).

e

Lot

SUR L'APPROXIMATION 341

-1

Vu que
—rn—§ ,+e‘,
E Z ?m-—r: 1")[5'1'1—51'( ) - =
= 0 j=0
. m—r 1+ 0;7 9y +-‘/m"‘——"‘—'+ v
=Y pmel®) |7 — P A ,
i=0 L 2m
et
e 0| st Vet st =S
Y, preralDbr-sily )j . Bl BEVIER TR

=0

=0
'inégalité (25) devient

530 (x, 9) —

A (2r+VmFar—y) 1 (25 4+ Vn 48 =)
[81 ( 2m ) T s, ( 2n j+ 1] wr,s(8y, 82)

PE(f, », 9)|<

=
2

1
Si nous prenons 8, =m 2 et 3, =#n 2, nous obtenons

f(r—f-s)(

4 : s 1 1
— PR «, y)[< ,C,,,m,s(w, \7‘_;)‘

(27)  Ah=1+21 |/1+

\/ﬂ

Ayons en vue que

PR NS, T, pnerd ) pmca O '+s)(*‘ AR ' < M40,
=0 j=0 »
oti
(28) - M, (f) = sup[f""")(x 1,
et que 7
(29) 1 —C(m,r)C(n,s) =
= [1 — C(m, 7)] 11— C(n, )] + C(Wb, 7)[1— C(n, 3)] + C(%, s)[1 —C(m,r) ]é
éus_@’_ﬂ+rr~1)+s(5~1) - B,

2m . 2n ! 2m 2n
car C(p, g) < 1. '
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On remarque que l'on peut écrire

(30) 159, y) — BEAE %, 9) =

— 1550z, 3) — PS5 %, 9) + [L — Clm, 1) Cln, )1 PR 7, 9) | <
= 15z, ) — Prd(fs 2, 9)1 4+ [L— C(m, 7)C(m, $)1|1PRs(f; =, 9)|.

Si‘ nous uti%is‘ons (26 , (28) et (29), cette inégalité noﬁs conduit juste-
ment 4 l'inégalité que nous avons proposée d’établir

g |75y T Buallim )| s 1§, s
9% 9y* ax"oy’ e \/_ Vn )+B,,, Aol

T (x, y)

valable, en générale, lorsque toutes les dérivées partielles
2x"gy"

0 <v+pr<r+s) existent et sont continues sur D.

Il i
en résulte que nous avons uniformément sur le carrée D

r+
lim O Bmalf; %,9) _ 8" f(x,y)
mn+o 9 xrays - axrays

résult |
at qui a été obtenu par d'autres voies, par H. KINGSELV [4] et

AP I
memePATOV [3]. Dans des hypothéses un peu plus larges, un résultat de
genrte a été obtenu par p, 1. BUTZER [1].

Pour r = 5 = l
7=5=0 on obtient de (31) I'inégalité de A.F. IPATOV [2]

(%, %) — Bua(f; %, AL, 1
y (f xy)i<ﬁ[ﬁ, \;‘]

Dans le cas de r =5 =1, on oi)tient

*/(%, y) _ 3*Bmalf; %, y)
8%y 8%y ’ =

b P e )
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Si f(’,;f)(x, y) satisfait la condition de Lipschitz
X

(32) [radca )—f"“’( Ly < Al — %]+ Blye — !’

0<a=<l 0<B=I, A >0, B>0),

alors 1'inégalité (31) se réduit a la suivante

o Hx, ¥) O T Bl %, 9) I o
ox" 9y’ ax"ay"

]I’T

=t s

5. Si nous utiliserons la définition suivante pour le module de con-
tinuité de la fonction f(x,¥),

) + BLEM.().

0(8) = sup|f(x,, ¥o) — Kz, ¥l

(%,, ¥5) sont deux points du domaine plane considéré, de

ou (x,,y,) et
maniére que |%, — x| + [¥2 — 9,/ =38, et nous mnous servirons de Ia

suivante propriété de celui-ci

WA = (0 + Do) (A >0)
nous obtenons |

5%, ) ~ Pls x,9)1 < '

<[}_ (2r +\/m + 492 — 7 1 2s —l—\/n + 452 — s) £ 1J wr.s(S),
o 2m 2n ‘ :

ot w,¢(8) est le module de continuité de la denvee part1e11e f('“)(x, y).

| BRI |

Si nous prenons 8 = m 2-+# 2 nous trouvons

1 1 ]

33 (r-]-s) : (rs) r.s V” 1
(33) 1539, 9): — Pt 2,9) | < Lifae (V_ =
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10
ol
r 1 4972 — v n
; il A —— —|/1 = =
(34) . Lan . 1+ ('\/;z ) 2 V T m )'\/m + V= +

s 1 4s? — s \/E
—_— — 1 = —i
+(\,n+2V + n )'\/m+'\/n
On constate que nous avons -
Lon<Amn

En tenant compte de (30), (33), (34) et (27), on obtient I'inégalité
suivante ‘

r.s 1 -1 rs
< LT, m(ﬁ L v—) FBEEM, ().

(35) 6'+‘f(x, y) _ ar-!-sBm.n(fl % )
. ax"ay* ax gy* n

Pour r = s = 0 cette inégalité se rédujt a

' 3 1 1
x,9) — B | — il e o =
105, 9) = Bualf: 2.9)1 < 5 o=+ =),
inégalité qui a été& établie pour la premitre fois par T. popovIicIU [6].
Dans le cas de r = s = 1, on obtient

/%, ¥)  3*Bm.nlf; %,%)
ax8y 9xay

1
< L:r;?n ®1,1 (—:-— -+ -1:]
\/ﬂL VN
6. Occupons-nous maintenant du cas des polynomes (3), 4 l'aide des

quels nous avons déja obtenu certains résultats dans les notes [9] et [10].

" La fonction f(x, ) est supposée étre continue avec ses dérivées par-
tielles, que nous considérerons, sur le domaine triangulajre A : x +y =<1,

x=0, y=0.
Dans le travail [9] nous avons donné la formule suivante qui nous
sera maintenant trés utile,
& Ba(f; , y)
ax’ay*

=m(m —.1_)(m—‘2) oo m—r —s 1) X

~r=8 M=l=5—|

.oom
X ill- r,s i j
CE TR i )

11 SUR L'APPROXIMATION

Considérons le polynome

1 a"+5Bm(f; x: y)

gl 2, 9 =

C(m,r + s) ox 3y’
Nous avoiis
(36) |55, ) — R 2 I
m—r—s m—r—s—i N
<Y Y puleln PN 2 — /L'v;"f’( m

i+ 0§+ 9}5)

345

m

Si nous utilisons la définition donnée 4 no. 4 pour le module de con-

tinuité, nous pouvons €crire

(37)

ESELTE

i) — 163

m m

i48r

m

1 j+6;s
‘l's—.ly

x_

2 m

& (.
8,

& 1) wr.s(5,, 3,).

En nous servant de nouveau de l'inégalité de Cuuchy-Buniakovsky,

nous obtenons

Mm—=r—s m—r—s—i

i+ 0

Y Y (% y)| x— =
i=0 i=0
M—r—s (m—r—s ;
e y ( ) =)™ iy — By — 4| <<
" i=0 i

1 [m—=r—s : mi=l=g ‘
— m—r—s == o m—r—s,
=M% pnemsalAlmr — il 4 7S i) <

=0

ér +\/m +

d(r + s —r — s

< mi+'ln [(# 4 9)2x2 4 (m —r — 5)x(1 — x) Fi»'<

On montré aussi que

2m

m—r—s m—r—s—{

2s +Vm +4(r + 52 —7r —5 -

; : + 67
68) 'Y Y Pr-r(x, y)ly—’ .
i=0 J=0

2m
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Ainsi 4 l'aide de (37), (38), (38") et d’identité
r r—i
2 E ?r’l x, 3’ = 1:
i=0 j=0
Iinégalité (36) devient |f7%9(x,y) — 0Lt x,v)| <
2r +Ym +4r + P —r—s , 25 +Vm 2
& (1 + 4@ + 52— 7 —
+ 28,m + 28,m - S)"’r»s(sp Bs).
—
Pour 3, = 3, = m 2, cette inégalité se réduit a
39 If(r+5) g,S)(f; x, y)!< (1 "l r+s +Vm’_; ©, J_, L
Vm “\Vm Vm

On constate que nous pouvons écrire

(40)

% y) 9 Balti %, y) | _
ax'ay" 8% 3y° =

r+s ;
_|e ™ty

g be
oway O (w9 [+ Clom, )OS 5, ).

En tenant compte de (39) et du faijt que

.
Mm=—r—S m=—r—s—_

(r,s)
0m™(f; %, 9)] = % by ?m—r—s(x y)

i=0 =0

(r+s) i + 6!" ] + ﬂ’s
fxry' (————: _"—) g

m m

gMam~mm|Wmuyn

ceci nous R AR
conduit a 1'inégaljté suivante, analogue aux inégalités (10) et (31)

P”an_a*WAﬁ%yw

ox" oy’ 8% 8y’
o (1 + r+s +Vm+4(r+s)5-r-s 1 1 '
— r y —— (r + )( + — 1 ;
Vm )w 's( Vm '\/E\ + s ;m s, : Mr.s(D

qui a lieu, en général, si tout
‘ " es 1
=7 s existent et sont continuzz gs?x.es FtiElies de J{, 7) dodset 32

12
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13
gi r = s =0, nous obtenons
. ¢ 1 ' 1

De (40) résulte que nous avoms uniformément sur le triangle A

Bl % y) _ 9, 9)
lim e
Mm—yoo ox 9y’ ox ¥y

/(r“)(t, y) satisfait la condition de Lipschitz (32) —sur le triangle £ =y

alors lmcgahté (42) peut étre simplifié, car

1 1)_ 4 B
() —_— | = + =
e (\/uz \/m) \/m"- nP

7. Par l'utilisation de la defmltlon donnée au no.
de continuité, nous pouvons €crire

5w, y) — Qo 7 0 =
f(r +-=)( ) /(r+s)(

pour le module

m—r—s m—r—s—Ii

="y % pues(xY)

i=0 i=0

IA

m m

40 1+95)

m—r—s m—r—s—i

=<=("1” 2 2 P:r'{—-r—.S(X, 3’)[ x

2 & =

m Hi

i+ 0, i+ 0
rl+‘y_ J

]+1}WA®-

1
Compte tenu de (38), (38"), (40) et (41), si nous prenons S3=m 2, nous

obtenons l'inégalité su:vante

‘ar-}—sf(x, y) & Balf: x. ¥) l<
ax oy’ 9x"ay’

y+ s +VYm+ 1(r—}—s)3—-v-—s)wrs(vm)+ (7+S)(r+$——1)Ml (f)

< (1 + \/;‘,; 2m

A cette occasion nous avons amélioré une inégalité que nous avons
donnée dans la note [9].
Pour » = 0 on aboutit & I'inégalité

If(x,y) — Bmlf; % 9)| < 20;(‘7-_—]

que nous avons obtenue aussi dans [9].
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O LIENAX C NOJMHbIMH CBSA3AMM*)
p. TEOLOPECKY

Byxapect

[TousiTHa lend ¢ NOJIHbIMH CBSI3SIMH BBeJEHO B TEOPHIO BepOHTHOC’I‘EH

0. OHIHUECKY y T MHXOKOM B pabore [32].

10 nousTHe GEpET CBOE NMPOHCXOMICHIE ]
yanGosee OOLLIE B 3aBHCHMOCTH MMy pas/HuHbIMA cayuailHBIMH BeJIH-
yuHaMu. DTo MOHATHE OblI0 HEMELIEHIO o60Gieno  B. JEBJIMHOM HP-
®OPTE a szatem P. ®OPTE [11] B ero aHccepTalHH. CucremMaTHyeckoe H3yue-
HHe 3THX lenell NPHHA/IEKHT raBHbIM 00pasoM PYMBIHCKHM MaTeMaTHKaM.

MarepuaJd, KacaouHHcs jenell ¢ TOJHHIMH CBfi3amu pasGpocad no

pasjiMuHbIM HKYpPHAJLbIM paboraMm H MOHOrpaguaM.

VuuThIBAS BaXKHOCTb W AKTYyaJsbHOCTD 9TOil HOBO#l HO yiKe XOpOHIO ouep-
yeHHO!l IMaBbl TEOPHH CJydaiiHblX MPOUECCOB, Mbl COUIH NoAXOAAILHM HaThb
kpaTkuit oG3op 3TOH 0bJACTH, ocTanaBJlBasCh MIaBHbIM 00pasoM Ha LeH-

TpaJIbHBIX pe3yJbTaTax.

B CTpeMJEHile aBTOPOB HAHTH

1. HoHsiTue Hend ¢ MOJHBIMH CBSA3AMH
Paccmotpum nocJje0BaTeJIbHOCTD Cﬂyqaﬁﬂblx BeJIHYHH

(1) ' El""' iﬂ""

MPUHHMAIOLIMX KaXKAas TO JKe KOHeuHoe MHOMECTEO 3HAYeHHH
Q={(wy -.+s Opt1); A1 yAOOCTBA MBI HX fyneM npejnoJiaraTb JICHCTBHTEJb-
HEIME uBCHAMH, T. €. wjeR, 1=j=m + 1. [1pesnosoxXKHM MpPH 3TOM, YTO

*) IoapoGHoe H3JOKEHHE 3TOTO BONMPOCa MOXKHO HaflTH B HefaBHO ONyOGJIHKOBAHHOM
moHorpaguu: G. CIUCU, R. THEODORESCU, Procese cu legdturi complete. Ed. Acad.

R.P.R., Bucuresti, 1960.



