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Daus ce travail nous allons étudier des formules de quadrature a noeuds.
extérieurs a l'intervalle d’intégration et nous ferons une étude en détail
de leurs restes. Nous ferons aussi une comparaison entre les bornes supérieu-
res des valeurs absolues des restes des formules de quadrature & noeuds
extérieurs et de certaines formules de quadrature 4 noeuds intérieurs, d’ot1 il
résultera que les formules a noeuds intérieurs que nous considérons dans ce
travail sont préférables aux formules de quadrature 4 noeuds extérieurs.

Dans ce travail on insiste sur les formules de quadrature i noeuds
extérieurs qui proviennent des formules d’interpolation de Newton a noeuds
en progression arithmétique a gauche, de Bessel et de Stirling. :

On sait que certaines formules d’intégration numérique des équations
differentielles, par exemple les formules d’Adams, Nystrém ou Stérmer,
s’obtiennent en utilisant des formules de quadrature qui proviennent des
formules d’interpolation de Newton i noeuds en progression arithmétique
a gauche. ' . :

Nous donnerons dans un autre travail, la discussion de ces formules
d’intégration numérique, en tenant compte des résultats de ce travail.

§ 1. Formules & noeuds simples

1. Considérons l'intégrale

o 1= (el S0 a

ot la fonction f(x) est de la classe C™*™ dans un intervalle [«,p] comprenant
T'intervalle [a,b], ce qui veut dire que la fonction f(x) est continue ainsi
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dans l'intervalle [«,B] et supposong Que

res n-m dérivées jve dans l'intervalle [a,b

ge ses premié osit ), pouvay
continue P

%) soit une foncétmw::;és de cet intervalle. A r mtegrale (1) nous attachong

s'annuler aux extr XA droite de b en ordre croissant et les Noeuds

les noeuds I,, 2- cens

gauche oy a, en ordre décroissant, tous ces noeuds appartenay;
Xy d

i&1 xa,t- alle [2,8]. Nous voulons établir une formule de quadrature de I
a l'interv

forme ’

@) (o000 25 = ufte) + Apfi) + -+ Aufla) +

'+‘:Aif(x§) + ,A‘;f(x_;) o+ Amfl%m) + R

et etudJer son reste. IR
Nous attachons aux intervalles %, %p—1 ]

[a,b], .

[xm_ll xm] les

fonctions ?,(x), . . ., Paga(¥), - (p,, +,,, +1 (x) mtegrales des équations dif-
férentilles {1]

o 0 sii¥fn41
®3) () = p(x)sii=n+1.

Nous pourons écrire aiors 1'intégra1e '(].) sous la forme

Xp—1 [

(4) I- J.Cp(n-}-m)‘. f() + scp(r:+m) | f(x) dx -+

glotip olresitnmol ros x!
: 1
e 5 cp‘h'"’(x f(x dx +f W () f(x) d +- . +‘g @L”L;’"l] (x) f(x) dx.
I a0 ' l
; m—'I

Nous apphquerons

cha u n
generahseedmtegratlonp ki mtegrale o8 ofande (‘L)’ . for:n}lle

ar parties, et nous aurons

@ L Ia[eie F’(x)f_(x)—@S"*'"-Z’(x)f()+ +

(- ':(.)f"'*'"“”( "

.

i xn—l

+ n+m5¢ f(n+m)( )d’\, _+_

................... g it e

(n-+m—;
L0 1) —gppama o At g (D] +

X3

o4

‘_1)n+m5‘ 9, (x) f(n+m)(x) iz +
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+ 2 ) i) — B ) f () - A E 1)"*'"“%(« f‘"*”‘ "(x)] 34
{ad 1A b LI
U e a4

a

Y

r

+ [q:""*’" ])( f("S ;1"+-|ém_2)( )f'(x)+ i <1 (_1)n+m;1¢n'-|32(x)f(n.+m-1)(x)]:1 k3

.
e o Ll j:pm'(x)"f‘f"i*}”i’(x)'d:? 2 1 aison 3 Slieme
1w w & e S A e i
A ()~ ST (9 (). i 1P ()
, ) IR b 1

] e j Tt () T ) d.
Fil 1w af g 1A | (61)

Si nous imposons aux fonctions: ¢,(x),

Si .es Pnym+1 (%) les conditions
aux limites -

(6) P(xa) =0, Py(x) =0, ..., ‘P(“m_z)(ﬁ’n) =0,
— 0 }
I <‘:‘2(-1":—1) = cPl(xn—I)v @2(7‘::1—1) = <Pl(xn—l) '
_ - (P-(?n+m—-2)(x"_!) — (P(ln+m--2)(xn_1), L3
(7) S B
() = Puca(®), Ga(®) = Pacafm),- .. BT (x) = QA (y),

9 11(@) = Pp(a), ..., PEHmD(q) — P2 ()
7 (P;n:-lm—.l)(a) (P,(ln+m--l)( ) ;
Pns2(b) = 25 41(0),. .., PEHTD(B)

b (P(nrm—l\(b) i cP(n+m—1)(b)

(8) an+1( ) P ( )

2

B0 PIE T
(.

(9 9,42(0) = Puyald), = QIR

Prsa(®y) = cPn+2(1’1) Prya(xy) = ‘Pn+2( 11)‘ sewpbison et aoi g it
. . ‘Pffﬁm—m( ) <P(r¢+m—2)( 1),
(10) :
= '\°n+m+1(x.:n—l) = an+m(x;n—1)r (P;z+nl+1(x;1'—1) == (P;I-)-m('r:ﬂ-".])l" S0
A nt) = ()
(A1) Pppmar(®m) = 0, Pprmialtn) = Uiy PEABx,) =0,



: D. V. [ONESCU" 1 BE S RO 4 }
38 | o
(3) se . réduit :_2‘1 o .

-t 0 53 5 e g |
A : i

alos, la formule % 1 7 '
1 f;b(x)f(x)dx = Axf(xx) 25 Aﬁzf(.xg)‘j + +1 A, flxn) +

-

¥

(12)

e AL e AnflE) T [ R

de la forme (2)
formule de quadrature ‘ p—
Nous avons dOtI:gc Igb:;r;l unﬁlll‘elgorzque la fonction f(») est remplacée par up
S g

laquelle le re s+ m —1
o elconque de degré 7
POISm(I))?Es(ll‘; fom?ule- (12), nous avons -
- _ tp(l"+m—l)(xn).

A, =-un
An—1 = (P(n+m 1)(3: 1) (Pgn'l'm_'”(,r"—l)
Al- _ (P(nﬁm—;l)(;])‘ . L Sln+m—1)(xl)
= P .
13 ] alh By O B
e D I s 1

4 e e ’, ] ‘ +m—1 ‘o
Ap = q’fz’rmm -l)(xm—-l) —~ (P£'"+m"_;_l )(*m—l)

An = oEm iy

€t le reste R est donné par
ety ‘ Fm
) . R=(—aymm j 9(x) F™ (1) dx,
. *n
oiila fonctfion ?(x) coincide successivement avec ?1(%), Pp(), - - Prgmtr (%)
dans les intervalles [z, Znt ]y [%no1, nal, .-, [y Bl
2. Détermination des coefficients -A; et Ay, Pour déterminer le coeffi-

cient 4; de la formule (12) nous rem 1
-remplacerons f(x) par le polynome Pi(%),
nul sur tous les noeuds, sauf le noeud %; ou il pr{;(% 11:1 \raleli)r'ff Nous avons

{15) P;(x):gt—j_ﬂf;”i;l)": G mmg) el —x) (A e = %l
i . (zi__ ). (¥~ Ay ;\“—ﬁ s e T

e 5 PRy R AL
e

donge . PoYmome Py(x) avant le degre n + m —1, 1a formule (12) noUS
16 i g B o n e .

* o =5.Pi(x)_.dx.'
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VN Aia le signe’ de (<1)"'. En effet nous réemarquerons que si % ¢[a, 5]
Sy e OO ' R 3 AN T VR ERI b

T R IR - § o b Y BONLLAY 20Y, wotinmepraid i ";x‘-}-l
nous avons —- >0, pour =1, 2, ..., m; de méme nous avons -+~ ¢
x i ) : )R enoitoned eol 2ihnidals,
N Lt ¢ SHEL e g 1oy Xy et sl 1 e gl |
pour/ =1, 2, ..., n—7; enfin nous avons o< 0, pour j=1,2,...,1—1,
i J

Dong, le polynome Py(x) a le signe de ‘(‘—1)"_:.1 dans l'intervalle [a, b]
et alors il résulte d’aprés la formule (16) que 4, a le signe de ( :-—’1)i"1.

Pour déterminer le coefficient 44 de la formule (12) nous; remplagons
f(x) par le polynome Qk(x), nul sur tous les noeuds, sauf le noeud xp o il
prend la valeur 1. i '

~ H
Nous avons . i

~ (* —x) ... (J’—A’n) (x-—:r')___,(x_x'_) (,__x' ): _ ,.
(17) Qi (%) =— : L k=t W Fpa (* — %)

(rp — 7 .. .~(x;‘.-- xn) '(x:k— x'l') A e (x}r;x;c_l) : (x;‘ - x;c-l-l) i '(”;t_ :r;n)

Le polynome Qi(x) ayant le degré » 4 m —1, la formule (12) nous
donne i

e
(18) | A;=ij(x) dr.

¢
L3

Ax a le signe de (—1)"'. En effet nous remarquons que si xe[a, b], nous

il . - - N ¥=Fppt
avons >> 0 pour 1=1,2, ..., n; de méme nous avons ——— > 0
o I : R T

: X —x f
pour/ =1,2, ..., m — k;enfin nous avons f<0 pourj=1, 2,..., k—1.
xk-—xl. '

Dong, le polynome Qyx) a le signe de (—1)*"!, dans [lintervalle
[a, b], et par suite A a le signe de (—1)7'. N -

Les signes de Ay, A,, ..., Ay sont donc alternants, A, étant positif.
De méme les signes de Ay, Ay, ..., Ay sont allernants, A\ étant positif.

3. Dans la formule de quadrature (12) le reste R ne peut pas s’ annuler
lorsqu’on remplace f(x) par un polynome quelconque de degré plus grand
gue m + n — 1. En effet si le reste R de la formule (12) était nul lorsque
f(x) est remplacée par un polynome de degré plus grand que m + n —1,
la formule (12) devrait étre vérifiée par le polynome
Px) = (x —2)%x —x,)"2 ... (x — 2,)%(x; = %)% (25 = J\:)CIé v e '—x)';"
ot ;=1 et a;=1. Dans ce cas le polynome P(x) étant positif dans l'inter-
valle [a, b] le premier membre de la formule (12) serait positif, tandis que
le second membre serait nul, ce qui est impossible. ‘

-

&



p. V. IONESCU o 6

60
il w'exisie pas une formule de quadyayy,,

En p articulier, il resx;lte qu i ey
= Les é
& noeuds cxtmem qut e 1(x) o, ,,.4.1(1) g
s 4. tﬁﬁt:sm(m)zatiO?esdzsm{:htmns aux hmxt(es; (6), .(7), (5‘;) (9); (10), ()
i Jivs ¥ ]
detemémenf{} 1te ° lizn;?:;?érq)e;(xr); équatlrcl)'ir‘lms différentielles (3) et les condj
e e - 4 ' ’ « Ve
tions a:x limites (6): et (7) nous donnent

 — xn)" +m— 1.

?l(x)-- Mm

o AT VN Lt i

- 7 |
| q’z(x)= ' (71+m—1)!' + '"’ (‘n‘}-m—"l)! '

@) {.e

; - - - - yAtm—1

- w— x)" " : Ape sl S . W
o g ald) = e T L Rr—y
U1y slstrol Bi Lt Al(x_:x'l)rwm—l‘
m+m—1)!

ot Ay, dy --., o SOnt des conéfaﬁfé’é' arbitraires.

De méme les derniéres equatlons différentielles (3) et les conditions
aux limites, (10), .(11) nous donnent

i , (x _ x' )n+m—!
? ol x .
npma+1(%) = ——"—(n PRy
{ ' ) (% — x \EFm—L iy Sy — n+m—I1
(P,,+ (x) = U m 'I" m—-i)
PRy : r.n’ Py " (mn4+m—1)! Pzt (#+m—1)!
R S S, r
-z )r+m 1, _ n+4ni—1
q’g+2 (X) =y — (¥ i vn‘l-—l) : ) |
("+m—-1)1,+pm —1 m+m—1)! +'T'
1—(’;;‘_ "1)"*"'."! T
P ' (ﬂ-rmul)l"
s sy -,
LP: " : ;;Sn ;ontédes constantes arb1tra1res
1e
quation (3) et les conditions aux limites (8) donnent
Loty X %
21 (—"gypiemig s ; 1
@1} Guinln) j(m, e dsﬂnx‘_ﬂ-l EICET Y i
(n——m-_1)[ l(n'm-‘i)l
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En écrivant que les fonctions ¢ ; i ‘
Sl = G n+1(%), Pnya(¥) ainsi déterminé
vérifient les conditions aux limites (9), nous avons le systéme d’éqrgltlils:l:

b
_=jp(s)ds
1! .’. ——j;b

"_)\1 — ..-'..-7- _'—)\n

(b = x )n+m——+ + y"" (b — x;")n+m-—1 _ ) (b—"vl)n—.rm—:l, g

(4 m — 1! w11, "

(_b_xn)ﬂ+m"l

(n + i —1)

n . =
. (?1 +m—=1)1-

; I
ps) (b — )" M

ds,
(n+m—1)!
ou
Hq +-..+U~m ) —}\1 -———-__‘__)\" =J.p(s)ds
3 ‘ ¥ :
o v b
L + oo dmdm — X — .. — Rpkp = J.]J(s)sds
(22) \
:\leln-[-m—l_,‘_ i U 1,"J:-i--l‘ll 1 )1 nd-m—l S )\nanm—l .
: b
e J‘ﬁ(s)sn+m-—-ld8.
a

qui déterminent les inconnues Ay, hy, ..., Agetpy, s, - - ., tm-

Le déterminant du systéme (22) étant le déterminant de Vander-
;nmlde des nombres xl, xz, =5 x,,,, %y, %y, ..., %, n'est pas nul et par suite
es (’:ons’cantes T TR et By B2 -« - bm Sont parfaitement déter-
minées. :

L'intérpretation des coefficients 7y, My, .
vant successivement les équations (19) et

P{mEl(g) = 2,

; l,,, (.1.1, e, oy tm- En den—
(20), nous avons les équations

q,;n+m—1)(x) - kn + )\ﬂ—l b

W) = hy + Moy L N
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P

N £ i Rt Tl U

(Pg,:zm—l)(x) =y + M3 T oo+ Lm

9
i~ o (1) = pm—1t
ot () = dm.
Il résulte alors d'aprés les équations (13) que
g =—Am Mm1= — Aty oo M= —
a . \
(25) Um= A;m bm—1 = Am-—l: ey Ky = AI'
Les coefficients 2y, Ay - -y Am fhs Boo - s Um SOt liés  dope —

coefficients de la formule de quadrature (12) par les formules (25),

D'aprés les formules (25) la solution du systéme (22) s’obtient faci-
lement si nous tenons compte des formules (16) et (18).

5. Les degrés des polynomes 9,(x), Po(x), ..., Pogm—1(x) @ l'b’xceptio_n
de 9nyi(x), sont m+m —1. D'aprés les formules (23), (24), et 25) il
faut démontrer que les sommes
B, = Ay

By =4 nt+ Apy

-Bl =AH+A;;__|+.‘..+:1‘

D€ sont pas nuljes,

Considérons le poly

v . N oll-
tions Suivantes nome d 111terpqlat1q}1 Jj(x) qui satisfait aux C
-:,. 1 = ' ) = 24 ) mgita) e i
(,)7) il W)= L q"f(xn--l) =1, .. i g q.aj(x,,_j.-,]) =1,
- ik A .-
R B Y
' ’ R § 4 4
Vi(xl) =) ¢ ¢ > ;
ol 7 , ! 'f(xZ) =0,..., Ui(x =0,
" &t Pun geg lombres 1 o il .m)
VE, L, R,
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Le degré du polynome ,(x) est n + m — 1. Pour le démontrer. appli-
quons le théoréme de Rolle au polynome Yy(%) et aux intervalles -, -

(%n, %u—1), -« oy [%n—yia, %u—jpr ] [%a—ps Zn—jmy 1, ior) [Zmp—y, Xm].

Le polynome {¢,(x) ayant des valeurs égales aux extrémités de chaque
intervalle, sa derivée gb;(x) a au moins un zéro dans chaque intervalle;
la derivée {;(x) a donc au moins # + m — 2 zéros réels et distincts. Sup-
posons que le degré du polypome Uj(x) soit plus petit que # 4+ m —1;
alors le degré de sa dérivée {;(x) est plus petit que # 4 m — 2 et comme
bj(x) s'annule en # + m — 2 points distincts, ¢,(x) est identiquement nul.
Dans ce cas le polynome {(x) doit étre une constante, ce qui est impos-
sible puisque {;(x) prend la valeur 1 au point x, et la valeur 0 au point
4. Done le polynome ¢;(x) a le degré # + m — 1.

Le polynome ¢,(x) a un signe constant dans l'intervalle (%, ,11) et
par suite dans l'intervalle [a, b], inclus dans l'intervalle (21, r,) Démon-
trons que le signe de Uy(x) dans Uintervaile - xll) el par suite dans l'intervalle
la,b] est le signe de (—1)", ' 2 : :

Pour le prouver, nous remarquons que dans 'intervalle (Xn—jt15, Xn—y].
la dérivée ',b}(x) garde un signe constant, puisque q;;(x) a un zéro dans
Vintervalle (x,_,,,, Xn—j+1) et le premier zéro qui suit -appartient i l'in-
tervalle (x,_j, x,—; ;). La droite qui joint les points de coordonnées (Zreygr, 1),

(¥a—p, 0) a le coefficient angulaire négatif. Alors, d'aprés le théoréme
des acroissements finis, il exite dans l'intervalle (Fn—yt1, %p—;) au moins

un point ou la dérivée () est négative. On déduit ainsi que la dérivée
Yi(x) est négative dans l'intervalle (Xn—st1, Xnj), et par suite le polynome
w;(x) décroit dans cet intervalle. 11 résulte alors que {;(x) est négatif dans
Vintervalle (x,~;, x,_;_;), positif dans lintervalle (
et dans Yintervalle (x,, x,) il a le signe de (—1)"

Les raisonnements précédents sont valables aussi dans le cas j = n,

lorsque les conditions (27 ) se réduisent aux conditions de la premiére et
de la troisiéme ligne,

Si nous remplacons dans la formule de quadrature (12) la fonction
f(x) par le polynome (%), nous aurons d’aprés les conditions (27

Xn—j—1, . xn—j—2)u cae

b : 4
[PRI400dn = Ay + A + o+ Ay
a .

Mais le polynome ¢;(x) gardant un signe constant dans l'intervalle
[a,b], le signe de (—1)"~, 4l yésulte que la somme A, + A,y + ... + o g4
est différente de zéro et a le signe de (—1)*. ]

Nous avons ainsi démontré que Je degré des polynomes 9, (x),’ Pa(x),
» Pulx) est m - m—1. o {1y U = {,
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- que - lynome 0,(x) :
' ' émontre que le -po ! qui
alogue o1 d mg¢ i ‘ ) qu
D’une maviére an N s i I
satisfait aux conditions ‘ 3 s
o) =1, Olam—t) = 1, v Bi(Fmtt) .
Ol(x;n_() = 0: i .,6(%1) Tl .'_' )
: Bl(xl) =0,:.- 6,(:*:,,) S 0 ."-

' i dans Uintervalle (xj, x') ot o
g m— ue son signe dans I'in T Par
est du degré n +m —1 eia gst o e e (_1)m—-!, En remplagant dans

: 0 b -
e du el 1,04 8130000 e 1 (5 o
a Io ; :

obtient

b

jgb(x) 0,(2) dx = A+ At + -+ Antsn
.+ Am_gsy sont différentes

d’on il résulte que les sommes Ap +Ang + --
' m.

de zéro, et ont le signe de (=)™, powr 1 =1, 2, e _
Nous avons ainsi démontré que le degre des polvnomes @, o(x),
Prya(®), --vr Pngmer(n) este n 4 m —1. : . | ’
6. Un théoréme sur les vésidus d'une fonction rattonnelle. Le theorém_e
du nr. précédent relativement au degré du polynome $;(x), nous conduit
au théoréme suivant: - B Tkt g

' Etant donnée la fonction’ rationnelle

1 SHEER N iy 4,
TR e e e de L kR,
(r =} x — x) 0V (x— xn) LR —x X — Ay r—x,
ot les noeuds %y, %, . .., Xn Sont en ordre croissant et oit A, A,, ..., A, sont
ses résidus relativement aux poles %y, %y, ..., %y, les sommes A, + A, +

oo+ A; sont différentes de zévo et ont le signe de (=1)", pouwr i =1, 2,
ve, o —1, ) :
Eni “effet si nous considérons le polynome d’interpolation /(x), nul

sur les noeuds %, %, ..., x, sauf le noeud %o il prend la valeur 1, nous
avons

hi(x) = rF —x) (x = — Fegp) oo (¥ — 1))

e =1
(#p—x) ... (x — Fp_Mxg — Xk-H} e F —x) = 2 T
Le polynome e e
h(x) = hy(x) 4 ha(x) + ... + Iy(x),
c'est 4 dire . - 9oLt oy ;
h(x)=(A1—{—A2 N 1) x“—l—i— %
satisfait aux conditions . . | |
RE) =1L,h(%) =1, .. piey 4 o
2 veen B(x) =1, hxig)) =0, ..., h(x,) = 0.

_—

»
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. Les raisonnements faits au nr. précédent pour démontrer que le po-
lynome {¢;(») @ le degré » + m —1, sont valables aussi pour le polynome
h(x). Donc le polynome A(x) a le degré » — 1, ce qui veut dire que les som-
mes Ay + A + ... +A; sont différentes de zéro. Pour trouver le signe
de A, + 4, + ... + A; nous remarquons que le’ polynome décroit de
1 a 0 dans lintervalle [#; %;4;], il a2 un maximum dans l'intervalle
[%4~f, %], un minimum dans lintervalle [x;_5, %;], ..., et ainsi de
suite, il a un maximum ou un minimum dans l'intervalle [x,, %,] selon que
le nombre natural 4 est pair ou impair. Il résulte que le polynome A(x)
croit ou décroit dans l'intervalle (— oo, %;) selon que 7 est pair ou impair
c'est & dire selon que (—1)' est positif ou négatif. Mais dans I'intervalle
(—oo, 1;), le polynome : ot PRI ‘-

h(x) =;(;_41 + A, + ey A B L

croit ou décroit selon que (4, + A, + ... A;)(~1)" ‘est positif ou négatif.
11 résulte donc que A, + A, + ... + A; a le signe de (“—M:l)"—."..

7. La forme de la courbe y = P(x) dans Uintervalle [x,; xn]. La
fonction ®(x) qui coincide avec les. fonctions ' Py(x), Po(%),:- .-, Patm+1({%x)
dans les intervalles [%,, %p—], [%p—i, n—2], - !} (¥m—1, Zm]  est . continue
dans l'intervalle [x,, xp ] ainsi que ses dérivées successives jusqu’a 'ordre
n + m —2 et dans lintervalle [x,, x{] la fouction f(x) est continue, ainsi
que ses dérivées successives jusqu'a l'ordre » 4+ m — 1, comme il résulte

d’'aprés les conditions aux limites (6) —(11). Nous allons démontrer le
théoréme suivant: L

La fonction 9(x) a un seul extremum dans:Uintervalle (%,, %n) qui
est un maximum si n est pair ou un mintmum si n est impair. ... ..
En effet, supposons que la fonction ?(x) ait deux extrema dans
Iintervalle (x,, x7m), ce qui veut dire que la dérivée :? (¥) s'annule en deux
points &, &, de lintervalle (x,, x7,). Alors, d’aprés les conditions aux
limites (6) et (11) on en déduit, en appliquant le théoréme de Rolle; que
la dérivée 9"*™?(x) s'annule en: n + m —1 points distincts =y, 7, - ..,
Nn+m— de lintervalle (x,, x7,) que nous supposons rangés en ordre crois-
sant. T Zoani LB Dy g0 eriae 5o

Le point #; ne peut pas appartenir a l'intervalle (x,, %,—], puisqu’on
a montré que ?,(x) est un polynome de degré n 4+ m —1. . -

Le point +; peut appartenir a lintervalle (x,_, %,—;], mais dans
ce cas, le point suivant 7, ne peut plus appartenir au méme intervalle.
En effet si les points v, et %, appartiennent a lintervalle (%,—, X,—2], en
appliquant le théoréme de Rolle, nous déduisons que la dérivée glara—i] (%),
s’annule en un point de l'intervalle (+,, 1,). Mais ceci est impossible, puis-
qu'on a démontré au nr. 5 que 9,(x) est un polynome de degré n +.m — 1.

D’une maniére analogue, on démontre que dans chaque intervalle
(%n—2, Xn—3l, - .., (%, %], (¥, @] il 0" y a qu’ un seul point 7, ..:, %a—2,
Mn—1- o

5 — Mathematica
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it qué dans Vintervalle [x7,_ %)
meém

: = :
o aussi de la tervalles successifs [%,_o, Xt
O démontr dans les in : 1
ue :
-q et q

aucun POll[lz ) il ya les points “I’;)* LR ;,' 2"12"[53’1:{15 ’} St
’ xl aue al giol ’
[¥pezds ¥m '1)11te alors que d ps Vintervalle { y) dans lintervalle (x;, xj),

1l rés fonction @
- Considérons ma111tenant la e et'a des dérivées successives continues

t lnter‘r yal (n+m—2),
Elle est continue c}ins ci : (condltlons (8) et 9))- La dérivée ¢ (x}
'y Tordre 7+ ™M (xv al, me (@ b), Nas1 € [b, x7),

]usqu cts: Mn—1€ n+m—2
S amle €1 £01 Pomtstlifrrzme denRolle 3 la dérivée P2 (x) et aux

Alors. €1 appliquant i déduit que la dérivée (7 m=1)(x)

1] on en .
intervalles [gn-;, l;,OTmt[S mil ’thC ld1stmc’ts de lintervalle (xy, x1). Le point
g'annule en deux 4

: la fonction @(x), étant
artenir 2 %rintervalle (%1, @), 2
f, ne peut pas lflléllzm polynome de degré n + M 1. De méme le point
dans cet interval vonic 3 Tintervalle (b, x;), la fonction ¢(x) étant dans
arten

Z, ne peu‘:Ll ?:Suipgolynome de degre w4 m —1, Donc, ;e;t 1216;1n;csl Clt et
o mterr:c’; nent- 2 11nterva11e [a, b]. La fonction g(%) &y ns l'inter-
L appa be?a dérivée o ntm) () continué; ou peut appliquer le théoréme de
\alllf (a 1a) fonction @™ (x) et 2 Pintervalle [ &, L] On en déduit que
lR Od:ni e ol '*’"’( x) doit s arinuler en un point’ g de lmtef"agﬁng)“» b) ce qui
» <ible, puisque ‘dans ‘cet 'intérvalle mous avons P (%) = p(x).
St m@gis som]?nes arrivés a une contradiction, -d’otr il résulte qu il est
1mpossible que ' la fonction @(x) ait’ deux extrema dans lmtervane
X ’ X 3 ’

( n T))onc la fonctmn (x) a Hn séul ‘extremum dans lintervalle (¥, &m)
Remarquons T 1¢ signe de () dans 1’1nterva11e (x,,, X, ] est le signe de

EMQTILS TUal ""( )n'l'm—l ' N ' (-— x )n+m—1
Lona ofenng! y—?\_._——--——=—

(u-.-m—-l)l (n+m— 1)!

il li\ a

1t f' o
et par stite est donne par e signe de—4A,. On a démontré que le sxgne de
A, est le” 51gne de (h-l)""1 Donc cp(x) ale 51gne de (—1)" dans l'intervalle
(5 )

11 résulte que la fouctlon cp( ) a un maximum dans 'intervalle (x,, ¥m)
si % est pair; ou un minimum si-# est impair.

La forme de la courbe y = qo( x) dans Uintervalle [x,, X ] est donnée
dans la figure 1, selon que 7 est pair ou impair.

e Mo boxt Xm

n impir
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Danslecasn =1,m =1, 1la f
dans la_figure- 2. orpie de la Courbey = x) est donnée

sviay

8. Le veste dans la formule de uadr g 9 POru T ol
formule (14), c’est-a-dire quadrature (l ) H est donne par. la

x’ Lin . = x'
m

R o (_1)n+mJ‘ tiD(.-‘U)f("""'")(':‘c)er,

Xn

et nous savons que la fonction ¢(x),

garde un sxgne constant ‘dans l'in- . o ‘ FRERSS
tervalle (x,, x e !
St . (%n m) La fonctxon f(ﬂc etant de Ia classe Crl+m' nous pouVOns

'”"’.I ke LA Al vih

r
m o

(28) R = (.&-“:1),;+rnf(n+m)(a j ?(x)‘i_x-

cnf) g

zu0it JIviis udd
oil Ee (Xn, Xm).
_ On calcule I intégrale de la formule (28) par la fo
) rmule:d: g
(12) en remplagant f(x) par le polynomc(e Lo ‘ ° qu'tdrature
g il B e s % w )

flx) = ey (z — x,)(x — %) ... (v —x,) (2 =) (D) . (.;1,_ ).

Nous aurons

: ' e A% TpR) Tan o : £ A
(n —':m) !Jp(x)(x — %) (X ) (x —x)s (v =, xm) d'g'_ ( n+mj‘ ol

d’ot1 il résulte que

b

_ -1 | L EE 9
.’.q) d:f (Jl-l-m)'j ( M= _"L) ‘ Ax — ) (xS x) ol (v x)da D

La formule (28) dev:ent douc

-

(29) un w0 et t R f(n+m) g)

N i
olt I est un nombre positif, qui dépend des noeuds ,, %,, . . ., &y, %] ... e
2 18 ey m.
" - | s
30 = by ) . i i Y&
(30) (n + m), il xl coo (% — 2a) (2] — %) .. (¥ — x)dx.
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la borne supeneure de | f(ﬂ+m)( %) dans

Si nous des,g]n oﬁsrg:leti[:i?la formule (29) que nous aurons leva
Xm J>

de la valeur absolue du reste R.

IRI_—<:- P(xm s Gy xm)»

lintervalle [%n,
1 uatiOﬂ ‘suivaute

e ‘ ) est une borne supérieure de |R|, définie par la formule
ol p(x,,, CRRE Xm p : .

32) el s Fm) = TMp4m:

( | noeudsx1,xz,-‘- yxnetxl ,_,_’x'm*

d’autres
Canszqusnce Sil'on considere T ¥ e pour i=1,2,.. m, I

tels que =k < % POV A=y 2, toutes les valem's de ket dei, alors pour la

liew our
gnedagamgnayant?as P* ie la valeur absolue de R*, nous avons

borne supérieure p (x,,, )

(33) o (5, oo Fm)> BB e i)

En effet, nous avons
*
o*(5E, e, fm) = Magm Inim,

olt Myym estla borne supérieure de | f‘"*"” i dans intervalle [# , X 1y et
b

I* i S(x —x]") (% —x,.)(x,' —jc) 5 (x,,, ——x)d;g.

il

o (m4m)!
a
D’aprés le choix des noeuds x,f, x}*, nous avons
(x—A) o (F =) (' —2) ... (Am — %) >

SR RN (x — %) .. (x i) () =) ol  (Fm — %),
d’ot il resulte que I* > I. D’autre part nous avons My, = M,,_,_,,, et
par suite ;
MisnI* > Myl ;
ot résulte linégalité (33), o | )
Donc nous n’avons aucun mteret a déplacer les noeuds By Ko s g

vers la gauche et les noeuds %y, %,, . .., %, vers la droite, parceqew dans ce
cas la borne supérieure o(x,, ..., %) Croit.

9. La formule d v .
formule de g;;;faiur: quadrature de N. Obreschkoff [2]. On connait 1a
34

60 (p@nar = dyfta I+ 4704 4 A,._lf‘"-“( -

a

+ Bof(b) + BB + ... + By f™(B) +Ro
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dite la formule de V., Obreschkoff ol 1e teste R est donne par ——

o 1)’" Sp( )(x—a ©- )f‘"*m(x)dx

(n+ ! , e
~ Nous pouvons encore écrire | Tt TR " , |
(n+m) L5 trresd Feo A izan
(35) Ry=(— 1)'"%—"5‘?,’81;(3) (v—a)"(b— )",
kot a - 5
olt Eye(a, b). ' i e 3

En désignant par M,,+,,, la bome supeneure de f‘"*’")(x)l dans

lmtervalle [a, b], et par ; § L 3 do waiouet sl
& b \ | 7. o . .r.. ‘ ku

(oo —arp —wmas,

a

(36) B

nous aurons 1’évaluation suivante pour |R].

(37) |Rol = pola, b),
olt py(a, b) est une borne supérieure pour I:Rol. définie par- /-
(38) Po(a, b) = ) SRy i |
10. Comparaison entre la borne o(%n, ..., %n) de 'la valeur absolue du

reste R de la formule de quadrature (12) et la bome superwure pol(@, b) de la
valeur absolue du reste R de la formule de quadrature (34) & Obresckkoff Nous
allons démon’crer que quel que soit le chotx des noeuds exterwurs Y :cz, i oy Xn

ét %1, .., Xy MOUS QVORS lmegaltte i

(39) (s e H) > pola, ).
En effet, nous avons':: i _ )
(% = %) -0 (2 — %) < (% — @) (2= 2) s (g — 2) > (& ;_';")m

et par suite, d’ aprés les formules (30) et (36) nous avons ¢
Fii01 I>I waz b ol .’f'_‘llif:é—i_‘!;,‘.":.'_-';"‘-Z. '4.

D’autre part, My, = M,,+m, ‘d’oir il résulte I'inégalité (39). L)
 De ce théoreme il résulte que s’sl est possible d'applzquer & la fonction
ftx), la formule de quadrature (34) &' Obreschkoff, il est préférable d'utiliser
la formule de quadrature d@'Obreschkoff, que d'utiliser la formule de quadra—
ture (12) @ noeuds extérieurs, parceque la borne superwure o(%n, <43 %m)
de.|R| de la formule (12) est plus grande que la borne supérieure , po(a, b).de
|R0| de la formule dObresckkoff 4
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~3het xy+2h, x
dsr—-ghzo3 . 0+h
Exem;f)h; S: lo;hgﬁud les’ nffjlz) no‘fds avons la formule de q“adrature
extérieurs a l'interv 0 ey ,
o= st -i—f(xo+"h 11 1 (505 +f(x,,+3;z>]\ L
(10) (A)v=35 '
Xo—h l
oll le reste R est donne par la formule . 2
X301
o) [TV (x )
‘ In_3’l

p q>3. ? ),v’.()da 1 s
(¥ )-9;2]( )[ —Eh) xo{({_ i, 5[960 -{—ES x(:,s inzt}f;]-

la fonction o(¥) etant egale a P
valles [%, —3h, xy—2h], [%—2h %
[xo+2h, %o +30]. Nous avons

- 4+ 3
?1(‘1) _‘I-l_h(x 2’0 P)

15 3! :
(¥ — 2 + 30 26k (v —'xp + 20
%al%) __h 31 4 .18 o 8
Slr=xg kWY 1 (v — 2+ 3/1)"“ 26k (x — xg 4 24)3
Tl = +’15h. 31 15 31 ’
3 11 (x — 3, ~ 3h)? 96k (x (¥ = 2y — 202
?4(1)_ I:) 3'_ +la .“‘:3'!& H’\
B oh & e g 1111(4'——3‘0—3]:)“ (L o
X)) s ———
'r..i’. _5() 15 3y : ‘ ,
Une évaluation de |R| de la formule de ‘quadrature (40) est donnée par
|R|< p —3]1 ooy Xg 4 34),

ol

§ol8% P('\?o'—-3k, ey X + 3h) =

oM,

e S (2= 2g4-3h) (v — x, 4 &h)(x —%—2h) (x —+ o — 3h) dx ..
Xo—3h i : £ 2 K &

En calculant 1’mtegra1e du second membre on obtlent E

11

( ) (xo 3kl e 1 'x0+3h) _‘3'?3 (2h) M4 AT

Sr 1 on cons dé
m—2, nousl av:)euia {f;rumle de quadrature d Obreschkoff (34) pour n—-2 et

“....

" oxebh ) ¥ ‘\-“f EARTE A 3NN IRYRLLD BRE 14 & VR | !.,-
42) (f()r = b s ity )
&th % [f(x +h) +f( —h) '—U(xoq—h)-—f(%_h)}+.Ro,

..]

e

e o P
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avec #huens G-eilfErbanp ab eliprnat gl R
Xo+h SR brirg
1 k IV
Ro=, { (x— % +h)* (3 — %o — R (2) dx

N | Xe—h
Nous aurons
Ryl = po(x —h, xp+1),

ol ]
: S
Polx —h, xy + h) = ;—: (% — %y +h)(x — x, —fz)zldx. |
Xo—h
En calculant I’intégréle du second membre, nous avons
(43) polxo— 1, % + H) = ‘_‘ S (2h)5 Mg,

En comparant les deux bornes supérieures de |R| de la formule de
quadrature (40) et py(xo—h, o + 4) de ]R |- de la formule de quadrature
(42), nous avons " - ) .

Ity

(44) olto — 3h, ..., .1'0-1—31:) __ 239 M, 239

Pol#o — I % + 1) 4 M7 4

o

IIV

L’inégalité (44) montre que la borne p(x,—3A,\..,%, + 3h) est approxi-
mativement 60 fois plus grande que py(xy—4, %, + h) d’otr il résulte que
la formule de quadrature (42) est préférable a la formule de quadrature (40).

‘11. Comparaison entre la borne supérieure p(xo —8h,..., %, ¥ 3h) de
| R | de la formule de quadrature (40) et la borne superzeure de la valeur absolue
du reste dans d’aulres formules de quadrature. Considérons & coté de la formule
(40), la formule de quadrature de Simpson qui utrhse les noeuds 1:0—— h,

%o +#h et le noeud 1ntér1eur xo, c’est- a—dtre BT ‘ iR Te
T .I;:%" 20 291751 “s. 2:ly & ’ii":;
#5) ' (fmdsx= —[f(xo—h +f(xo + 4f(s».,+hn i |
i 3 . xe—h : fu ‘ Ao T LR 1 fod ' : 3
On sait que MG 10T Bt BES Y LW onpo1ib 5 ao's web .'15:;-‘:-
IRs| < polro —h, %o + h). "
AVEES R WSS T RS ' RSN SAY BN
(46) , es(%o—h, % + h) ol (2h) .

- Pour les formules de quadrature (40) et (45) nous pouvons comparer les
bornes supérieures p(x, —3h, , %o + 3k) et ps(xo h %o, + h) donnees
par les formules (41) et (46) Nous aurons PR

oo — 3k, .. 5 xg L 38) °

- °39 2 239.
Pal%e — By 75 +h)

(47)
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rons la formule de quadrature & noeuds inte.

me si nous considé ndée [3]

na
rieurs que nous avons _IECOHIH
?

) hi:f(«-)dml—[ﬁzéf(xl)+916f(xo)+625-f(x2)] +R,
s ST 1083 el |

De mé

x—h ‘ 4
. 19
cii 19 119
x, = Xo -—2—5-11-, A ‘xyz. o+ P
on a montré que )
R Z p'(wo— s %o F B

ol ; ; :
ey ME0.07679 (2h)5.
(49) p'(%o— M %o +.h) ~oss0” s e
Nous féﬁvogs cclmlpz-iré'r les ‘bornes supériedres p(%, —3h,. .., %, + 3k)

et p'(xy—h, %+ k) des valeurs absolues des restes des formules (40) et (48);
0 4 . -

nous avoms. URK . B WL Ty :
plxg — 3k ..., %o+ 3B) _ _2_39_@2$112“ - ]

wopE = B et ﬁ)}.‘, ‘:;:0.Q7ﬁ79',ﬁ4_2-_..';‘f:.‘._ IR 1l

gfyre ey : Fee] 008 IR I ¢

S T

7 0 - x-l";f:‘:i 24

Les T.f.;,mme's (47) ét (50.):-n‘1‘ontrent nettement le désavantage des formules
de quadrature & noeuds. extérieurs par rapport auz, formules de quadrature a

noeuds inbérieuts. . . - . .

1 \ \

.y L'exemple simple de:la formule :de quadrature (40) et les seconds
membres des formules de comparaison (47) et.(50) nous aménent & étudier
systématiquement les bornes supérieures p(%y, ... ., ¥f;) des.valeurs absolues
des restes des formules de quadrature 4 noeuds extérieurs. Nous étudierons
spécialement les restes des formules de quadrature qui proviennent de I'ap-
plication des formules d’interpolation & noeuds équidistants.. / T

12. Le cas m=0. Supposons que tous les noeuds extérieurs sont A

gauche de g, sest & dire que m=0. Dans ce cas la formule de quadrature (12)
devient -

61 (/x) dx = 4, fEdt Ao flra)+ 4 A fln) +( _1)"S (%) f™(x) dx

fﬁnlﬁ;;fg?ﬁﬁa’?.?(x)[a?obi?ddg .slxl‘ccessiven;ent dans les intervalles [%n, %n—11
A B=1 YR )y ..., |, av o : 3 iR —a AL g
€quations différentielles - - nregrales @(x), (%) y e Ppta(a), des

g t_'.}‘_'l:;"; ".};] ia v‘: 1} 2~ 7?_.1_»':'-«'-'1 bt !

.-.;-9$F’(m).";;{°§? tEnl
T dsiisar T

LRl o)

1
e
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qui satisfont aux conditions aux limites & .11 170 areon evineg

(Pl(xn) —_— 0’ (P; (xn) — 0, S 5 q)gﬂ—z)(xn)= O, s (8 5]

_q’z(xn—l)= P1(*n—-1), (Plz(xn—l),_-:, ?;(x,,_,),. s (Pgl_;m(xn-;l) =.'<P(1n_2)(xn—1),

Pu() = Puoa(), Palr) = Pi(m); v, P () = PP (),

Pus1(4) = Pale),  Pupr(a) = Pu(a), ... T (a) =98P (a), 90 (a) =95 (a),
Ppp1(b) = 0, Pupi(B) =0, ..., O D) = 0. -

On démontre comme au nr. 2, que dans la formule de quadrature (51)

les coefficients 4, A4,,...4n changent alternativement leurs signes, 4, étant
positif. " ' ' C ¥

On démontre ensuite comme aux nr. 4,5 et 7 que la forme de la courbé
¥ = o(x) dans le cas #n > 2 et celle indiquée dans la figure 3.

% RLE RN

" poir £ : n tmpai
Fig.” 3

{ tielen =31 O

Lorsque n=1, la formule de quadrature (51) se réduit a

b ‘“ : 3 - :>b_|\‘.i: ,
{fndx = o~ a)fim) — (o0 £100) @it 0t s

oi1 la courbe y = ¢(x) est tracée dans la figure 4.
, . Lorsque n=2, la formule de quadrature (51) se réduit 3
- ‘ T ‘ Fil RS By L L 0y 1

1s . Tt ‘3

o0 e =222 (152t = (25 ] + ot

e |
LAY

oit la courbe y= ¢(x) est tracée dans la figuré 5.

x, a -
— e =
I 1
! I
1 | .
1 | ‘=f
~ar
|
Fig. 4 HHA
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reste de la formule de quadrature
8 que le res
comme au nr.

smontre . 0 o o
On démo forme _ " @ (gt ¢ o)

(51) peut s’ écrire sous 1a

] Vi ) ata) SF, (x‘—xn) dx,i ety
:R=fn'gi) S( —xl)‘(x l"z) 4 e e |
¥ : | |
£ € (%, 0). 11 résulte q'une borne supérieure de|R|[ est. N , !
ol & € (¥, 0). L4 ‘

b

Ml L) (e m) dx,
P(xﬂ‘rr" i xl) = ';THS (x—x“l) (x xg) (i ‘ n .
v a - * \ /o .

™. (x) | dans l'intervalle [%p, b].

ot M, est une borne supérieure de If déplacent vers la gauche, la borne

Lorsque les noeuds %, g, . - -, ¥n S€

B i .., %) croit. . . .
?’upeg?‘:lf;lspég;’sid é’rm;l la formule de quadrature & un seul noeud a multiple

d’ordre n, .
y 2 b — )" n—
(earae = 222 + 852 f@) 4 o + O +
1 L 2l ;.
a \ - //_.,/ . ) !,—.:_L..,-i e . ] ]
wo 4 S (b—;!i)—f("’(x)dx, X >
5 .

son reste, en valeur absolue, a la borne supérieure

FET 32 Ly Hh] 41 at
pole, ) = =i,
ott M} este la borne supérieure de | S ("’(x) | dans I'intervalle [a,b].
Quel que soit le choix des noeuds x,, x,,..., %, nous avons
p(xn s, %) = pola, b).
Exemple. Si nous considérons I'intervalle '('xor—h, x,+h) et les noeuds
% —2h, x%,—3h, % —4h, x,—5k, nous avons la formule de quadrature

¥ ~ 41 ‘ eivd g o
i xeth | T 1

62) e dw = 216475, —20) — 131 fzg— 3h) +
Xo—h R argir st oaunh IRt i ;

Xot-ht
F 00 /(% — 4h) — 27 f(x, — 5h) ] + S o (x) F1V(x) dx.
s cette'-f’(-’rm“,le s avons B

d __‘Qp(xo—'ﬁh.-.-) xo"“2h)=%gM4 (2h)5. S
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-+ Sil'on‘compare la borné supérieure p(x,—~3h, . . ., x, —2h) avec la borne
supérieure de la valeur absolue du teste de la formule de Simpson (43),
nous avons' - - Faro e bl pet SRS

LT L e plEy =R, g — 20)

M,
n

= 1079
S My

=1079:" 7 Plige
ps(Hp =k, 2y + h) ; Lo e
Si T'on compare la borne. supérieure (% —5k, ..., .xy—2h) avec la
borne supérieure de la valeur absolue du reste de la formule de quadrature
(48), nous avons ' YRR REREES N B S

plxg — 5k, .4, @y — 20) _. 1079 a, 21405'1’_ .
o' (% —h, %y + h) 0,07679: M0 =

Les seconds'membres des formules. précédentes de comparaison: avec
les nombres 1079 et 14051 qui sont tres grands, montrent le désavantage des
formules de quadrature & noeuds extérieurs par rapport aux formules de
quadrature i noeuds intérieurs ‘considérées ‘plus haut,

§ 2. Formules de quadrature 3 noeuds simples extérieurs
et aux noeuds g, 5.

13. Nous reprenons Iintégrale (1) avec les. mémes hypotheéses faites
au nr. 1. A cette intégrale nous attachons les noeuds ‘x;, x,,.. ., Xmay A
droite de b en ordre croissant et les noeuds X1y %gy+ vy %p~y & gauche de @ en
ordre décroissant, tous ces noeuds appartenant 4 l'intervalle [«,f]. Nous

voulons établir une formule de quadrature 4 noeuds extérienrs et aux noeuds
a, b de la forme il R Y !

b

o3 - VPRSE dn=A0f@) + Afln) + U Al Sl +

+ Ao fO) + AL f(5) + ...+ Appss )+ R

et étudier son reste. e RS LT Y

Nous procédons comme au nr. 1; aux intervalles [Znais %na] ooe s

2, 8], ..., [%m-2 %m_y], nous attachons les fonctions' ¢, (x); . .} .@n() 27523
Pnym—1(%) qui sont les intégrales des équations d_i_ffér_ent1e11es
G e VTR

o ’ plx) sii=mn

- satisfaisant-aux conditions-aux Jlgiteg 2o S NI {134
fom P T i e el T R pgy gl ek R B )
AlE)= 00 Oi(ma= 0, AT ) =0
5 y - P ; -—2 B |
3 3 ;}CPz(xu-_—z)-,—_r-.:iﬁ(xaee).92;(%:—2) ‘—“_-?li_(x,n.—-z)n-'f-__-_-fp g:-;-m -.)(xn—Z)F Cp(lﬂjm ")(x,,_z)
[ b 4 ' =

’ it % - 53y st 24§ oS YT TGty o4
o PTG D RO T ORI By ke pup tTnom3 b, g
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' (n+m—2 = (Yf;i-m—ﬂ) X
(n), ® n—1("1)=- q’"“z(xl)" tet 7 1) : (nn:m—z)( l)v_
Pp{y) = Pa—2l ) R (p-" (a) S,""'m_z)( a) = Pn—1 (@) .
(P a = Tn—I L
o,(a) =@ Fn , em2(p) = QA
! _ o @), P O) Pl oo Farl (b) (Pm —2)()
Pppa(d) = Pn r ’ . ,) cp(""'m D(x}) = ot (x)
‘Pn+2(x;)-"q’n+1(x1)'q”'+2(x1)= (Pn.;.l(x] g - ST UM TR
O s i ' (), Frim R ’(xm«—z):.;---

: i e
2 gy el 5 (Xm—2
s (Et) = s (o .

n+m= q;("+"'_2)(x ) e tpﬁ,"_;"rﬁ‘—zz’("m—?)

ek (n4m—2)¢,"
‘— 0 ‘Pn+m—l(xm—l) =0,..., Pnrmai (xm—l) =1

Pt (Fri—1)
e nons avons la formule de quadrature (63) o

-Dans ces. cond;tmns |
. An—'l = ‘._- q)(’H'm l)(x" 1) <} ome! ,
% (Pgn-lv-m'_—])(x'n,_z) reis (P(zﬂ-l-m-f—l)(xﬂ—z)

(n+m—1)

vy ,r.‘
P e

56 D4l 2w gy = | ) . —
',( '_)’ _, A_o R g N gt a7 £,
' TR =A1 : gn-:lm— (xl)'— ?Ln_l:!-zm—l(x) _‘ ‘

ot -,"' = 2 i ‘ i. et i
A.m_g = ‘P:,anzn—zl )(’vm—z) = (P$|n+nrﬁ—l ) (xm—z)
7—4 m—l = @ﬂj,ﬁ‘;‘)(xm_,)

V4. Déteyminations des’ coeffzczents A; et Ay En procédant comme
au ar. ), nous avons

(57) A,=Sp(x) Pi(%) dx, e i B4
11 esilnrsatni 2 @ oo ne omimes i
pour t—01 -'_—1 Ou 91 eetantis cuon L.

ryeny

Py(x) = b= x‘) g " (= ’5’;1-1)("; B *’;) i xm_l)

(a —-f1) o (a - x,l_l)(a —b)(a = xl) . (@ — "m—l) )

Pix)= (r—a)(x—x) .. (x— ,_1)(3 x‘_H) (x—z n_l)(x—b)(x xl) (_;—x;,,_ﬁ_
(‘l—ir)(#-—xl) (”i“”:—-l)("’ "*z+1) (x‘- n—l)(*'i b)(x ) '--("'1_"';1:—1)

pour i=1’2.. 1 k] ‘\; o Vi DS ) e or %
- Le pol'y'nome Pyx)

i d it doels gardant ‘un: sxgne constant dans I’lntervalle (a, b)

signe de (—1)" Dour 1—0 1, ..., n—1,
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D’une maniére analogue, nous avons - 1 i
b (111 i1( fOrs 4
"
(58) A=\ p(x) Qul#) dx,
a

pour £=0,1,2,...,m—1, ou
(x —a)(x — x) ...(+ — Zy_x — xl') (x = ”m—l)

©—ab —x) . b — Ay O — ) i b= Ay )

Qo(x) =

(x—a) (xl—_xl). ; .(x—xn__l)(x—b)(x—x;).. - (x-x;‘_])(x-—x;‘“) (x—x,'n_l)

Qk(x)z ’ ’ ’ ’ ’ )
(rp—a)(xp—3) . (g — 2y W xp— )(4’;‘—"" (xk'_"k—- )(f"g ”k.x.l) Ax— xm—l)
pour k=1,2, m—1.
Le polynome Qk(x) gardant un 51gue coustant dans l'intervalle (a, b)
on démontre que Ay a le signe de (—1)* pour k=0,1, ..., m —1.

On démontre comme au nr. 3, que dans la formule de quadmtm’e (53) le
reste R ne peut pas s’annuler lorsqu on remplace la fonction f(x) par un poly-
nome quelconque de degré plus grand que n +m— 1. En particulier, il ne peut
exister une formule de quadrature a noeua’s exterwms el anx noeuds a,b, qus
soit du type de Gauss.

15. Détermination des fonctions ¢,(%), s(%) ,. .., @nrm_(#). Les équa-
tions différentielles (54) et les premiéres » conditions aux limites (65), nous
donnent :

(x) i (x——x )n+m—l 2 A 5 i 4 . [
= fnel

(n_ﬁ-m—l)l FEICE L U “or
o F nym—1 : n o n+m—| -
eyt T el G B e
y m4+m—-1) =1
(x— __)"+'_"—1 ) AT AEEISL, - om e
Pn—1(%) = Ax—t = +M—2‘-——L'+ R

(m+m—1)! (w4 m—=1
* 0 (x — )" tm—1 el

5 (n-,-m—l)'

(59)

n+me—l i

ol . _ .n+’”_l‘ o (x — x .— )
G(x) = S,L"__SL_;.__p(s) ds + gy ————— .+
(n +m —1)! (m4+m—1)!

a
(}-V o5 xl)ﬂ-l-m-—l (.‘I—’ _ a)n-{-m—-l
— g ————
_—*_ A (n—.—m—l)l .0‘_(n+m.—1),!

ot Ay, Ay, .- ?,,_, sont des constantes.
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- ' M _1 COlldi-
’ tions différentielles (54) et-les derniéres
uati

De mémne e ous donnent
tions aus limites (35) n

’. n+;n‘1 .
(x —_ 'x,n_l)
X) = Um—1 +m = 1 P
?ﬂ+m—l( ) (m+7? N T )n-l-m—l
, n+mn—1 (¥ — ¥m—2
(¥ — xm—l)

+ Ym—2 (n + m — 1)!

?n—}-m-—l(x) T Pl T = 4L,

a o s Erae ALl 5T R Vg g ’ n—1
(6) PP e (5 = )" + iy
o ) Pt ———— e PR
e . e g S 1Y
c?n—i-l(l) . P-m-l-l (n+m— 1)! g ; ; .-
¥ -4 3 ' e x;)n+m—l

- —
. + o+ m=1)1 g _

nt 'des constautes. } s sl et
oo conditions aux limites (35) du point b sont satis-
uations ., & sexsh by .

Olt iy s+ o mert SONE
" ""En écrivant que les.. L
Taites, nous avons le systeme d €q

SRR J | o e W e Dl B ) B )
— A | :
(61) .......... ge L0 p pipERR ‘.;4;‘._“_.

— 2 (b —a)Hm_‘ — N - "'1)ﬂ+ni_l —. .

—}

(
Lmmit” = & - ik b i
1+ (b e ‘7;);'+m_1‘¥:—:-+l1m—1 (b ‘e x"nil)n-%m—-l’ — S (b_s)n+m— j)(s)ds,

Tagh, i ¥ le
qui déterminent les constantes A, A;,. cor Mnsgy By Bgye e s ml parceque
déterminant du systéme est un déterminant de Vandermonde. s

L'interprétation des coefficients ); et py. D'aprés les formules (56) qui
donnent les coefficients de la formule de quadrature (53), nous avons

Anfl == 7‘?l—]l An—2 = — Ip—2,.. ) Al e ?\1: Ao o ?\0'
(62) ey

il F;&fi: A i #m;z»' . Ar= B Ay= o> -
oll on a noté
b 5 . | { _——— S
(62) o = Sp(s) B 4 B0+ M L N S — e — et

a

Sl
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En introduisant la nouvelle inconnue ug, on peut.transformer le systéme-
d’équations (61) et nous aurons

o + Ky + . + Km—1 '—' 7\0— 7\1 R e B 7\"__! = Sp(s) dS
Y- 3 ¥ a -

vy

; ; A b
(63) P‘Ob} !J.'.lxl,—}‘ e +“'m—l‘1:;"—l —7\.061’——7\,171 — e _)\"—IX’T—IZSP(S)S dS

a

n+m—1 _ntm—| m+m—1 u+m——l: ) .;i+m—1 B
o X Tt bmmiXnl] —Xga —A X ...

| by, ‘ {3 .."

{1
IR F

— My xp T = Sp(s) e

a

T 4 1

 L'interprétation des équét'it‘)llls' (63) est. immed.i.afe:.’ i,e_s édu#iﬁons (63)
expriment que dans la formule de quadrature (53) le reste R est nul lorsqu’on.
remplace la fonction f(x), par 1, #,", &, g"Fmel w0 e len bdtmiane e

Le degré des  polynomes o,(x), ..., Pn—1(%) et Qnpq(%), <+ s Prrm=i %)
donnés par les formules (59) et (60) est n - mp—1, - s ——"—IT

On démontre comme au nr. 5 que les coefficients de la formule de"tiﬁadra~
ture (53) ont la propriété exprimée par les inégalités,

(—l)n_j(Aﬂ~1+An—2+ % & w +An—j)> 0,. . .
= ’ e Sl Frioneiits ) {l g
(=" (At Anat... + Ap_)> 0,

pour j=1,2,...,n—1 et I'=1,2 ..\ mi-1.% (#8)
16. La forme de la courbe y = 9(x). La fonction ¢(x), continue dans
Uintervalle [n—y, %y ], ainsi que ses dérivées successtves, nw'a qu’ un extremum.
dans Uintervalle [ap—y, %pm_3]. . 0 P '?' ez L {CE)
En effet, supposons que la fonction ¢(x) ait deux extrema dans.
I'intervalle (x,, %,_4) ; alors, en procédant comme au nr. 7, il résulterait
que la dérivée ¢“+"=2(x) ait nt-m —1 zéros,n;, s, .. +, Nntm—3 dans le méme-
intervalle. On démontre que dans les Aintervalles (x,_;, %p—y], [%—s, %5itiq)
il n'y a pas des zéros de <P(""_“"'2’(x), et que dans chacun des intervalles.
(%n—2, %n—31, ..., (%, @], [Xlpm3s Xinp), . [B, #1) il ne peut y avoir qu’un seul zéro.
de ™™ =2(1) 11 résulte alors que dans I'intervalle (a,b) ily a trois zéros de-
‘P("'""_z’(x), les points #p_y, 7, Nat1. Mais la fonction o(x) ayant les dérivées.
cP(""'""_”(x), o™ () continues’ dans lintervalle: (@, b); 1a:dérivée @™ y)
aurait un zéro { dans l'intervalle .(a, ). ce qui, est ‘imposible;: parceque
dans l'intervalle {a, b) nous avons-¢"*™(x) = p(x). Donc la fonction e(x)
a un seul extremum dans l'intervalle (x,—; x,—;). . (oo ot + g NG

e}
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X be ¥ = ¢(x) est donnée dans la figure 6. |
dela cour =

" La forme - ’ Xin.t
- . E '3
,‘“QJM _ n impdir
-4 3 ;
ﬂ,a-?/f -

Fig. 6 ¢

: drature (53) devient la
_ 1 la formule de qua
Dans le cas n =1, et =2 =
formule du trapéze ikt -,
| §f( ) dx =._-[f a) +f Sq?(x)f”(x) ax
e e

= t donnée dans la flgure (i |
e de la courbe y = o(x) es )
W 13:;”‘; reste de la formule de quadmturs (53). La fonction ¢(x) ayant un

ervalle dra-
al gl x - le reste de la formule de qua
51gne constant dansl'int 1 ( n—1 ]{l 1)) " ;

| X
—( 1)"+"'f"'+’"’ ) {emax,
; Xn—1
ot e (x,,..,, x,,,_1) 011 demontre que
{64) | = (=" If ("+'"’(E)
Oil Q l"‘r':n-\‘ ST TS % 48 i
NI Tl 5T )AL L SO I B A R EVECA VR AR Y ST . - , J )d
- — %)) (b= %) (%~ 1) . . A%y —%)4%
(65) ._(Hm)'Sp (% .xl) : (ﬁx f,,_tll)(b :x?(;fi -) | (et
Notis avons @ o sl B g
{66) - . 2 IR P‘(xn—l- - xm-—l)
ol P(xn-lJ i 't,,,_l) est une borne supeneure de lR[ defmle par la formule
(6‘) Saiaed ¢ ;:‘ K P("n-—l. ‘-"-"-:;:;xm—l‘.) ' Mn+mI '
M

I etant une borne supeneure de | f ("‘l'm)(x |dans 1 mtervalle [ Hnty ¥ 1 -
Lorsque les noeuds Hili X, ¢

-%.; %n— se déplacent vers la gauche et les
noeuds %,

Ly Amoy Se. deplacent vers la drmte la: borne supérluere
P(xﬂ"lx el :xm_.1) croit. 3

e g S e
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. .Nous avons - i::
- IP(xﬂ—lr x;n—l) > Po (“ .b)

¢t po(a, b) est une borne supeneure de la'valeur absolue du reste de la
formule (34) d’Obreschkoff.

Exemple. Nous avons la formule dequadrature_;; -

Xo4-ht .
©8) { fix ) dx = —{—2 [f('co-% +f(xo+2k ]+11Lf ——h)-{if(;co'-f—k)]}-i—
o xo+2h - =
+ { 02/ "(x) dx
Xe—2h - JUB TS NS Fne®

et pour le reste R, nous avons

IR| = p(xg —2h,.. .5 %+ 2h), ” 18] ¥
ou 1 b P \ LN}
. : ‘ i ‘ HI ; [} =
%y 2k, . .; ra + 28 =110 (3 | PEARTRIRAE Jou
(% O );, 2880( ) sl 65
ik iy 4 e
Il résulte que si nous comparons p(x —‘)h x0+2h) avec la

borne supérieure de la valeur absolue du reste de la formule d’Obreschkoff
{42), ou de la formule de S1mpson (45), ou de la formule (48), nous avons

plxy — 21: ooy Byt 20) > 1 75
Pol¥o — by + 1) - TR
’(()'9) p(xe — 2h, X + 2h) >19

ps (¥ — Il, Ao 1)

p(x,,— 2h, .. ,x0+2h)
p(xo—lz X+ h)

S @Ms (3]9 noihal &
,-,»-' ‘\5 200 ey ‘ i] T
Les formules (69) montrentle désavantage des formules de quadrature

A noeuds extérieurs, méme si on y a]out.e les ‘noeuds a, b, les .extrémités
de lintervalle d’intégration, _:

18. Le cas m=1. Supposons que tous les noeuds extérieurs soient a
gauche de a, ce qui veut dire que m=1. La formule de quadrature (53) dewent

: oure ©59)
(0) (p(x)/(x) dx = Aof() + 4, (@) + A, f(%) + . +AHf(xn-l) +
= . B doer
st =D ) e - S i
" Xn—1 : :

6 — Mathematica
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"
82 t dans les intervalles [¥p—1, %p ],

(x), Po(®)s- -+ ¢,(x) des équations

ncide successivemen

o Ja fonction #(¥) COINC 0 - ntégrales P

[t Tng)y -2 (20127

différentielles ] 0 sl iFEN

() si i=n"

= i an-i—l)(x)

o imites
_— onditions aux limI
qui satisfont aux € ¢ (Hp-1)= O,

‘P;—(xn—-il)= 0, .- il ¥ :
r o ‘i'g’—”(xn-ﬂ) =97 . (%n—2)

Al =0 .
= q’;(i’n—z). (P'Z("n—?.) = 91(%n—2)>

o0 (%) = P (%),

?2(Tu—2)
'q’r-l(xl): ‘Pn-Z(xl)' q);”'l(x,l) = (P:':'—z(xl)' ses ‘pm_‘l)(
P (a) = q’n—l(a)' cp,,(a) = ‘Pn—l(a), e :'n——l)(b = ()

9, (0) =0, ou(d) =0, ---» .9

formule de qu;ldrature (70)
i tsA,A,..-.An-—l_dela 1 u:
sontﬁefx?ﬁz%frint pgs'ti]fs et négatifs, 4, et 4, sont posmfs.b -~ ,

On démontre comme aux. nr.4, BetT que la forme de la courbe y=¢ (x
dans le cas # > 1 et celle donnée dans la figure 8.

/\ - . B
-1 ",,Pg;. ) . n impeir

Fig. 8

La fonction ®(x) ayant un signe constant dans l'intervalle (xp—1, b)
nous pouvons écrire
iy s ] § pEED Pty o :
(1)  R= ;f'—'(a-gp(x)(x—’a)(x —2) . on (¥ — Xpy) (b — %) dx,
(n +1)! : 1 ?
" a
o Ee (niyh)
Nous ‘avons

UM ;.\_- vt . 4" |Rl§ P(xﬂ;b:"')b)_)_
ou g S iR i ’

b
Pltays .o, b) = —onil 'SP(x)(x— a)(¥—1) ... (¥ — xp_y)(b— %) 4%-

(n+ 1)t

[ o

P
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.« Exemples. 1. Nous avons la.formule de quadrature ... .
d+’! ! LI i i " 5 L § & Bl iy :
() (fdds =2 (9 + B +19f(@) - 5fla— ) +fla—2m)] +

; ) 4
a+2h

+- 5 (o) F V(%) dx.

a—2h

La fonction ¢(x) est négative dans Pintervalle (a —24, a-}—k) éf_nous avons

a4 2h y
R — f(lV)(E) S(P(x) dx — — %f(lY)(g)’
a=2h

ou £ e (a—2h, a+h).

2. Nous avons la formule de quadrature

a+h - .
(73) gf(x)dx =;;‘-0 [251f (a + k) + 646 f (a) — 264 f (a — k) +
. : e
+100f (@ —2h) —19 f (@ — 3h) ] — S(p(x) [ (x)dx.
' a—3h t!

La fonction ¢(x) est positive dans l'intervalle (¢ — 3k, a -+ h), et
nous avons . .

a+h
R=—1 (o) dx =32 0,
a—3h
olt £e(a —3k a- k). '
Les exemples (72) et (73) sont tirés du livre de, S E. liiKEﬁADZE M.
3 bprreg "._ P ¢: ,‘::7,: ! $ 2

§ 3. Formules de quadrature & noeuds extérieurs &
gauche de @ et au noeud a.

19. Supposons que la fonction f(x) soit de la classe C" dans lintervalle
[«, &]. Cherchons une formule de quadrature de la fqrme

b

1) (P = Aol + Afl) & .+ A flen) R,

a . i S

qui utilise-les noeuds a et x,-x, ..., x;_; A gauche de‘a, tels que
1 < Xpp <, ..., <% < a et étudions son reste.,

S-SR G- B V615 |
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8 S [‘xn:_ln .xn—'Z]' [#n—2 ¥n—3], . . o [a»b]

ux jntervalle des équations différentielles

Nous attachO}ls a(x), A <P,,(x) -
les intégr_aleS ?1 1» ‘, f ;.‘.‘.a(ﬁ)- P rag Pt | .
(-). e = (x) sii=mn
7 y
nditions aux limites, -

' isfont aux co w
qut satisfo (P(lﬂ 2)(’51:—1)

Il

Gilian) =0, "

‘P:(':V:—z)=‘?1(xn—z).‘?;(;Vn'—z) = ‘Pl(?(f—2)r a9 (Xn—p) =of" 2)(%_2)
IR ULt SRR ]
" ?n(a) = Pp- 1(a), Onla) = Ppi(@), “e oy - 9;{' (a) = ‘?:{I_f)(a)

n i} g ——
() =0 92(0) =0, -, (=D (p) = 0.
n ]

ut la méthode exposée au nr. 1, on arrive 4 la formule de

quad];:’;:l?tpepl(l%il;? ot les coefficients-Ag, Ay, . -+, Ap=y sont donnés par les

formules . e | )
Ap = g;g"—l)(xn_z) — ‘P(g"—”(x,,_l),

4, =4Dm)  — S (),
'y it den ae.dos —.-__—q’g}:]l)(“)- .._T“(?gb‘-].)(@): ,
et le reste R, par la formule :
-
(18) O R= (e ().

xﬂ.‘_l' 3

La fonction ¢(x) coincide successi-vement- dans les intervalles
(%11, 23], [%4n_s, ng),. ..., [a, b1 avec les fonctions ¢,(x), @5(%), - - 1 @n(2):

~-On démontre “que les” coefficient : = -quadrature (74)
sont donnés par leg foimsilis cients de la formule de qua

’
r-9 LA MV VR A & TY 71 ST IR B 28 b gelevivia
5 o busas SN PR
P0U1i=‘0,1,-..‘2,7;_@1,,0u- = ‘
Po(x) = (= x)(x =m0 (TR ’;:—1) '
I B @mne~x) .. @y

’ ,P{(x)._—_ (x-a)(,___xl).“'(- N

# _'xi-l)(x = xi+l) v (¥ — xﬂ—;l)

SO ok Wareie — 4y )
Pour i 1,9, o

b Ay - 'F,l—l)(xi"_';' x‘H-l) e (% — ”n—-l) ;
..,n"_.l; LTRL ] iy s - o ) )

31 FORMULES DE QUADRATURE A NOEUDS EXTERIEURS 85

. Le signe de A, est le. signe de (—1) pour i = 1,2, ..., no—1,m
Dans la formule de quadrature (74) le reste R ne peut pas’ s’annuler
lorsqu’on. remplace f(%) par un-polynome de degré. plus grand que n —1,

quel que soit le choix des noeuds x, x;, ..., %p_,. Al

: "Déte'rmz'nation, des. fonctions’, @) (x), - @y(x), < .., Palx), Les ‘équations
différentielles (75) et les premiéres % conditions aux limites (76) détermi-
nent les fonctions @1(%),. (), «++» Pn(x).. Nous avons

_ n—1
q)l(x) =)\n_1(‘v—ﬂ_
R R S R g
2Py N O yr=l S (- ) Her REY ¢
<P- x =A e __’ll— \. Lan ; it oy o F
:2( ) n—1 i — I)T + )ﬂ—z (71-—1),! b e """ ~' 3
y { 3 i . . ; 7.1 ".‘ 1- o3 L i ,n__l
BN PP W - PR ARV SO )
n.l() n—1 T + n—2 - (”_1)-;1’ ‘*—':'_{—7\1?_.1'“_';.
o e b NS g i) e
<p(ac)=s—~__~ S)ds+ Apip— L Mg 2 op
SN Rty f’_(_)‘., + g ST TS Vbl
L B TR U s T B
L s — 1), L PIETE sbekh &l
Ot Ag, Ay, .., gy Sont des constamtes. - ©° SMuLebEs o sro3ma

’

. En écrivant que les conditions aux limites (76) dﬁ'iii(;in‘l:_;b sont satis-
faites, on obtient le systéme d’équations, q R R

S5 O S [ ¥

" 3 b
y ST, W +A,,_1=—S;b(8) ds, .

a

~

Molb—a) + MO — %) + .o+ gy (b— Zpy) = — S P(s) (b—s)ds,
(81) : a

-------------------

)

qui déterminent Ay, 2y, ..., An—i.
D’aprés les formules (77) et (80), il résulte que _‘
(82) A’l—'l = — ln_.l, An—2 = — 7\,!_2, ey Al = — )\1, A0,= —_— 7\0'

Tenant compte de ces formules, l'interpretétation des équations (81)
est simple. Ces équations expriment que le reste R de la formule de qua-
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) 74) est ol lorsqu’ot remplace 1.9" fonctxon f (?C-) .p-a-lr '1’, ’ A
({:aiugni ;montte co,{.nme au'»n 5 que.zg,degré des_' po_liynomgs o(x), %)
wons e s + Anca+ o+ Ani) >0
pour2{'.=L i, ;orme' ;1; ;‘al-c ourbe 3 = 9(%)- On démontre qué lﬁ fonction

\ ’ lle (%n—1, b). Pour fai

. La JOC L extremwm dans Vintervale \¥n—i, e la
(x) n'a g Ms;m;o:ons que la fonction p(x) ait deux extrema dans
q?monsatlrlatlo: lg). Alors, en procédant comme au nr. 7, 1l résulterajt
I'intervalle (%n—1 ..., fin— dans lintervalle

oo o2 , —1 zéros "y, Yz

oS 1 an il 2 p
quelab)dégzseefonctiogs) @(x), Pal#), --or Pnaf)  Ctant des polynomes
Sixen_(-lbegfé n —1 dans lintervalle (%n—1, %inz] il 0’y a pas des zéros de

¢"2)(x) et dans chacun des intervalles suivants il n'y a qu'un Se‘:i_;ero
de®™2(z), Dans Pintervalle (4, b) il n'y a donc qu un seul zéro de " ~“(x)
que nous désignons par ;. Nous pouvons appliquer le théoréx'ne de
Rolle 4 la fonction 9" ?(x) et & lintervalle [Mne1, b]. On en déduit que
la dérivée 9"V(x) a un zéro { dans lintervalle (7a—1, b). Nous appliquons
encore le théoréme de Rolle a la fonction @D (x) et a lintervalle
[¢, 4] et nous déduisons que la derivée <P(")(x) a un zéro dans l'intervalle
(€, b) c'est-a-dire dans l'intervalle (4, b) ce qui est impossible puisque dans
Tintervalle (, b) nous avons ¢™(x) = p(x) et nous avons supposé que la
fonction p(#) ne s'annule pas dans Uintervalle (a, b).

La fonction ¢(%) a donc un seul extremum dans V'intervalle (xp—1, )

La forme de la courbe y = o(x) est donnée dans les figures 9, 10 et
T pour n>2, n=2etn=1,

94—

e
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93, Le reste de la formule de quadrature (74) La fonction ¢(x) ayant
un signe constant dans:l'intervalle (#n—1, b) nous pouvons écrire :la for-
mule (79) sous la forme b g

b e fo .-- v ‘-. ‘: 4 17..

R=(-1/'f"E (elmdz

‘ E fie §
ol EE (xn—]x b)r ou .

b

() B

(83) R = Lﬂi—a—Sp(x) (¥ —a)(x — ) ... (2 — Zn—y) A%

2 L.
Il résulte que '
(84) [R| = p(&n—ty v @)s ()0
ol ' /

B M, -
(83) Bl Bty w5 5 5 1) = TSp(x)(x — a)‘(x — %) ... (¥ — xp—y) dx.
On démontre que si les noeuds %y, X, ..., Xn—1 S€ déplacent yers la

gauche, la borne supérieure p(%p—y, - .., @) de |R| croil. P
Nous donnerons des exemples importants dans le § 4. - .- 4
A v e S A E el B ""-:'-f

§ 4. Formules de quadrature & nocuds
extérieurs 4 gauche de a et au noeud @, en progression arithmétique.

23, Nous allons étudier maintenant des formules de quadrature a '
noeuds extérieurs a gauche de a et au noeud g, en;progression arithmétique.,
On sait qu’on emploic de telles formules pour obtenir des formules'd’inté-
gration numérique des équations différentielles, du type d’Adams. _

Considérons lintervalle [a, b], et désignons par x, = 5’;—b , T'abscisse
du milien de lintervalle et par 2k = b —a-la longueur de lintervalle.
A T'aide de x, et de A, nous définissons les noeuds par la formule: .« 70 /]

’xp — xo »—(2? —'1)'11;, Y e (R

ot p=1,2, ..., n Avec ces notations nous avons %, =a. . .-,
En supposant que la fonction f(x) soit de la classe C" dans l'intervalle

[xy — (2n — 1)k, %, + h], nous.avons démontré dans le - § 3, la formule

de quadrature, correspondant & p(x) =1

L ms b owieny 39 0 ew gpayn L gitove euon E- R LU T
6) (/x)dx = Aifim) + Auflma)F oo+ Aaf(z) + | en(n)f " ()
a Lo m—{2n=Dh

oit 1a fonction gq(%) a le mérme signe dans I'intervalle g — (25 —1)h, Xoth).
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1a formule de quadrature (86) en introdujg
Nous allons trans'for;nzl;fl&) ,O_A 2f(x)i we s de la fonction f(=), définieg g::

88

jes différences successtve
Af(r) =flm) —f%)
AYf(xg) = fl(x%) —2f(%3) + f(xs)
ASf(%,) = fl#;) — 3f(%) + 3f(x3) — f(%4)
A";'f.(x,,)=f(x1) —Ciy(m)+ ... + (1)t Sf(xy).
On peut résoudre ces équations par rapport a f(x,), f(x,), ..., f(%n) Nous
aurons
fiw) = flm) — Alf(x,),
flxg) = flx)) — 28%f(%) + A%(x,),
- fl4n) =f(¥1) — Gt AY(%,) + + (=1)" T CRTiA™ f(x,).
La formule (86) devient alors |
(87) Sf(x)dx =2h[B\f(%) + BAY(%)+ ... 4+ B, A" f(x,)] +

a
x+h

4+ S Pu()f ™ (x)dx.
2=k
Le calcul des coefﬁdenis B, B,
On remplace f(%) par 1 et Yon obtj

(88)

-+, Bp se fait de la maniére suivante.
ent B, =1, On remplace ensuite f(x) par

fl) == (x- AWE—2) ... (2 — x),

Oﬁk=1,2,,,_,n_. p i .
pour 4 < %, nous avolnset 1‘10‘-1§ avons Af{x) = 0 pour i > k. D’autre partv,

Bfte) = fx + 20n)

=G 2(t — i
ittt g 0TI (1 L,

' Aif (%i41) = f(z-c,)l.— C

Pour i = 0} 1
nous ayopg ’

)+ i + (—=1)' C} f(%i41)-

2 k—~1 noug avons A'f(x,,) = 0, et pour i =k

Akf(xi-i-l) = (ﬁl)kf(-"k ) _ (__1)1: "
fydts T (x”'H __"xl)(xk-l-l =l e (%k41— Xp) = (Zk)

36 FORMULES DE QUADRATURE- A NOEUDS EXTERIEURS

89

Il résulte que nous aurons ;
] _ 1
xeth U

(2h)k+'B,,;,_, = kll S (% — %) (% — x,) N (x — % )dx.

x—h ’
Si dans 'intégrale du second membre on fait le changement.de variable-

I'intégrale devient '
1

(%)"T‘Su(u +1) ... (#+ k—1)du,
0 =y ; SO
Donc si l'on pose ' :

(89) ]k=lSu(u,+1)...(u-]—k-—l)du,

nous avons

 Bryr = Jk
pour 2k =1,2,..., n—1

D’apres la formule (é3) nous avons pour le reste R de la formule de-
quadrature (87) .

Xo+h

R=I_:)T(E)- S (x—x)(x—x) ... (* — xp)dx; Ee(2g— (2n— 1)k, xﬂ+h‘)'
Pl

et tenant compte de la formule (89), nous pouvons écrire -

R = 2n)"*! o™ (g).

La formule (87) peut s’écrire finalement sous la forme

) :
90) {/(0)dx = 2H{fim) + JAY(x0) + TAY(5) + - + Jat A™ flan)] 4
’ + (2R T, FE). ‘

On arrive ordinairement 3 la formule de quadrature (90) en employant.
la formule d’interpolation de Newton & noeuds en progression arithmétique,.
4 gauche.

En tenant compte des formules

: 1

1
]1=gudu=;
0
11 5
J2=2—!Su(—u+1)du=a.
0 P
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_90‘ |
" g '.2)du - | - % c 1 |
1 i 7 = ) _— 1 5 3 f )
J=ifuw D DB=T ; § o) = 20 [ flo) + S A f(m) + S8 /() + aop(n) +
0 bkt g : a
PramiRs e B e e St Y __5_ 19 087 36 799

----- , 9 devxent AT HC U ‘ + e i) 2s /(%) + 12.7|Asf(x7)‘ o fl%e) +

1a formule (90) pour 7% = 3, doie 1070017

‘ ' +10

A8 f(x 9)] 4 B2 9710 405,

. el 1At f(x) L2 @h e 2. 10 %
Sf(x)dx = 2h [f(ﬂﬁ) L) 9 2] 12 Sf x)dx = Ok[f(xl) —|— ?Alf(xz) _A 2f(xy) + — Asf(x,,) + %

a ';"5'. 4 ,',EzkgluE' -2-24 ; 103 8 (
’S’f(x)dx:zh[f(xl) £ L0 S + 5580 f(xs)]{r 87( )f" (E) + i) + 5 5oz 4 1 7A f( ) :
a g [ 36 /99A.,f( 1070017A8f( 9) + =
¢ e b S A + LAY + HERTE 101 _

— on flz) + - A flx) + ) T3
Slf(x)dx 2 [f(x) 2 g n 22()82]':')"113 Agf 2 ] 134 f; 265 () u o)

'y 251 2 h f:v
20( Dans toutes ces formules le point £ qui entre dans lexpresslon du
T reste R, différe d’une formule a I'autre.

bk i yasy L THO PG g '3 % G - ‘ 24. Une propriété des coefficients Ji de la formule de quadrature (90).
f(,x)dr = 2h [ flx) + LA flx,) + A% S (%) + ?Ai‘lf(aq) + ’ Les coeffwwnts Jr décroissent lorsque k croit, et les dszenmces successives
S ) 2 : de ces coefficients gardent un signe constant quel que soit k.
i & o ‘251 A4f(,~,5] 5 (Zk)" f(s)(i)» C i LT . En effet, nous avmzs sgerot el
%2 : 720 Trg1 — ]k Su(u + 1) o (u -{—.]:a‘:,_ 1) (::f = ]du, n
3 i . . e 3
Sf(‘c)dx = 2]z[f(x1) e Alf(’*z A2f(x3) + ~A fx) + c'est-a- d1re _ ’ l
] : —1, re 7’_." “ y P2y f -
5 a\ : = Nu(w + 1), ... (e, + £ —2) 1. —u)du, ,
231 A“f( +—" Aa ]+1908, (‘)I) f(m('i)' J’H—I Jk (kv+ ”t(S,' ( ;‘.:";?.".: Bi (;,:'-—": i ( TRRLY )-,-;:: s by
Al L dou il resulte que ] _] B3
_ : ; ) 1 < Jk [ !
S f(x dx =2h [f %) + Alf (x2 + Azf ("3) Aa flx) + > ] Cons1derons rnamtenant les différences d’ordre /, c’est & d1re
i ' S T 5 (2 C']k—‘_
et B 9% s 19 087, AG " M (Zh) f('n(g) | / , J"“ T, oo W
' +_Af(5)+ Af( ) f ] 1 b~ (u+k)(u+k+1) Lk FI—1 a0
sapit 160 drs 1 | R Y S“("‘ i AT el U D42 o D
5 ‘. 0 = Bl
Sf(x)dx=2h[f(x1)+ — AL f(x,) + Af( )+ A-"f (%) + o _ C](ﬂ+k) (u+k+1) (uTk—r’~2>+ +(7~1)‘Cf]dzt; .
: . e N RAFREIEFI O
: B ! le a
251 95 19 081 On démontre que la grande paranthése est éga 3 ahf o
el 39 i RS 2 ‘ o
o) + oA )+ 12. "1Af ; (=) =2 =) 1l(1"")‘2"“) ((;"'g e S
+

| 1) (k42 e k4D 4 L EED EED
+3e:99 A*f(xg ]—5—10'001’(2] f(g)(’) 5 ] &+ 1) (& -



38

yons donc i jk—i-f.-'-l 4o 5 ___u)(zlé_?:‘) v (U —w)du,

: 7 du premier membre a le signe
5 d ¥ 3
différence .7
e la

e qit | désignant par M,
e qui prow¥® 157 1y de quadratre (9036 b 2 ® 1)k, %g+ h)
ge (-1 te la form dans pintervalle L%
25, Le 768

ture (90)
e de |f"(%) formule de quadrature {
e boroe RO este K 9012 BT —
un POL‘II i ‘IS pn-(xo__ (27@ —_ »
ny = \
| | % -——h)==(2h)n+lj"M"'
0

\ —‘1 h, g lvieure x (21'1, -—--1)’10
olt onlo— @1 )_ la borne superiewre gg‘ g =T =Lk
a mparer mainiena’ de la valewr absolue

aoss Syrenre .
Nous allons o e st bér e
_ ) avec la subela form

Ty o q::admture de Gauss,

mule

-t Caf(En) + Rn.

5 b SRR ) 2f(£2)+
ity f(x)dx__—- C,f (& +C
(93) - S & s
oudela forme ; ' " f (En) ; ‘
' b ax —-.—l C'gf(a) + le(il)—l- s + G 4+ R |
i Sf(x) ela fonction f(x) est

le teste R est nul lorsqu

é2n —
quelconque. de }l(e,g)r est rempla

1 et dans la formue

Dans la formule (93) cée par un poly-

: olynome
i;z;pllzc;ztga%u;f pul lorsque 1a fonction

& 2n.
pome quelconque de degre
On sait que nous avons

= : o 4 1 (2n) (E’),

o= { om0 = g |

. ‘ +2 ("),

i iy g D @R
Ry = S Ppnpa(@)f T () dx= a((@n + DT

: a

ob ¥e(a, b) et £ele, b).

u

En désignant par M, et Maay les bomeso :S |

et |f®*)(x)| dans lintervalle [a, b]e nous o b,
‘R;llé P’2u(a: b): ‘ R" ‘ é Pan+1\*?

l fwl)(x)l

périeunres o

dans les formules (96)
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oll i 1 e P ) A vt
el MITY : R R T L FETI PRI

o Pon(@, B) = L (op)2+tip0 !
[ B .2:1( )»[(2,”) l]3(21i+1) ( ) — : Ty

(96). - #eltat moh Ly F 9b iy
ey opr L fa by = B (s 4 1)1 220427 70

P2n41(a, D) PO (@A) Moy
Nous pouvons fair

'€ une comparaison entre la borne supérieure
elxo— (2n— 1)k, ..., xy h) donnée par la formule (92) et les bornes supé-
rieures correspondantes 02n(a, b) et p4ny4(a, b) données par les formules (96).

En faisant n =2, 3, .. ., 10" dans les‘ formules (95) et n =1, 2...,b

» nous avons le tableau suivant de comparaison, ofl

nous avons introduit une colonne, pour les rapports : :
-F:_ ou “p : SEfeirba g ey 1 G i ‘;‘;_‘ ) T ates
[ Pomgy - ) Inlac ! bosshine ¢ Bt Minuntiongg
p(ro—(@n—1)h, | oty g it o | B g
n ‘”"?’0_,‘) _ Pz,,(--‘) ’ 11.: PZI.!+1(' ) pén Olf Pé’yH..l
| 5 1 ' M,
2 = (2nm, L —@n3me 10—
12 Bl o Y. s T, ..
s " R e l M,
3 @M, 1] — (@ 81 —=
8 216 M3
~: 2 o ary 2| L (2h)5 MY 1506 —4
7 AP M | 4320 Y ; M
R (20)% M - 2 s i [ 23 750 20
S h)8 ] 4 e
TR . | 72000 YT, 3
(97) 19 087 . L "M,
6 12 (2R)? M, 3 2 016 000 636 233,3... —
12.7] ) L s . e
. . N R g el
]
36 799 a2t M
7 (2R)% M, E o |3 49392000 | 150265283
3.81!-. v]i aunsh thindaul. AR~ PGl M
e - i ChE My :
S % 0 T T ¥ 1 T v T T | D ; 3 :
1070 017 . S ek ot A b
§ 10! (2h)'M, A 1778 112 000 IOV ZEG 524 30 3?0' M:
‘ - (2h)° MY
. . 1 “ .
"2 082 753 S Iy AR M,
8 oy emem, ‘ .- | ]| 57610828800 | 16532893314 e
e ' ] denvan L degr
N 342 : : nap Mi
1342112 y T 2 0
- g [2R1 269 {2hy1ar, | 5 1237732650.2" 710 246 01:4-380
T o em e, : 1o

/‘
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; i issent rapidement et

la derniére colonne qui Croisst,
_Les qgmbrzz 1‘1;80 sous montrent quil faut appliquer les formules
atteignent 71024 o <sion arithmétique avec atten-
des formules de quadrature a

de quadrature 3 noeuds extérieurs €n. progre
ules de quadrature de Gauss.

tion. Il est préférable de les remplacer gar
noeuds intérieurs, Par exemple, par les 0}'m

§5 Formules de quadrature ‘a nocuds . extérieurs et aux noeuds a, b
svm.étriques par rapport au milieu de Pintervalle (e, #] 7et en PrOgression
© arithmeétique.

i ; : .les de quadrature a
9g. Nous considérerons maintenant d’es_ formu e

noeu.&i extérieurs et aux noeuds &, b symetp_ques par rfipp(_)rt au mme.u
de lintervalle (a, b), en progression arithmétique qui S obtiennent ordi-
nairement en appliquant la formule d’interpolation de Bessel

Avec les notations du § précédent, les abscisses des noeuds sont
(98) 2y = xg— Zi— Db, 2i=%t (2i— 1)k,

o =1, 8 e, 165 noeuds sont distribués sur I'axe des x, comme dans

1a figure 12.
. X2 X Y X Xg Xpy
Fig. 12

‘Pour une fonction f(x) de la classe C?* dans lintervalle [xn, xn], nous
avons la formule de quadrature

. xeth
©9) | Jdx = Auf(e) + daft) + - Anflin) F
Xe—h
A + 4S5+ -+ Aaf(an) + {2 (1)

ot la fonction @(#) a un signe constant dans Tintervalle (%p, %r)-

Les noeuds étant symétriques par rapport 14 .
. au mil ; avons
il 03 § L, B, » corili P PP- u milieu de (a, b) nous

En effet, nous avons

i xet-h
Ap=

(<]

F—x) o (F—x Mr—xp ) o (7 — wp)(x o x;) . (x — ;;‘) 3

2, Ee x,? N (o= )y — ) - (3 = ) — 5 e (3 — 0

xat+h ”(;' ST ' ol .z
A S - R L Tty LR e ) [ty A0 IO oy ) dx
o2 5 A o (o = g — ) e (3 — AL )k — Fhyy) - Bk T xp)

|
\

S S
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En tenant compte des formules (98)

précédentes le i:hangement de variable Et'el-]- ;fa'.ise.mt d:’«,mS'-Ies intégrales

.y F =X oAb,
pous avons i g -
| +1 ,
AR = (_1)R+k—] h . 9 2 : .
2= (2 * oy — 1) in — k) ! Sl L7 = B e ekl [ (2k‘;3)2]-,
[22— (2k + 1)2] ... [A2— (2n— 1)2](A— 2% -+ 1)dA,
Aj = (— 1)+ g . o -

S [A2—1][A2—32] ... [A2—(2k—3)2].

227V (k 4 0 — 1) 1w — R) !

d’ot il résulte que
+1

A [ —d] -...[)\2—. (2k— 3)1).

~1
JInr— (28 + 1)2] ... [A2— (2n—1)2]AdA.

Ay —d} = (=)t

22 =D 4 n—1)! (n — k)!

I’intégrale du second membre est nulle et par suite Ay = A;. En ajou-

tant les derniéres formules i
T et A membre & membre nous déduisons 1’expression

; +1 ol

(100) ~ A, = (—)"t* 22 — 1)h S . I
Az—171" 2 __ i

2=l 4 - )~ k) S [ 13 <o [ ) J(2k =3)%] .

g
L[2E— 2k +1)2] ... 22— (2n—1)2]dN

Les formules (62) et Ag= A; AR bl A -
= i = kpouf k—1,2,_,_’n‘mot
la courbe y = o(x) est symétrique par rapport a la droite x = xof_l L

La formule (99) peut don¢ s’écrire sous la forme

L xR i { {t—n)

o) [ s L AT 4 S+ A + S+
slugried 518 ol atusinillons esl 1puimiatdh Ieastaism ancils 2004
dustdde mo VP oasag (i iE0d) -Xa ot o annh 6 }
+ Anfln) + f(0)] + { 2 (R)dx.
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ymule de quadrature (101). En procédany

o Toai . sian de la jO e !
pali~ 21, Transform®i0 J ns les différences successives de la fope

comme au nr. 23, 1ouS introduiso

tion f(%) 3
A f(zp) = fl%p+1) — Cipfl#p) + 3, fltip—1) — Copf(%p2) + ... + |
(1P Cfls) 4 (FDPT ) F (—D"PCE A + ...+

R i (VTG
102) -

( Azpf(xp) =f(xp) = C%pf(xp-l) + Cgpf(xp—z) - Cgpf(xp--.s) + ... +
(S f) + (1P Chfla) + (LT R + -

o (= 1P OB ) + (—1)* CH A1)
En ajoutant ces formules membre 4 membre, on obtient

N f(xt) + NPfl) = [ftpa) + flrpa) 1= (Cap — 1)U (2p) +/(%)] +
(€8 — Cho) [fpt) + f(p) 1= (Co—Cop) [f(pa) +-(p ) 14+ i 4
s oo s o (— 17(Ch = C& ) [ flx) + flad)]
et en faisant p =1, 2, ... nous él_ilroxls 4 i -
AY(z) + A%f(x) = [f(x%s) + f(33) ] — [f(x) + f(#1) ]
Affln) + A(x) = [flxg) + f(x3) 1= B[f(%) + fxd)] + 2 [f(x) + f(x1)]
AP+ 290, = [Ax, + ] 3 Ulwa) + flas)] 4 9 [flxa) + fx)] =
; 1 amostitioh sean s § ol esivin | —~8[f(w) 4 flad]

flapgy) peut s'ex-
A2f(x), AYf(x) T

AN E S oy

De ces formules 1} 7ésulte qu’ né

_ De ces formr lte qu'en général

prm:er linéatrement & Paide de (=) fl— f(i:s, ﬂi_cfp(-;]) -—!{_—
FAY), <o, B[l ) + AP ). 2

La formule de quadrature (101)
Xo+h ) Ty o

(103). . S fin)dx =

, devient donc

X~

2B [f() o+ ()] + By [AY(w) +A%(x) ]+

o By 4 AY ().t

: + Bu— A2(ﬂ—-1) n—
;R 2[ f(xﬂ) + Az(- 1)f(:.:,,_l)]} _[.S ‘P(x)f(”"‘(x)dx.

Nous allons ; x
En maintenant détermi i
remplagant dans 1a formule (162;1?5;) 1;2r°{’ef(flc1ell)1:§ cie “cette formule.
3 e o ar 1, on obtien

. ‘p
Bo [ ——
2
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Pour calculer B;, on remplace dans la formule (103), f(x) par - .
1
flx) = 1

_ (% — 2,)(¥ — %)- _
Il est évident que f(x) =0, f(x;) =0 et lque les différences de f(x)

plus grandes que 2, sont nulles. D'aprés les formules (102) nous avons

et

A2f(g) =f(x) — 2f(m) + flxd) = JitA)
Ay = fl) — 2f(x)) + flo) = flxD).

Mais

|~

flxh) = — (—2h)(—4h) = (2h)*

!

| &)

fla) = @h)(2h) = (2h)*

et par suite

Xo+ It

2(2h)3B, = S |

(¥ — 3 (& —-'-x;)
BN ax.

Xo—1N

“En faisant dans cette intégrale le changement de variable'¥ = %, + W,

110UsS aurons

+1
1 1
B, = S (A —1dr = — .

-1

En général, pour calculer B; nous remplagons dans la formule de

quadrature (103), f(x) par

i adle— ) L af— )00 |

D’aprds les formules (102), nous avons .

A f(x,) =0, A% flx) —o0.

pour p=j —1. Nousavons aussi pourp>j A f(xp01) = AP f(xp) =:'0, f(x) étant
un polynome de degré 24. D’autre part, nous avons < b

et

AY f(xj41) = f3p41)s AY f(x)) = f(%141)s
f(x41) = flxh1) = (2.
Nous aurons donc
_ xo+h , T .
2(2h)¥ B} = S (x —%) ... (x — )& —2) ... (8 —x)dx. .

xc—h

7 — Mathematica
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W ‘ )

ment, de variable ¥ = %y = 3k, nom oo
fatsant 1o changen

e "

I L
() By .,uuw;!

ntroduisant Jes nombres

BKu 1
+1
() e \ (22— (22 =35 T2E— (2 gy,
(H‘\\) ha’ = ;EH-I (2]’)! S] 2,
noUs AUIONS
‘ Bi=L1K,
(106) 2
Le reste dans la formule de quadrature (143 o=t &' écire sons )y bis
Xy
R = 2z S ir,
g

oft Z¢(%p, %7). Pour calculer l’mtegrale de w:-._.;._, membre de la formuk

précédente, nous remplagons dans la formule de quadrature (103 la fox
tion f(x), par
fz) =_(2‘“ — %) en (x — xgfx — 3D L. (x — 12,
n

XNous aurons

x’ﬂ Xo+h

S?(x)dx = ) S (¥ —w) oo (& —xe(x —op L (p R

*9 X~k

“t en faisant Je chungement de variable x = r, — 3.k oz obdent

%,
S"(x)d '(’:':l' S( A1y A — (2e— 1AL
it dige B
Xx
S PLOIEN == (201K,
n

pf
e 37 Aone

44 {,”,
Ve (AP N
L EY oy //’I/ i (L*\ ‘\\' (R

m
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La formule (103) peut donc s’écrire sous la forme définitive:
xoeth ’
08)  § fdx = h{{flx) + A=) + Ky [A%(x) + A%(5)] +
Xe—h 5 %
+ Ko [A%flg) + A f(2)] + ... +
+ Ko g [APDf(xs) + AP fla,_ ) D+ (2R K, f®(E),

ol les nombres K,, K,, ..., K, sont donnés par les formules (105). Nous °
avons obtenu la formule de quadrature (108), sans appliquer la formule
d’ mterpolatlon de Bessel, comme on le fait ordinairement.

Pour j =1, 2,3,4,5 la formule (105) donne

1% 1 . 11 191 - 2497 24549761
g SRLET T ARy FR Sy Mg, S et iy == o AR T e !
12 720 60480 3628800 210.6'1 21 600

La formule de quadrature (108) peut donc s'écrire pour n = 1 2, 3 4,

Xot+h
' : 2h)8 .,
§ adx = hiftm) + S 1 — 225,
Xo—h i
e A + AY 11258
§ ferdx = b () + o) — ST )y M
i 12 720
Xoe—h -
e L A%(r) 4 AYxy) | 11 [8Y) + 8191}
\ i | o)+ AL O
12 720
Xe—h Vs ; :
. : 191(2;;)7 ¢
(109) 604801’ ()
. o AY(e) 4 AY(s) ll[A‘f(x)+A‘f(x)]
§ s dx = w () + fad)] - L2 ) IS 8
Xo— NI
o 191[AY(x%) + AY()I} | 2497(2h)° 49 } S
N 60480 } + 3.628800° 17
Xo+h 3 24(x 7
§ 7de = h (fm) + fla)) - LA
Xo—h ) _ Fpe g
HAY(53) + AY(x) ] 191 [A%f (et A% (%;) | 2497 [A%(xg) + A%f(x,)]
+ 720 60 480 3 628 SOQ

__ 2459 761(2k) u (10)
2“’ 6‘21600f ()

Dans ces formules, le nombre £ varie d’une formiile a I'autre.
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100 -
ionts Ky Kis 50 Ky décroissent en valeur absoly, Eq
28, Les coeffict K., DOUS aVONS 2 6

Les nombres de la derniére colonne qui croissent rapidement.et attei-
effet si 'on ajoute K; et Kj+n

. gnent 391528613 pour # = 5, montrent nettement le désavantage. des
. T LLT LI ! formules de quadrature a noeuds extérieurs. .

ML +1 . 1) [hE— & + 1)2][L(i—tﬂf_ +1' ' | Si l'on compare le tableau (110) avec le tableau (97) relativement

K+ K =—=0 S [(pRe= L a e 42 + 1)(27 + 2) ]‘ik. | aux formules de quadrature 4 noeuds en progression arithmétique 4 gauche

7+l 92+l (25)! : on constate que les formules de quadrature a noeuds extérieurs symétrigues

: par rapport aw miliew de Vintervalle, en progression arithmélique, sont pre-

-1 ‘

TR 34

cest a-dite 0T (et - . B | férables aux formules de quadrature & noeuds extérieurs & gauche en progression
1 - . ! arithmétique. Pour n = 8, dans tableau (97), dans la derniére colonne nous
' I O R s i el e S TATAR R G bt 9 i avons le nombre 524308330, tandis que dans le tableau (110) le nombre
o Vi Y R ALS12) LT AR (27 =102 ] 03 + 12 ‘ ) :
Kj+1+Kf" 22',;,‘3(2]'14‘2)'-! Sl( } @ rod 20 L s ; 7"+ ] ‘ correspondant est 1223530, ‘

04207 + TIAN T o it J—
hiin P - T _ ]+ ] - § 6. L’influence des noeuds intérieurs sur la forme de la courbe y =q(x).
" Tee derni eur sous le signe \ étant positif, on voit que la soms g L ; .
i e EaEnn o & = 30. Lorsque les noeuds sont extérieurs a I'intervalle d’intégration,

Kii + Kj a le signe de K;. Les coefficients K, K,, ..., K, étant alter- i la forme de la courbe y = ®(x) est celle donnée dans la figure 1 si les noeuds
nativement positifs et négatifs, nous avons [K;.;| < [K;l. ‘ | sont répandus a gauche de a et 4 droite de b, ou celle de la fig. 3 si les noeuds
99. Le reste dans la formule de quadrature (108). En désignant par M ,, sont tous a gauche de «; la forme de la courbe ne change pas si I'on

ajoute aux noeuds extérieurs les extrémités de l'intervalle [a, b] ou bien
une seule extrémité de cet intervalle.

Nous allons étudier la forme de la courbe y = ®(x), lorsqu’on ajou’e
aux noeuds extérieurs des noeuds intérieurs. Ce probléme est trop compli-

une borne supérieure de | f‘z")(x) ['*dans lintervalle [x,, x;], nous avons

xIR'E ' é PZPI(xm ) x;l)r

ott 345 F pe i i f qué dans le cas général. Nous nous contenterons d’un exemple sur une
Zn, oo, 20 = 2R K, M., o formule de quadrature relativement a 1’111t.erva11e [a, a + ] lorsq_u on
paa(#n n) = (2A)7 " 1 Kn [ Mo , ajoute aux noeuds a et a + % le noeud extérieur a + 24 et le-noeud inté-
Nous -allons comparer la borne supérieure Oon(xn, ..., xy) avec la borne ! rieur @ + 24 ot ) varie de 0 a 1. g
supérieure du reste de la formule de quadrature (93‘) de Gauss. Lorsque A = 1, le noeud a + & est double et la formule de quadrature
_; El; tenant compte de la premiére formule (96), nous aurons le tableau ! corespondante est
vivan b T ; ;
\ : a+h
(111)  (fxdx = 2 [7f(a) + 16/la + ) —18f (@ + 1) + fla + 28] +
Wk Ve T ] a £1AL )
L ‘Pog (25, < ey B ' AR, €2n ‘ Gdh '
Pan (%5 n Ponl@. b) o 4 + S 9(x) f4V(x)dx,
1 B . S a
1 il i 1 . ’: 3
e A - (2 a3 2_11’% la fonction 9(x) étant égale & ?,(x) dans lintervalle [a, @ + k] et & Py(x)
— > LA M3 dans l'intervalle [a + %, a + 2h ], ou | ol )
(110) * vog (2 M, o My (x—a) _7h (x—a)
. wmTR T3 (2 3 | 66 e ’ WA == e rEm
191
8 -
(20) 0, Mg B o(x—a—20)?
60 —_— 5 —> =—— .
__*~_2_4_80\‘°__— 5016 000 (2r)7 M8 . 6366,6 ... Y ?2() 24 31, -
4 497 : ‘ T ) 5.
Swme M| ey 1 223530 22 ‘ La forme de la courbe y = (x) est donnée dans la figure 13, le mini-
—_— e 71 5 8 o A
5.| 2459761 el 090, M ; mum de P(x) correspondant a x =a + i
2061 21 oop MG, |— 1 . .y ‘
1 600 ® 1237 733 090 o (2W M| 3915286137 - ?
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Lorsque A=0, le noeud a .est d?uble et la formule de quadfature
correspondante est KEL/7ER0 o : P fo 3
a+h 1)

wa) - {fxd 8 Zhﬁ (P2 10,3200 + By ¥ 2’\1)] +

* " at2h

(o
la fonction o(x) étant égale & @y(x) et A @,(x) dans les intery ;
(a,a+h] et [a+ h, a + 2h], ol en alle;

_(x—a)  20h(r— a | 2% (x —a)?

e (3) =—— —— .
| 1-(). £ Lo (48 18 2. 21,
; h(x —a—2h)3

YOI L

__ 8 3
g ah 342k

— = &
Fig. 13 @l 3+2F
. Fig. 11

Lorsque 0 < » < 1
a+2h est, +1a formule de quadrature aux noeuds q, arh, a+th,

a+h

‘a

h
20, 0-1) gy L1102 =38) (A1) (.—2) fla) +

+ 21 (82~5) (1 —2) f(a 5 '
6 o a+2i{( +h ) @r—) (A—1) f (a+2h) +
+ f(a + lh)] + S (p(x)f(ll’)(x)'dx
la fon(:tionclrJ bl it (B
t \
le+24, ath), [‘l-i-2§]ga;:‘iac'o1 (%), 92(%), (%) daus les intervalles [a,a+M];

s (x —"a)3
Sy & =ap
41 Y
X — g)d
Plr) = Lot ~ =3, = ap :
I R v e e B = 9y

) = _h2r -1 241(171) (A—2) 3t

Bt
A0~ g seiiad )

©o31
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\

La discussion de la forme de la courbe y = ¢(x),. revient i la construc-
tion des courbes y = (%), ¥ = @a(%), ¥ = ¢3(¥) dans les intervalles corres-
pondants ; elles dependent du paramétre A qui variede 0-a 1. -

La construction de la courbe y = ¢,(x)- se fait en tenant compte de la
position du zéro de la dérivée @j(x).-dans 1'intervalle [a,a + M ]. Nous
avons S Ao tog LG b F
101 — 3

=@ -1

hy % —a— M=
s g™ - 8%

De cette facon on met en evidence les valeurs patriculiéres A = L
3 E ' ) 10

3 - S’Jl(—x) croit dans 1’intervalle

1 i T
3 i Lorsque A varie de 0 2 —
2 4 T 10 ‘
[a, a + ], Lorsque, A est compris entre % et % ou bien entre —j—' etl, x,

est dans l'intervalle (a, @ + M) Lorsque A est compris entre —;— et % -

est en dehors de lintervalle (&, @ + M). Enfin lorsque 2 prend la valeur
.1—, me %, x, coincide avec a 4 M. ' ! o]

o N H

De méme, nous avons

9@ + W) = —’5’;—‘ (622 — 102+ 3).

Le trinome du second membre a le zéro
5 V7 i
)\oz—T—-=0,392

compris entre 0 et 1.
Nous avons ] §
@ (a4 M) <0 pour 0 <A< o

(Pl(a+)\k)=0 ;, )\=}\0
P @+ M) <0, R<Ar<l

Sans entrer en détails nous avons tracé dans la figure 15, la courbe
9 = ¢ (¥) en marquant par le signe X la position du noeud a-+Mh. La forme
de 1a courbe dépend de la position du point X de l'intervalle (0,1) par rap-

port aux points 1£ hos A £ % de cet intervalle.

2 , o
Nous remarquons dans la figure 14 que la courbe y =¢q(x) est située
au dessous de I'axe Oz, lorsque A=1. Elle se déforme d’une maniére continue

lorsque A decroit, le point de minimum de ¢(%), se déplagant vers la gauche.
Lorsque A = £ ¢,(x) = 0 ce qui est explicable a cause de la formule de
: ,

Simpson. Lorsque A decroit d.e-;— a 130, la courbe y = ¢(x) se déforme en

traverssant 1’axe Ox. Lorsque A #%, la courbe y=q(x) est. située an
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dessus de I'axe Ox et lorsque A decroit de_% a 0, elle se déforme en restant
au dessus de I'axe Ox. Donc la courbe y = ¢ (x) traverse I'axe Ox seulement
pour > < A < X,
10 2 o
Il résulte que pour 0 < A <% la fonction ¢(x) est positive dans

'intervalle (a,a +'2f’z), tandis que pour % < A <1, la fonction ¢(x) est
3

négative dans l'intervalle (2, @ + 2k). Nous déduisons que pour 0 < A < =

et % < % <1, nous pouvons écrire le reste de la formule de quadrature -

(113) sous la forme ‘
* ath

(114) R =" (8) | 9(x) ax,

ol ¢ e (@, a + 2h).

La formule (114) est valable aussi pour les formules de quadrature
(111) et (112). Pour calculer l'intégrale du second membre de la formule
(114) nous remplagons la fontion f(x) dans la formule de quadrature (113),
ou (111), ou (112) par

f(x) =4il(x—-a) (v—a—h) (x—a—2h) (x—a— M)

et nous obtenons

a+2h

hs .
x =—(7T—15)).
o dx =g =190

a

Le reste dans les formules de quadrature (111), (112). (113) pour

[ W -3—, 4 < A <1, peut s’écrire sous la forme
= 1w 2= =

= T T T Tl :
(113) R =—(1—153)/"7(B).

Il résulte que si M, est une borne supérieure de | f “(x)| dans l'intervalle
[@, a + 2k], nous avons

IR|<e¢la ... a+2h),
ol i '

7 — 15%
pla, ..., a+ 2h) _—__LE()—llﬁMr
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5,
ia RS Lihtpg,

2880 3?&5‘
M, .« 16W5M, o _ . .
3 o de My 5 DOV Jorsque A croit de<l.
3 = roit de A1
04 et c 2880 2680 41,

), = > la formule de quadrature "(113) devient
10, : v |

9 Scroit -de
.+ borne supérieure o{@, -+ ioni@2H) décrolt de

Jorsque A croit de
Cas particuliers. Pour

‘at+h ' I
(116) | Sf(}.) dx = 7-7-;

a

[ézlf(a 4 K B Tf(a + 2h) + 500f (ﬂ :+ %”T : ¥

; ; a%Zh
G
! a i PR
1a fonction ®(x) étant positive dans l'intervalle (a, a 4 2h).
De méme pour A =% la formule de quadrature (113) devient

e+h ' : . < o -; »
Wy Sf(x)f?x=-ﬁajllf3f(a) + ol2f(a'4_—;, +f(a -+ 2] +

-oa >
a+2i

+ (o 0 .
a
la fonction ¢(x) étant négative dans l'intervalle (a, a + 21).
. Dans les formules de quadrature (116) et (117) les noeuds a -{—% et

5
a+~§sont doubles. Nous donnerons dans le § 8, l'explication de ces
formules.

Remarque. La formule (115) met en évidence la valeur 2 = —- comprise
15

3 .1
entre E,Et? pour laquelle le reste R de la formule de quadrature (113)
est nul lorsque la fonction f(#)

ot est remplacée par un polynome du quatriéme
egré. Nous montrerons dans |

e e § 8 que le noeud a + T doit étre considéré
€ et que la formule de quadrature correspondante )est,
ath

(118 L
p ot Sf(x)dx = ﬁa[“oo fla) + 6118 fla + h) — 56 fla + 2h) +

a

.a+2h

+ 20250:f(a L :_:’i}] + S (%) FV(x)dx,

la fonction
H) X av e .
(%) ayant in Sigue constant dans I'intervalle (a, a + 2h)
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§ 7. Formules de quadrature i noeuds
extérieurs et intérieurs du type de Gauss

31. Désignpns par p(x) une fonction continue dans l'intervalle [a,b]
positive dans l'intervalle {a, b)) pouvant s’annuler aux extrémités a,b et bar
(#) une fonction de la classe. C"*™** Qans I'intervalle [«,B], I'intervalle
[a,b] étant inclus dans I'intervalle («,B). Prenons les noeuds Xis Mg b s oy B
tels que o < %3 < A < ... < %) < a et les noeuds x, %3, ..., x} tels
que b < ¥ <3< ... < «x], < B. Nous voulons déterminer des noeuds

By oy o w0 Fptolsquen < & < 8 Ly < %5 < b et établir une formule de
quadrature de la forme :

A 1) A5 J() + .+ AT Sl +
+ Cif(m) + Cof(®) + ... + Cof(%) + R

pour laquelle le reste R soit nul lorsque la fonction f(x) est remplacée par
un polynome quelconque de degré n+4m+2g —1. Nous voulons aussi étudier
le reste R de cette formule, :

La formule de quadrature (119) a été donnée pour la premiére fois
par E. B. CHRISTOFFEL [h ]. Des travaux récents consacrés 4 cette formule
ont été faites par 1. popovicIiU [6]. p. D. sTancU [7], [8], a donné une géné-
ralisation de la formule de Christoffel.

Nous allons étudier en détail la formule de quadrature (119) ainsi que
d’autres formules analogues ayant en vue une application importante a
des formules de quadrature qu’on obtient ordinairement en partant de la
formule d’interpolation de Stirling.

(19)  (p) ) dx = AL FCi) + A3 S5 + .. + A3 SCah) +

Nous attachons aux intervalles [xy, xp—i], ..., [%1, @], fa, xl'], 2 1 o
(%5, 0], [b, 271, ..., [®h_1, 2] les intégrales @(x), oy CP,,(x)-, Phitil(X)s « o
Prtg+1(¥), Prsgr2(X), - -, Prymagi1(¥) des équations différentielles
o pour i=1,2,..., '
(120) QUEmt2 gy — L p(x) . ,, t=n+1,...,n+g+1
0 , i=nt+qg+2 ...,nFm+qg+1,
satisfaisant aux conditions aux limites suivantes - L
NEA) =0, j(xn) =0, ..., P () =0,
1ot - ‘ %
c?2(%;::‘---1) J = ‘?1(“7;:—1)} ch(xn—l) = ‘Pl(xr'x—x); oy
(121) QY mHaA (e )= @I (1),

a = s

@n(xi) \ L ‘Pn_l(xi), q);l(x‘;) = cp,';_l(xi), ey
?ftn+m+2q—2) ( x'l) e ?%nj-lm+20—2) (xi)

» -
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(124)
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.,
(a = <:F’rz( ) (P(n+m+2q )( ) —
Prga(8) = ?,,(a Pr+1 el
?(,,+m+zq_¢)( a), q,(n+m+2q—1)( a) = ch1+ =D(g),
= n ]
Ppia(x) = ‘Pﬂ.;.](xl) q2"+2(x1) = CPn+1("1)
‘?(n+m+24—2)( 1) = q;(ﬂ+'"+24-'2)( )
?YH'IH"( xg) = Pnsql%e)s ?;,+q+1(xq) = Pnyqgl%g)s o - o
qJJ("n:qm+Zq—2)( )___ gn_i-_izlnl+2q—2)(x)
. ; (n+ m-29—2
Pup otz (B) = Pngs1 (B); Prrgsald) = Pror(V), -, PnEgT '(b) =
= — n+2g—
= ?L"fq"ﬁzq (b, ‘PL"JZ,’T”’ D) = oo D),

cE’n-z-rf+3 (x,) = Pnyota (41, Pnrgr3(¥ ) = Pntor2(21)) oo,

2 (n+m+20—2) [
L, AT = Pnigdz o (¥1):

-----------

gt mpt(Fm—t) = Prtgtm( ¥t Pnbgmt1(¥in—1) =

o » (n+ m+29—2)
= ‘I’n+q+m(’€ﬂ;_1),---: an-lﬂ&n;tlz-ﬁl-z)(xgt——l) (?ﬂril-’;;imzq g (t’"'—')
2q—2,
| Prtgbmit(Th) =0, Phyqpmp(th) =0, ..., AEIEAT () = 0.

On obtient ainsi la formule de quadrature (119), dont les coefficients
sont donnés par les formules

(125)

(126)

A;l e q){ln-}-m-{—Zq-l)(xl)

A F'I—l= cp(ln+m+2q—l)( ) CP("+”'+2‘7_‘1 (

Xn—)

A =gy A
1 q) (x ) o cPg!+nl+'n.’q 1) (3’1)

Cl q)(n+m+2q--])( ) (P:In-}-m-lv-?q'-])(x )
i ¥

= @U+m2
Cq _q,n+q,n+ o—-l)( ) q)(x+m+2q—1)(xq)

n
\ 4} =?§,"+t'_’i'_'{'2"“)(x'lr) pintmiz—1) ()

a2 +¢43
(n+m+2 —_ PR
1= Prpoind
m- +m ( m-l) Qs:‘_i'_*(}’:l'_"l;l?g‘l—l (x;’n-—l)
A" indmiz—

B+g+m4-| n(x,,,)

i e
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et le reste par la formule

Xm o :
‘(127,) . 3 (_1)n+m S CP(x)f("+"‘+2q)(x)dx, :
Y 1;1 - cxid
1a fonction 9(x) co'in.cidant successivement avec les fonctions ?,(x),
Pppmiqt1(¥) dans les intervalles [xp, xp], ..., [%;—, X ]

32. Détermination des fonctions Py(x) ... Prymeqt1(%). Les " premiéres
équations différentielles (120) et les conditions aux limites (121) donnent

.y

gt A.;l)l!+nt—2q¥t

0. (x) = — A ;
1() n(r:+1)1+2q—1)l

(x — ‘xa_l)n+m.+2q—-1 N

m4m 4+ 29 —1)1

. lymma2g—1
(?2(.1;) = — Iy o x") gy )\n_l
(n+m+ 2¢ — 1)

(x'—- x”l__l)ﬂ+:n+2q—l
'(11-}—m+2q—1)1

. al\i4m4-2g—1 L
Pa(x) = — A A2 R
(m+m+29—1)!

5 (x—xi)"+m+2‘1_l
1(n+m—,'-‘v2q—1)l’ ‘

olt A, As, ..., kg sont des constantes.

De méme les m derniéres équations différentielles (]20) et les COnthlOl‘lS
aux limites (124) donnent

(x—x n)n+m+2q—1
(n+m+2q—-1)l ’

Prtmqt1(%) = tm

(x — At mt24—1

p (x — % )n+m+20—-! 4
n+m+q() Hm n+m+2g— 1)1 .P-m-'-—l n+m+2¢—1)!
(129) . . . . ¥ = “ . 5 « & & s 8 s s e s e 8 s 8 = e e & = e . T'
- : +m+2¢—1
_ (n’—x"m)"+m+2q - (x—sm—1)"
Prtate (7) = bm e b -

(x xl)n+m-|—3q—-l
m+m+2—1!

g

ol u,, W, ..., um sont des constantes.
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. oo différentielles (120) non horitogénes et les conditiong
tions

a
Les €qv 22) donnent

aux limites ( (x — #}yntmt2e=1

x n-tm+20—1 g _
____——-__—-__—__ _ ]
CI"ﬂ+l(x)=S(ﬁ_t.,,,_{-zg—l)!jb (n+m+ 27 —1)!
¢ fles apyrtmt2a—1

e m+m+2—1!
. (% — Jgl)n+m+2q—l

XL gt '
k) ik

q’n-i—?(x) 5 S(’(‘x_;m + 29 —1) !P(s)dx B (n +2m + 29 —1) E_—
h ¢ . e : _hintm+429—1
=t (x_xl)n+m+24 : —..— M i ; = 2 1)!
o)  ermru-yl -t g — 11
.......... s
B x = s)n+m+2q—l (s)ds E (x — 4’1)" g

9n+q+l(x)_s(n+m+2q_1); Wetrmiri— 01 "

(x — z:,,)""""‘”"_i [ o A=l

M T mr 0 e mt2q 1)
(x‘_x’l‘)n+m+2q-—l

M mt 2 — 1)

oll v, vy, ..., v sont des constantes.
En écrivant que les conditions aux limites (123) du point & sont satisfai-
tes, nous aurons le systéme d’équations

.p.m(f s x;j)n+m+20—l i +11-1(b-*'xf )?l+n“l+2q—] ae
= S(b-— A (6 ds — vy(b— )mE—l S B— A,q)n+m+2q—vl _
o )\I(b_xi)n+m+2q-—l e 150 An(b i, x:l)n+m+2q-l,
!"'lﬂ(b i, x:n)n+m+k—2 + s + I-Ll(b_ x.;)n+m+zq—2 =
b

= S (b - S)H+M+20.—2P(js)ds o ‘Jl(b _ xl)ﬂ+m+24-2 e o e Vq(b _ xq)n+m+2q—2 -

— ll(b — xi)"+m+%—2 A '—)\n(b . x;')n+m+2q-—2,

bm+ ...+ ulf_Sp(s)ds—vl'-_ Ry

. - . &
qui déterminent les constantes 3y, 2, !

et les noeuds *u % X, s My By, Mgy ey Bmy Vo Vet
’ T ey q. i
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- Ce systéme peut-encore s'écrire sous la forme suivante
_ B Bie
Mt Mttty 4 vq=gp(s)ds £
2l s K Mo “ B s o
MELA A Mg o] L+ Bmm + Va4 .o quq‘=—Sf(5)$Js
(131) a

14+-m--2q—1 no_
)\1'\’1 +.__+)\nxn’ +m--2q l+p-1xfllﬂ+n1+2q—]+ — + pmx;’,l"+m+2‘7-l +
b
n4-m--2q—1 e
T B Nghy TRERA-L SP(S)S"+M+Z,’"'ds.
- ’ . a
L'interprétation des constantes Ascv sy By, i, Vi, ... v, En déri-

vant n-+m-+4-29—1 fois les fonctions o P :
les formules (128), (129) et. (130), nouqualtsfo)ns e ) SRS

q;(lﬂ'f'm"}‘z‘]—])(x) = — In
{n+m+2¢—1
aszy | G = oy,
cp‘,,"*""‘*‘z"")(x) =—Idp— g — ... =N

[ o(n+m+29—1)
Premront (%) = tm

(. —

(Pmi-ti'fli-_gzq—”(x) =tm + tm—a1t+ ... F iy P

P A2 = ( ple)ds—n— ... =2

(34) ) Frr ) = ( p)ds—M— ... =M — v

. Qt’)" h&’\“

X
P AN () = S P — Ty — o e B W aesi o~ Wy
: . :
d’oir résultent les formules
Ap = Ap, Ap—y = gy, ..., A1 =1y,
(135) A =p, A =py ..., An=ypnm
Ci=v, C=vy..., Co=v,
- En tenant compte'des.‘ équations (135), on interpréte les équations.
(131) de la facon suivante, elles expriment que le reste R de la for-




D. V. IONESCU 58
112 : i
j sl qul lorsqu’on rempla.ce la fonction f(%) par

ture (119
mule de Quidrigq_l (

R ds #, _ Pprenons n+m+g+1 équatmr}cs COHSECutWeS
Les n0e%as 1, M, M- oA Uy there e ey Wm €L vy,
mlnonS » ’e » 2, '
- fs YStéTiétltilz)pitr:gllon de tohtes 1es maméres poss1b1es nous Obteno gs
en 1aisan | . ‘
les équatlons suivantes

b
, 1 1 S s)ds
1 1 1 1 p(s)
o )
b
' " <X s)sds
7 s iy 0 o X % ) SP() -
? a
: Tt " ' n 4 n4+m+-q (. n+
x'ln+m+q L x';l+m4.ﬂx]n+m+q A x”:l+m+¢lx’ll+m q SP(S) mig,d
a
[
% WA T x| pl)ds
a
b
xE ’2 o X2 al zf, S p(s)sds —0
= a
e b .
By ntmtq-H ntmg-+l S p(s)sm T g
¥ 2
s o X N ° ’
'q—l ’q_l " —1 - i
A AR x?_l i S p(s)s?rds
: -
,q ’ i - . b
x x q q - 7
' " L xy A L. Al Sp(s)squ —0
. a
ntmt2g-1 i e it d
X n i v z
1 R x +m42g—1 x’f+'_7-l+2q—l L S b (S)sn+m+2q—l ds

a
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En désignant en général par V(El, g -
monde des nombres dlstmcts B s i ¢
dentes sous la forme: - . :

-, &) le déterminant de Vander-

SV(x{. ceer Xny XL ool Xy Xy, .., %) S)P(S)ds =0

S V(%0080 %o oes®m s Bppeona¥ s S)(&L « o xnx] L Xy 25)P(s)ds=0
a ) -3 " X = 1 i 5 ) :

“pr I s 2 ’ nis Pl , .-,‘:
g Vsl o okn s 88, B 200 2,000 207 S) (M0 ba A0 5 vty .’..-xb‘s)q‘lp(s)ds =0,
3 ol i of T Towi T plade A g
En d651gnant par Q4(s) le polynome ayant pour racines les. noeuds
%y, %3, ..., % C'est & dire
Qqls) = (s — (s — ) 1o\ (s —%g),

nous pouvons écrire les équations précédentes sous. la forme

b

Sp(s)(s — 1) eee (S—Za)(s—%1) ... (s Xm)Qe(s)ds =0 0 ol &

5 ' B | M

b, . . £ : ,
S pisHs— ) - (s—xn)(s—x) ...

. Dzisg §107 g

e D -

(5= W= ) .-

b §
YOI I
ou ’

D1(s) Qq(s i 0

P1(5)sQq(s)ds = 0

§
b
(136) §

e .

po()50y(e)ds = O,

Bt

8 — Mathematica

F,, on peut ecnre 1es equatlons prece- '
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o » N e A=) - (s )
asn A =2ECT A -

(s) vérifient les équations

On en déduit que les polynomes Qq

" ,
ds=20
Px(s)Qq(s)Qf (s)
(138) N § |
ey e
Q- S) €S ) g
o T e

La fonction pi(s) est continue dans l'intervalle [a,b] et a le signe de
a on ‘—' 1

1)" dans I'intervalle (a b). 11 résulte alors q;le le pé)lbynome Q'q(x) 2 toutes

s an ’ . e :

; isti et comprises entre 4 s _

les msc.nllf jurffgﬁfagésg:gefa formule? de quadrature la fonction f(x) par le
! Les ; . _ 5

polynome

Q.7 12
(%—x;) T (x-—-:\’,;)(x—- x';) " (x,— %) [x — ""i]

du (n4m+29—2) _ fome degré, nous avons

§ () [5_(23__(%]2 és 2 (x,"-— ‘x;-)‘.l'. (o — xn) (i — A1) .. (e — 2) [Qg(x) 12 C.

a
ion ) & i duit (x;— ) ...
La fonction py(s) ayant le méme signe que le produit (x;—
coe (2i—20), on%:(x dédnit que les coeffcients C; sont tous positifs.
Le polynome Qq(%). On sait que si I'on pose

b
ase) - u={paEE (=012,
, B : ] a0
alors le déterminant
Yo Yi-:- Yol
¥i. Yk Yas
A= .1. .3. .Y?“

. Yo—1 Yo - - - Yoq—2
n’est pas nul, et nous avons '

q—1

N x...x v
e —- q "B 5
(140) Qq(x) =(~Al—)- Yo Yi---Yg—1 Yq
- AN T

1 f

Yot Ygo o+ Yag—a Yag—i
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Cela veut dire que la suite des POlyﬁomgs ‘

 ture (119) la fonction f(x) par le polynome | .

115

33. Détermination des coefficents A} el A} de la formule de quadrature

(119). Remplagons dans la formule de quadrature (119) la fonction f(x) par
le polynome

(141) Pr) = E 002 B2 i) 2 ) o). feoeh) 2300

(= #). () (i) (=3 (A=A (o) @)
oit Q4(x) est le polynome (140). Le polynome P;(x) s’annule sur tous
les noeuds sauf le noeud ; oi1 il prend la valeur 1. Le degré du polynome P;(x)

étant # +m +2¢—1, le reste de la formule'de quadrature (119) est nul

et nous aurons
b :
(142) A = S P(2)Py(x)dx .

a

Nous remarquons que Af a le signe de (—1)".
D’une maniére analogue si nous remplagons dans la formule de quadra-

i

(143) Ra() = S o) | =) (o) (2 ). (5= %) o
(h=) (=) (=) (R ) (B 7R ) - (TR ) Q%)
nous aurons | ; "

| . g
(144) A} = Sp(x)Rk(xmx.

d'oi il résulte que A%ale signede (—1)*".

Donc les coefficients A, ..., Ay sont alternativement positifs et négatifs,
Ay étant positif.” De méme, les coefficients Ak sont alternativement positifs
et négatifs, A7 étant posstaf. . - - ... o o T 0

34. Il n'est pas possible de choisir les moeuds xj et xy de la formule de
guadrature (119), tel que le reste R de cette formule soit nul lorsqu’ on remplace
la fonction f(x) par un polynome quelcongue de degré plus grand que n + m +
H- 2 4=da v ... s : eitict #1  witavaa esligriatinl 2o 9

En effet, dans le cas contraire; 1a formule (119) devrait &tre vérifiée
par un polynome de la forme- ' s BB ol o

: i ’ 2 , a i friay b : . _‘-\‘ N o

Pl = (x— ) o (= )T ] (e (=) D =T
otl w1 et ol =1, ce qui est jmpossible; le ‘second membre dé'la for-
mule (119) étant -nul, -tandis que le premief membre de cette formule
est positif. . . % wpa B Tald moues s :
o 11 85.- Les - polynomes. (%), - .-, Pn(x) ainsi que les polynomes Priter2(%);
<oy Puymygr1(x) donnés par les formules. (128) et (129) . ont le .. degre

-

P Y S = Gy
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i (133), (135) il faud
formules (132), (133), (135) il faudra d¢
,,-}-m-{—-‘“l le de quadrature (119), les sommes i s
Ja formu 2
trer que dmIS
l"l = ’;1
B =4n+ An—

¢ . W
------- ' '

(143) 52

‘ By o= + Ak b A
el les sommes th iy ot gl
B“m = A;i
Bn';-.—! = Am" + Ag?—l‘
(146) =iy

ne sont pas nulles. Hie 7w . ‘
s 4. 0 . i .
Nous considérons pour cela le polynome d’interpolation {;(x) satis-
faisant aux conditions suivantes :

Yl =1 o) =1 e 9i(Eag) =1

Yilre ) =0, Yilanm) =0, ..., Y(x1) =0
(147) Gi(x) =0, ¢(xp) =0, ..., wi(x,) =0
q“}(xl) = 0)(;‘;(2‘0) Py ,’= 0,- » ey L:);(xq) — O

i(

c-

oix) =0, ilx3) =0, ...,  Ylxp) =0

et démontrons qu'il a le degré n‘+; ni 429 =1, "
Pour cela nous appliquons_le théoréme de Rolle au polynome ¢;(x)
et aux intervalles” ... . _ « e e -

[x,"‘ -x,,_.‘,],“: e ‘[xr'l—[+2: x,’,ﬂ-ﬁ],- (%mps #njn], 210, %1, 1)
Db B ) D ) G ]
‘Nous déduisons que la. dérivée ¢!(x =y :

de ces intervalles ougerts ’ enn‘iee lb:(fé) a au. 1’1101113‘un. Z€ro da}n_s chacun
derivée {j(z) a n LA 2’ plus €.~ n les zéros 1, %,, ..., 4,. Donc la
nome d:;(;) est doném - iI — 2 z€r10s Tec., et distincts. Le degré du poly-
du polynome (%) Softup{’ugspgﬁi‘ m + 2¢ —1. Supposons que le degri
. u i , " ’ ra

~ T.m 129 —2 2éros distinets, ezt ei;etll;:imu:_ 2qt 1i1‘Sa td et e:u?éa?e
%30}51(_)n3e_ 4;{v) est une constante, ci JRSEIISIE HOLS Bl et =g a5
2 définition. du polynome €, ce qui est impossible parceque d'apf
et la valeur o Pouf-d—'autre‘gj(x)’ il prend la valeur 1 pour. certains noeuds
ntm+2—1, IlQeu.d_s, Donc le degré du polynome ¢;(#) egf:
2 P°1Y110me X ’ " i <
2 part les zéros xl.\b[( ) 'a pas d'autres zéros dans lintervalle (i, #1)
zéro de {(x) o

g

it le nombre deg zéros de {f(x); ce qui est impos

%, et peut & s ot
augmentera 9 €t peut &tre les zéros %} et 47, car tout autré
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sible, puisque le polynome {;(x) étant du degré m 4 m + 2¢ —1, le
nombre des zéros de {j{x) ne peut pas dépasser n 4 m 4+ 29 — 2. ’

-Le polynome $i(x) a dans Uintervalle (xi, x}) et par suite dans Uinter-
valle [a, b, en dehors. des noeuds x,, %y, ..., x4, le signe de (;.,1)"—!'.

Pour le prouver, remarquons que la dérivée {j(x) a un signe constant
dans Yintervalle [xp 1, %p—;] et que le premier zéro de Yj}x) & gauche
de xp_j41 est dans lintervalle [xp-jis, xp—j4;] tandis que le premier
zéro de ¢j(x) & droite de x,_; est dans l'intervalle (xp_;, #p—j41). On dé-
:montre facilement que la dérivée {j(x) est négative dans l'intervalle [%;_;44,
xp—;]. Donc le polynome ¢;(x) décroit dans l'intervalle [x;_;, xp—;], de
1 a 0 .Il est négatif dans l'intervalle (¥p—;, #n—j—), positif dans l'intervalle
(%4—j=1> Xn—j=2), ... €t il a le signe de (—1)""' dans l'intervalle (;, ).

Le polynome ;(x) a donc le signe de (—1)""' dans!'intervalle (%, x7)
et par suite dans l'intervalle [a, b]. . , i

Si nous remplagons dans la formule de quadrature (119) la fonction
f(x) par le polynome {;(%), alors nous aurons d’aprés les formules (147),

(2 4(Rdr = Ad + A + - + A

a .
ce qui démontre que la somme Bh_jr1 = A + A;,_i TP A;;._;H est
différente de zéro et a le signe de (—1)". Ceci est vrai pour j =1, 2,
Nous avons ainsi démontré que les polynomes ¢,(%), ..., ¢a(x) ont
le degré n + m + 29 — 1. : o, P N T
D’une maniére analogue on démontre que le polynome d’interpolation
0,(x) qui satisfait aux conditions : . P

Ouxn) =1, Quar—) =1, .oy Qultm—iga): =1 TR LS PR
: Ouxh_) =0, Qu(¥p—t—) =0, ..., Q,(‘:f';)"'_'—;'{_;) i
(148) O =0, Qux) =0, ...,  Qulx) =0

Qilx) =0, « Qux) =0, ..., = Qix)=0

Qilx) =0, Q) =0, Quan) =0
est de degre n+m—+2g—1et a le signe de (—1)"~! dans lintervalle (x1, 1)

et par suite dans l'intervalle [a, b]. i .
Si nous remplagons dans la formule de quadrature (119) la fonction

f(x) par le polynome 6;(x), nous déduisons que

b
'S;S(x)Q,(.v)dx = Af A Apy e Acbes o

a- SRV

d'otr il résulte que la somme Bhip = Ay + Anat T Pt Apy1 €5t
différente de zéro et a-le signe de (—1)""".. Ceci est vrai pour ! =1, 2,..., #.

e Aa
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montré que les polynomes Pniq15(2),. .., @

s m+q+41(%)

Nous avous ainsi d i

degré n + m ) ‘ .

Ont'.lz Ij forme de la courbe y = cg(x) dans lmla,rva[;[g [ 1. La o
; 30-(x)' qui coincide dans les intervalles [_x,,, xn—_-;],_ i B 8

::f):c les fonctions ?y(%), - -+ %+m+q_-}k_1(2x) e“fﬁ;‘:&i a;lni'lé;ltlllli Se; dériveeg

- oc jusqu’a Vordre # + m g—2,- ) e’ derivies

tons al‘:xesﬁlr?sges (121), (122), (123) et (124). Nous allons demontrerd;e

théoréme suivant: ; ; ‘ '
: a un seul extremum dans Uintervalle

La fonction 9(%) e : : :
Hun matz{num s 1 est pair ou un WUTIMUM St 1 est impair,

En effet, en procédant 'com‘fl-ie au nr. 7,_’SUP})0§0115 que la fonction
o(x) ait deus extrema dans l'intervalle (#n, %m), et par suite que I
dérivée o'(x) ait deuxzéros &, £, dans 1 mterva%le (s ) ?‘enant compte deg
conditions aux limites (121) et (124) il résulterait que la dérivée o Fmi2—2) %)
ait n+m - 29 —1 zéros dans lintervalle (xa, #n) que nous désignons
Par Ty, Ty, - - -, Nnymy2g—t €0 ordre croissant. Dans le premier intervalle
(x5, xn—1] il 0’y a pas des points # parceque dans cet intervalle nous avong
22 0. _

Dans chacun des intervalles successives (¥p—y, *n_o), .. ., (x], a)
il ne peut y avoir plus d'un point v, parceque les polynomes g,(x), ...,
Qq(x) ont le degré n + m 4 29 —1. ,

On voit de la méme maniére que dans l'intervalle [x,_,;, x7) il n'y
a pas des points # et que dans chacun des intervalles successives [x7,_,,
Xm—21, v -, [b, x]) il ne peut y avoir plus d’un point . _

1l résulte que dans l'intervalle (2, b) il y a 2¢ + 1 points v, 4 savoir
les poiuts wn, Mgy - -, Tintag

1l est impossible que dans un intervalle (x;, Xj41) il y ait trois points

1. En ,e'ffet supposons que la dérivée ‘?("+'"+2q_2)(x) soit nulle en trois points
7 de lintervalle (xj, x;4).

(¥, %) qui est

La fonction o(x) étant continue dans cet intervalle ainsi que ses dé-

2;ﬁ+§1_cﬁessixfe-s jusqu'a Vordre n + m + 2q, il résulterait que la dérivée
: (%) ait deux zéros dans Pintervalle (x;,

(n+m--29) : .
?ue ?(n.i.(,ﬂg;lt un z€ro dans le méme intervalle, ce qui est impossible parce-
q s , (x) = p(x) 2 0, dans l'intervalle E7RE 798
a g - i *
s g ns—es intervalles (’11, Bl (%), Lo (Xg—1, %] il y a donc au
p (g —1) points v, d’on 9—1> Xg |

(%0, 8) il v a trois points 1 il résulte que dans les intervalles (@, %)

Nous av i i

valles (g, :1“10 I(I; ,V;;) i%h;’salil: :t quil est impossible que dans un des inter-
Al ql rmsnpomts .

P _:1 Ors que dans l'intervalle

quons quenla fotilnc-;i;)ns lcp]z;;lsre(ignmdémns ¥

que ses dérivées jusqu'a T'ord

aux limites (122) au point 4

Xj11) et que la dérivée

(@, %,] il y ait deux points ¥,
tive lintervalle (x7, x,], nous remar-
re ﬂment a cet intervalle est continue ainst

—1? M+ 29 —1 d’aprés les conditions
La dérivée (?("+m+2q_2)(;t) el s BE0S
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ety s 41 dans lintervalle (%], %], en appliquant le théoréme de
Rolle, on en déduit que la dérivée 9""™t¥~D(y) 3 deux zéros ¢, et &,
dans lintervalle (xf, x,). Dans lintervalle (x{, @) il n'y a aucun point
¢, ou Gy puisqu’on a démontré que 9,(x) est un polynome du (n + m +
4+ 2g — 1)-éme degté. Donc les points &' et ¥, appartient a l'intervalle
[a, %;) et par suite la dérivée @+m+29) 2y doit s’annuler en un point ¢ de
Tintervalle (&;, T,) et par suite de l'intervalle (a, x,), ce qui est impossible

. parceque dans lintervalle (a, %;), nous avons ®"™+?9(x) = p(x) et nous

avons supposé que la fonction p(x) est positive-dans l'intervalle (a, b).
Donc dans lintervalle (@, ;1 il n’y a qu'un point %. On démontre de la
méme maniere que dans l'intervalle (x4, b) il n'y a qu'un point . Il reste
donc un point % qui ne peut étre placé nul part dans lintervalle (%, xp,)
ce qui montre que I'hypothése que 9’(x) ait deux zéros dans l'intervalle
(xn, ¥m) meéne a une contradiction et par suite elle doit &tre rejetée.

D’aprés le théoréme de Rolle appliqué a la fonction ¢(x) et a l'inter-
valle (x5, x7,) la dérivée o'(x) a au moins un.zéro; dans Uintervalle (x5, x7;)
Nous venons de démontrer que ce zéro est unique. La fonction ¢(x) a donc
un seul extremum dans lintervalle (xp, ¥0). -

Pour la fonction ¢,(x), nous avons ,
'!+rr;+2q—l

!
At __Al («".—_'xn). g
() "t 2g 1)

et A, ayant le signe de (—1)"!, on voit que’ ?,(x) a le signe de (—;)" dans.
l'intervalle (%5, %p—]. Il résulte que la fonction ¢(x) a un.maximum. si
7 est pair et un minimum si # est impair. '

La forme de la coutbe y = ¢(#) est donnée dans la figure 16 selon
que 7 est pair on impair. - - ; { qa

b x/

Fig. 16

1 ‘ s - \161-15.' avoné vu au
37. oste dans la formule de quadrature (119). 1 1

nr. 3‘31‘f cftfe ’i::s feste R def la formule de quadrature (119) est donné par
la formule 1y samtenTot e ;

n
Xm

(149) R = (~1)"+"'S o(x) fOH™ 20 () dx.

Xn
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: stant dans linterva]j i
Lo 1\ avant un signe cons & (x) -
La fonction : (ﬁlsfg ;I;ut encore §'écrire sous la fq.rme o g x,l,,),
on en déduit que 1€ _ i ari Shiy YT ppa
U o (n+m+2f))(g) S Px) dx,

e \ : i tervalle (%n, %m)- = . iy
ot £ est un pomtlggoln?;ans la fo;mu"ie (119) la fonction f(x) par

Si pous remp

(4= 2) i x— am(x = #D) .. (x — 2m)QG(x) ’
f(x) = . (n+m4 2g) !
et si I'on désigne p;cir J
1 L2 | |
. 7 v 4 1 . ; \- . : .
w0 =0 § =) o — A — ). -+ (¥ — 2)Q5(x) dx
H % x;l B i
1ous aurons,
Xm
’ S P(x)dx = (—1)" I,
N

d’ot il résulte que le reste R de la formule de quadrature (119) peut s’ écrirve
sous'la forme - o eiicosw ~

WY R= (cayrrpeag,

o;‘t E.E (%n, xm), le nombre I ne dépendant que de la position des moeuds g7
€l xg.

38. Cas particulier. Les formules de quadrature qu'on emploie dans
les caleuls pratiques; comme sont- par exemple les formules de quadrature
qui se déduisent de la formule d’interpolation de Stirling, sont des cas
particuliers de la formule de quadrature (119) qu’on obtient pour p(x) =1,
g =1 les noeuds x; et »7 étant symétriques par rapport au milien de I'in-

terva1‘1'e+(;z, b). Nous allons démontrer que pour ces formules nous avons
xl E -
. !
En effet, I'équation déterminant le noeud ¥, est
N : ) .Y17.—'Yox=0:r
ou vy, et v, sont donne : i A
o o ot fg?:lll:s par les formules (139). Cette équation peut encore
b
[ — ) h 5 8 2
§ D) Zn)(s <~ x’;’) s (s AR (s — x)dx = 0.
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En posant.’ {1

(152). . X = xg 3 ‘)‘jik{ xf = ‘xo -I- _7\,-]1,, a= ,x!']_'.—- h, b =xo.|’_ h,

b—a i % .z oy :
ot ;>1leth = — - on peut écrire I'équation précédente sous la forme

Kokt S {5 e
S (s — %)* —20A2] ... [(s — xg)% —232h2] [s — %y + xg— x]ds =0.
Xo—ht ' (R0 2oltinriol -2 iy wioraly deeedn Y3 Sy

St ey 51 meal
L B l-,“Q‘ > Ly

s . (E O8] ¢ £ 7§ rirng - 6y 2T &
En faisant le changement de variable s — X = uh, cette équation

devient
+1
S(u‘-’- =) e (0 =) [ + (g— %)Y = 0, "
| . . £ o
ou Ve
+1 RS 3 _
) S (=33 ... (2 — W)udu + (x,— %) g(uzfxf) oo (2= 2)du=0. |
=1 -1

Dans cette équation, la premiére intégrale est nulle et la seconde in~

tégrale est différente de zéro, parceque le produit (02 — ) ... (u? — A2).
a un signe constant dans l'intervalle (—1, +1). On en déduit que %, = x;,
c’est a dire xi=a+b. . ST a0 | . il

Gl e PESTI e

b TVl A AL \ W ¢ s 3 i %
Dans le cas particulier considéré plus haut les coefficients Aj, A” sont
égaux, c'est a dire Aj = A" pour 2=1,2 .5, 8. . it oib & te9

En effet, d’aprés les formules (142), (144); (152) noﬁé av@n's' _ .
. | +i ()\2 —_ ”2) — (7\2 '— 1;2)()\2 = uz) .‘r(;Z__EZ) u? i " .
oA oo, B eh-abe U0 T

+1
Ay = (—1)""1p S

-1

0F =) . 08y —u)0E -l 0R —wh)

: - - (% + u) du,
(03— 28y ... 8 =202, =) . 62— ad s

d’ot il résulte que

. +1 2 .. {92 . g2 2 . o s Dicild B
(153) A:.:A':_:"(‘_l)l—l_ft_s (ﬁ—.-_u-.).._.(z,._.] .u-)(?\l_H : f,z;f. _(.1,,2. ,:) wrdii.
s o B RN R WO SR IR ¢ DORN e S

-1

o i o+ - e gt
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: i résulte de la formule de quadrature (119), le cas particulier
Deong, 1l 1€S | ‘
e S it + M)] + Cuftm) +
' Y dx = Aj [f(% — k) + J(%o
(154) fwydz= 23 7 _ e
s x’S—h i i xotbh i - :
] { o(a1 42 ax,

x.—L,;h £
' ” ‘L é ss par les formules (153) oit 2 =1,2, ... #n
les ciiff;?elsi%tsRA&eetlzngofr?&?: dE quadr_ature (154)'. pegt se mettre sous
‘la. forme ¢ R U ,,%m
(185) %= [P,
ol Ee (4, %3), et
xn

- ) ' . p\2
o e IR _x'__,x_3:')(x"—x)...(x,",—x)(x—““" dx .
(156 I="rs, +2)!S,(x gl 2 )
xn

1 .4 n+2)
En désignant par Mg, une borne supérieure de | f( + (x)| dans
l'intervalle [xp, %], nous aurons
(157) |RI < plan, -0 52))
odt la borne supérieure p(xs,°..., #p) de | R| est définie par la formule
(158) o elmm o ) = Mo » ‘
Les formules (156) et (158) montrent que si V'on prend les noeu,zis x:-":
ef xa* symétriques par rapport au miliew de Uintervalle (a, b) et tels que i <%
pour 1 =1,2,...,m, alors la  borne ‘supérieure  o*(xy*, ..., xn*) croi,
“Cest 4 dire p*(xp%, . .1, 20*) =p(%n, . - ) %0)- '
Cela veut dire que mous n'avons aucun intérét i déplacer les noeuds
x; et 2" vers la gauche et vers la droite, parceque dans ce cas la borne su-
périeure de la valeur absolue du reste R de la formule de quadrature (154)
-croit, ' :
Dans un travail sur une extension des formules de quadrature de

Gauss, nous ‘avons démontré la formule de quadrature
b

- (@dr = 4,10 + 101 + AL @ —f B+ - +
(159) @ : S il - s |

T AU ()0 10f (H2) + (o SOG4

.....

a

! id & . .
qu on peut considérer comme un cas limite de la formule de quadrature

(154) ;orsque les noeuds %} tendent vers a et lorsque les noeuds %} tendent
-vers b, - L i A s et
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Le reste de lg formule de quadrature (159) peut s’écrire sous la forme

o A (—1"1 (2114-2) )
ott Ege (@ B), et 0 Y Iof (&o)

[ ;
— n - §
L= 2l = = (x £ an,

C @2n+ 2! ; 2
a
Nous avons

3 ARy = pola, D),
oit ‘ .

(160) 00(@, B) = IoMy .

0 o b . !
Mjni2 €tant une borne supérieure de |f®*1?(x)|.dans l'intervalle (a, B).
Nous avons : ‘ : - o Lo

I> 1y Mopyo=Mipy,
et par suite ' S el
‘ P(%ns -+ %n) > pofa, b).

Donc la borne supérieure de la valéur absolue du reste de la formule de
quadrature (154) définie par la formule (158) est plus grande que la borne
supérieure de la valeur absolue du reste de la formule de quadrature (159)
définie par la formule (160).

Exemple. Nous avons la formule de quadrature

Xoth

(161)  § fo)dr = (189 [flrg—2h) -+ v+ 28) =34 [flm—30)1+
xo—Hh » ! . h
+ flxo + 30)] + 2390f(x)} + { e@/Omax

: Xo—3H

et nous avons
167 4 +(6)
R=—n :
180 f (E")
'est-a-dire A ’ e '
IRI< P(xZ;"':xZ)r et i
ol ) -

; 167 ,
X5 ..., a8 =—h" M,
. P( 2 , 2) 180 “6

La formule correspondante du type de laiformule (159) est
g ;

(fn)dr =2=2{1(f0) +f0)1 + 5 [0~ O+ 16/(*7) ) +

30 2
")
b

A+ { 2O

‘a

S e e e e
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dont le reste est , 1 a ;
i =-———h7‘ { N (EO)‘I !
Ro = 125 /

et nous avons

IROI é Pﬂ(a' b)'

ol 1 0
eol® 0) = 7o

Nous avons la formule de comparaison

' sy o) 167 yoog M 4383,75.

Si nous considérons la formule de quadrature de Gauss

: :
(163) gf(x \dx = —— [5f( x) + 8f(x) + (%3)] +§ 9(x) f O (#)dx,
dont le teste peut s écnre sous Ia forme
$i70 7 (ﬁ)
’R'—15750hf (&),
ou ¥ € (4, b); nous avons R e
|R| = @ufa, O),

RN
pi(a, B} = 15750h M.

Nous avons la formule de comparaison

E " /]
(164) B o 58) 367 5050 Mo~ 14 612,5.
@b . 180 M

Les formules (162), (164) montrent que la formule de quadrature
(163) de Gauss est préferable é. 1a formule de quadrature (161) a noeuds

extérieurs et ail noeud double —2—— , parceque le rapport (164) des bornes
supeneuxes de Ia valeur absolue des restes est trés grand et dépasse le
nombre 14612 5

B
39. Le cas m = 0. Nous con
sidérerons des formules de quadrature de
la forme (119), & noeuds extérieurs seulement 4 gauche de a gt nous dirons

T FORMULES DE QUADRATURE A ‘NOEUDS EXTERIEURS

que de telles formules correspondent -
B il QF GHad, P au cas m = 0. Nous aurons donc la

b

a5 (PR = A - A E L 4 g
b
+ Cuf(%) + sz(xg) v 4 Cof(xg) + (—1)" S P(x)f "+ (x)dx
oit Ja fonction P(x .) co1nc1de ldans les inter o
valles
avec les intégrales @,(x), ...; Pyigpq(%) des équatm[gsn ,dﬁf—elr]entlelle o0l

Pfm+2)( ) ={ 0 si 1< =n
. . ; : (%) 1> n,
qui satisfont aux conditions"nm limites

Fulei) = 0, Filx) =0, .., @ )e 0

Pa(nt) = Pan1), ‘Pz(xn-n — (%), B ) = <P<,"+2"-2’(x' )
5 b '-' . N . . Lot g = LY B 7‘ re ¢ o : 9 . =dhe

o TR vie wrnoal toras 'T. e B g ol L0 -"'-"‘(r. g ¥
Pn(#1) = Po—a(51), Pa(x1) = Pna(x), ..., ‘"+24"2)( = ¢<ﬂ+24—2)( ) ol 3

Pnpa(a) = 9::(“): Pnei1(@) = Pn(@), . o ‘"+2‘?—2)(a) (P(n+2q—2)( a),

ekt AT o <p;;-+2«—1)( T

) = S

Prr2(®1) = Prgi(®1), Prga(®) = Pnwa(®), .- %)
N
Prta+1(¥q) = Pagql%y), (Pr':+q+1(xq) = Ppiq(%g), -,

(n+2¢+-2
UL (re) = T ),

i b) = . == : »
reerill) =0, Frpena(8) =0, ..o ST =0, cps."m.-"w) = 0.0,

suite des polynomes Bix), r=0.1, /o
[a, b] relatlvement a’(m) fjonctxon et Ol‘thogonale s lmtewaue

continue dans 'intervall in
pon e Jams (s alle [a, é] ‘et qui a‘un signe constant dans l'intervalle

o Vrie ]
S?z(x)sl(x)sq(x)d{c == i |

pour j £ k.
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On démontre qu'en posant, »
b
=gt =012 .)
a LT :

pous avons

1 " g "“‘xq‘—l ’,tq
2= v nYeer Yoo |,
SQ(x)_ L P L i
' Yo—1Ygq - - - Y2q—2 Y29—1
ol ‘
Yoo Y1--- Yo—i

Aq= Tl ‘Yz...,.i ..Y.q .
1 Ye=1 'Yq" i 'Yzq—z

Dans la formule de. quadrature tous 1es coeffrcrents C; sont posrtrfs
et les coefficients 4, changent alternatrvement Ieurs signes, le coefficient
A] étant positif. -

On démontre que la fonctlon <P( ) est posrtrve dans lmtervalle (%a, B),
si n est pair et négative si # est impair, d’ot1 il résulte qu’on peut écrire
le reste de la formule de quadrature (165) sous la forme

a6 R = (1770 o)

X

ek If(ﬂ-f-?())(g) ,

oil Ee(x), b) et

(167) 5

1 _
o LS e B
(n +2q) SP_ x_,ﬁ_cl_ ' (L B .

Exemple Vous avons la formule de quadrature

xet+-h 3 ot G frrearazitod
(168) S flx )dr-.—[lﬁlzf( ‘—2h)—.473f(x0.—3h)'+ 6859/ [xo+'f-3)]+
<, L Xe=h. ' :
e 2D iy E ch+h '7 ~ ¥ v 2 ] hoopadn
g o )f“"( A
xq-h ry

ol le noeud intérieur % +-—- est double.

e o
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. Pour cette formule le reste- R, est donné par la formule Tl
Wi - xeth xetn / 22
R= { ooz = e § (el = 2L gty
1710 ? T
Xe—3h ; . ~ Xq—3h

oit £ est un nombre de 1’1nterva11e (; %o — 3h, xo + k)
Nous avons -

|R|< -—3}1 . xo—l—h) & 5 o
ol g : ‘%‘ aitanet
o(xa—3h, ..., %, 4+ k) J) WM,
1710

Si nous considérons la formule de quadrature (48) dont les noeuds

sont intérieurs, une borne supérieure de la valeur absolue du reste R est
donnee par la formuIe (49).

( —h x0+h) 00/679h5M0
En comparant les deux bornes supérieures p(x-o——3k,';..,'xo + A)

et p'(xg—h, %y + k), nous avons

P | IS T 251 %0 M, T e
el o, . o+ k) il l> 172
8y — Ty o+ B) 1710.0,07679 2

ce qui montre la supériorité de la formule de quadrature i noeuds intéri-

“eurs (48). : gt ' b sl = T b

§ 8. Formules de quadrature & noeuds extérieurs, -aux noeuds- a, beta
noeuds intérieurs du type de Gauss. ¥ oy

40. En faisant les méme hypothéses sur les fonctions ’p(x) et f(x)
qu'au nr. 31, prenons dans l'intervalle [«, a] les noeuds a, zf, .. 3 ¥n—1
tels que Xp—1 < Ap—p ... < a et dans lmtervalle [b ﬁ] les ‘noeuds
b, x], ..., 2y, tels que b < 2] < . <x,,,_:-..

' On demontre comme au nr. ‘]1 qu on a la formu]e de quadrature
de la forme ; '

9 %3 Ay S e Ly
b : : %

(169)  (plaf(x)ax = Aifie) + Aifisi) + .754;._.;;(;&;__.)#
“ ALY+ A3/(5D) | A A e +

+ le(xl) + Cz ( + C‘?f x‘i A
" +( f )n;i-m Scpl(x)f(ﬂ-i-m-l'?fl)( )d :

x! >

fom 1o 1R R et i L SR L b R s L
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noeuds doubles %y, J %, sont les racines réelles, di
S

1stj
dans laquelle letre 4 et b du polyT nome T,(x) oit les polynomes T(y S0

et compnses e;l forment une sulte orthooonale dans 1111terva11e [a b] fela.
=0,1,2, .- ;
tivement 4 la fonction . ”., :
po(%) = p(x) (¥ —-a)(“-’ 1) .- (x“ “n—l)(x'— b)(x—- xl) s im [ _xgl )
3

4, b] et qm a un signe coustant dans 1lnter |

"

continue dans I'interv alle

valle (a, b). () commde dans fes ' intervalles [ s Fnal, .

a fonction ¢
[Am_l; 2" ;] avec les mtegrales ‘?1( )‘ B » Pnimpq—1(x) des equatmns

tielles G
différentie ’ ; y i _ 1,-2’. P
@(iﬁ:if'?'+2‘?)(x)fﬁ p(x) '-si i=mn,n+ 1 n + q
0 . s z—n+q+1 'n—{—m—{-q 1
qui satisfont les condxtlons aux limites
9y (wht) =0, PiFaa) =0, .iv, @"‘*”'”"“”(n D=0

C?; (x;l—Z) )
s _'<?§H+m+2q—2) ( 1,',, _9) .

Oulxhed) = B, Phltns) =
CP(2n+m+2g—2) ( xh _2)
Spns B b 4R .. s _.! (.8 @ @ : .f~'
Op(¥]) = ‘Pn—z(xl) ‘Pn-l(xl) = ‘?n—z(x:) cee
(P(n+m+2‘q—2)( )= CP("-Em+2q_2)(.l';)
Fn(@): = Pp2a(@). Pala) =2 Pheyla),
'3 |y (P;qu'-_}-lm-{—qu—?)(xl)

Prii(%) = Pn(x), q>n—l—l( )— hlm)

o O T @), =

P )

e 9’(.‘M +m-+42¢-—2) (xl)

D

y |..'- =irm ',-,,"'v?""-’.ii . t
9n+q( )— ‘Pn+q—l ("’q) <Pn+q( 7 —"Pn+q--l( )

c?(n+m+2q—2)( q) q,(fi-rm+2¢7‘2)( )
. g

-y : i ntq—1
q‘\ﬂ*q+l(b) = n+q(b)' ‘P,.,+,,+1(b) an+q(b)
| @(H+M+2q—2) ) = @(n+m+2q—2)(b)
Pnqia(#]) = ‘Pn+q+1(’~" b Priata®) = ion(al), ..., :

( —
- 9""_*4_-(,';'._';‘2“{ ”(x"):- (Pgn-,-m-i-zq_z)(x,l,)

?’H-M-I»-q l(xl'n ) AR A T S B S R
- 2] = ? ’ ;
(n4md 290 ¢"+M+q-l(x;n—-2) == CPnJ,-m-;-q—z(—“;:—Z)' £ wAs |
Fnfmiay ’(xm d = optni2eay

?ﬂ+m+q-.[(xm_l) = (P' a2

rtmtg—1(*h_y) =0, .. ,‘,'_';';,’"'"2"_2’ (xm—) =0

= +q—I
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Les coefficients A},

i, C; de la formule de
déterminés par les formules : quadrature (169) sont

= — <f>‘1"+’"+2"—”(x:,-1)

AT R P g R
A7 = TN glmie-
df = oG gbmiaeig)
[ 45 = o) g
AT = R -

n —  on+m+29—1) (n+-m+429—1),
Am—z— CPn +-m+q+2 (”m—z) - (Pn+m+q-21 )(1:71—-2)

(n4+m--2g—1
mt = (Prt+nT+lqi )(xg—l)
(n4-m+2q—1 +2q—
C, = 9, e )(x1) o= (Psln-l_-i-lm s ])(xl)

Cq = P ™D wg)— o2 (x,).

Les coefficients A4; et A] sont alternativement positifs et négatifs 4}
et Aj étant positifs ; les coefﬁcxents C; sont positifs.

On démontre comme au nr. 35 que les fonctions ?y(x), ..., Pry(%) et
Prsq+1(%), - .., Pngmyg—a(%) sont des polynomes du (n+m-+2¢—1)— éme
degré. A T'aide de cette propriété on démontre comme au nr. 35 que la
fonction ?(x) a un signe constant dans l'intervalle (xp—, %p—), elle est
p051t1ve si n est pair et négative si » est impair,

Il s’en suit que le reste R de la formule (169) peut s'écrire sous la forme

xh

(170) R =(-2)nyemngg) (e = (- "I

’
xn—‘l.

ou EE (x;,_l, x,’,’,_l) et

b : 7
(m) 7 =(;—;"j+—2q),§p(x)(x— a)(b— 2)(x—%) .- (x—%-1) (xq—:x).

. (o1 — 2) Tg (2)dz,

d'onr il résulte que

I Rl g P(x;!-li ey g\cllfll—'l):

9 — Mathematica

P —————

|
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- P(x;,_l, Y xl;,l—"l) = IM!I-{-m +2q>

3 £t (n+m429) ¢ .\ .
M étant une borne supérieure de | f (:c)l dans lmtervane
Mpirm+29

(-"l'u-ly Im—1)-

41, Formulc.s e ¢
de b ef @ noends intérienrs di
la formule de quadrature

de quadrature aux noeuds a, b et & noeuds extérieyys

W a drojy
¢ type de Gauss. On démontre comme aqy :

nr. 40,

(172) §f)(x)f(x)dx = Aif (@) + Ao/ (0) + AL/ (D) + ...+

" A Sl + Cf () Caf(8) + v A Cof(x) 4

+ (=)™ (o™ (),

a

ot les noeuds x;, %s, . . ., %, double sont les racines réelles, distinctes et com-
prises entre a et b du polvnome Uy(x), oit la suite de polynomes U(x),
7=0,1, ...,q est orthogonale dans l'intervalle [¢,) ] relativement a la fonction

Pur) =p(A)(x —a)(x =) (x —x1) ... (x—xpy),
continue dans I'intervalle [a,b] et qui a un signe constant dans l'intervalle
(a, b).
La fonction ¢(x) de la formule de quadrature (172) coincide dans les

mte’rvall!e‘s e, %], .., [2mep x5H_;] avec les intégrales des équations
différentielles

<P$"’+2‘”"(x)={m) B A=, B0 g =i

0 si t=q4+2,...,q4+m,
qui satisfont aux conditions aux limites

(Pl(a) =y, ‘?i(a) — ,l = o & oy CP{M+?()—I)(“) =0
‘Pe(xl) = ‘Pl(xl), %(xl) — CPI("l): , (P(2m+2q—1)(xl) = (Pgm-i-zq—n (‘71)
0 6 e b ' ,
‘H-l( q) cP,‘,(Aq), q+1("q)— cpq(xq), B ks (pgr_rf-ll-zq—-l)(_\,q)= ¢({:}n+2q—l)(1q)
? +2(b) =9 ¢ — Ly
. (x) 10 Fosalt) = %), ..., BN = e ()
43\¥y) . =9 n o _ g
), anslal)= Bhala, ., oA (a1 = oD ()

rilhed, Coinlthed) = 0, (a8, .
Potm (%m—p) = ngn_r’_-I’;ﬁ-l—l) (2m—2)
Potm(my) = 0, Pogm(x -
9tm\Am - 1) = 0: vy CP‘;?:’;zq—l)(x’;’z_l) =0.
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Les coefficients 4, Af, C; de la formule (172) sont donnés par Iles
formules

o g ’
di=— #mG) Ab = e — o1
’ 2
Al = SR (a) — lmian )

[ L= tP(lm-lnzq')(“‘l) o (2)

n_ qomt2q oy
l C b cP(.!’ll-l-.'zq)(xq) i cp(rg—.}.zq)(x ) Am-—z b ch+m—l(sz—2) T (Pg'l";zq)(x:!_,z)
q9— 4 7 q .

no__ p(m42
Apy = ch+mq)(x:r:'z—1)-

On démontre que les coefficients Ay et A sont posutifs et que le coefficient

" ale signe de (——])[, pourt =2, ..., m—1.
On démontre que les foncfions @44(x), .. ., Pg+m(%) sont des polynomes
da (m + 2q) — iéme degré. On démontre ensuite que la fonction @(x)

est négative dans l'intervalle (a, x%_;) d’ont il résulte que le reste R de la
formule (172) peut se mettre sous la forme :

xgﬁl

(] 73) R = (— ])m+l S@(x)f(m'l'zq'*'])(xjd;z os (_l)m]'f(ﬂ;+2q+1)(g)

)
a
oit Le (a, xi_) et
b

. S P (x—a)(b—x)(xf — 2). | (¥hey — 2)U(2)d.

If" 1 I I, - SO < SO
( ‘3) (m 4 2¢4-1)!

a

Exemple. Pour m=2, ¢g=1, b=a-h, 2] = a4 2k I'équation que détermine
le noeud x, est .

. Y1 Yo = 01
ol
a+h i
J A
= S (r—a)(x—a—)(x—a—2h)dx = =
a 5
v 7 I 7h |
¥ = S (x—a)(x—a—h) (x—a—2k) xdx =_(a + 7_].
1 15
On trouve %, =a + 7% et la formule de quadrature correspondante est
15 : ,
a+h
(118) Sf(x)dx = :«;Tgﬁ l4600f(a) 4 6118 (a4 k) —56f (a + 2k) +
a = o e %

at+h

+ 20250 f(a + ;"—;)] = S ‘P(x')Tf‘:)(‘x)dxf

ol le noeud ¥, = a + Zlé est double.
.15 : .
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t s’écrire sous la forme .
te formule peu
e teste de cet i
g R ="
(174)

ot & (e) ‘ga;etj;fvg ainsi 1a formule de quadrature (118) du

la forme (174).
ecnté;ou;w‘:mde de quadrature an noeud @, & noeuds extérieurs & dyojy, de b

£ i noeuds tniérieurs du type de Gauss. On établit comme au nr, 40, la formule
el d ‘

de quadrature

§ 6: avee le reSte

b

wrs)  (pa)f ez =Aof (@) + AR -+ Ana f () +

a xt

L |

+‘C1f("':) + Cof(xg) + ... F qu(xq) = ("“)m S<P (”'+?lr) (x)dzx, '

ot les noeuds #;, %, ..., ¥, doubles, sont les racines réelles, distinctes et
compnses entre @ et b du polynome Vy(x), ott la suite de polynomes V( x),
j=0,1,...,q est orthogonale dans l'intervalle [a,b], relativement & Ia
fonction

(% — xm_1),

Ps(%) = p(x)(x—a)(x — A1) ...
continue et qui a le méme signe dans l'intervalle’ (a, b).

La fonction 9(x) de la formule de quadrature (175) coincide dans les
intervalles [a, %,], ..., [4h—p, %%_;] avec les intégrales @,(x), ..., Pgpm(%)
des équations dlfferentlelles

q,sm+2q)(x) ={ (x) si 1= 1 2 ) —|- 1
0 s imgt2 gt
et satisfont aux conditions aux limites
Bl =0, i@ =o, B TP
Plm) = 9(x), Pax) = P1(xy), , <Pg"'+2q_2)(xl) = "2 (y)
‘Pq+l(xq) .= ch(xq), thIH-l(xq) = (P;(xq)J T qag,:;-.ql_gq_g)( ) (P(m+24-2)( )
Porall) = 954,(0), Pesa(d) = AN ) <P(m+zq—2)(b) (P(m+2¢-2)(b)

(m +2q—-2) ( ,,) CP(m+2q—2)( x’{)

Porm(tm) = o ol by 2
- Bl 11%1-2), Gom(rr_y) = <Pq+m—x(xr7=—=)’
m
Potn D (2h ) = Pt (o)
Potm(tpey) =0, o
wtm(thog) <0, ... Piat A2 _ )= 0.
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Les coefficients 4o, A], C; de Ia formule de quadrature (173) sont
dounés par les formules

[ ah = qJ{m+2q--l)(d) |
—I =
L4 = e — g
Ans = aw_"r”(x:,_.) — B )

R R T

Cq - (P£m+2q—1)( ) cP(fﬂ+2q-l)( q)

On démontre que le coefficient A| est postif et que le coefficient A7 a le

signe de (— 1),i=1,2 ..., m—1.

On démontre que les fonct1ons Pg+2(%), . . ., Po+m(%) sont des polynomes
du (m +2¢—1) — éme degré, d'ou il résulte que la fonction CP( x) est
négative dans l'intervalle (a, xJ_,).

Le reste de la formule de quadrature (175) peut s’écrire sous la forme

(176) R=(-1)" MSH;(x) Jrr (x)dx = (—1)'"1f""+2'f’ (5),
ot £¢ (a, xp—) et

b
e16) 1= (pE— e =) . (Vi)

brcmple Pour m=2, ¢=1, b=a+2h, le noeud x, est déterminé par
I'équation

71— Yo¥ =0,

oft
ath o/
Yo = S (x—a)(x-—a—Zh)dx= '-"—;
a
a+h 93 a—5_h-
Y= S (x—a)(x-—d 2h)xdx= —-_; 12

‘a

133
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5h

' for le qu ' '
On en déduit que % =@ + ) i 1p, PG s ol Corresl?o%ldallte

est
at+h i oh

w D= el %) st an]

a
at2n

+ { 2P wax,

a

i
ott le noeud %, = a +§, est double.

Le reste de cette formule peut s’écrire sous la forme

. _ 19
(177) = 480 ! (E) i

On retrouve la formule (117), avec le reste écrit sous la forme (177).

43. Formules de quadrature aw noeud b, @ noeuds extéricurs & droile

de b et & noueds intérieurs du lype de Gauss. On établit comme au nr. 40, la
formule de quadrature

b ) h s 1
(178) SW) fld)dx = A§ fB) + AL f(el) + ... + Ay f(al_) +

"
m—1

FOSENFCoflo) .. A Cof ) +(—1)" { () ™+ (),

a

X

ot les noeuds . « : <k
1 %L %,...,%, doubles, sout le S tes et
comprises entre ¢ et q ’ s racines réelles distinct

t polynome W,(x), otr la suite d 1 Wi(x)
— 0 a(%), es polynome I¥;(x),
]fonct{ olri -+« est orthogonale dans I'intervalle [a,b] relativement a la

Polx) = p(x) (% - b) (% — at) ..

contj 1
(an inue dans lintervalle (a,b]

* (1? e x;,n-—l)!
et qui a le méme signe dans l'intervalle

’

La fonction ?(x) de fa form

[2, %), ..., [an_, 4 ule (178) coincide dans les intervalles
tions différenti':al—lze,sxm—l] avec les intégrales i), ..., Pgym (¥) des QUi
gfm+aa) (x)._"= {j)(x) st i=1, g g +1
0

i i=9+2,...,q+1;z,

e
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qui satisfont aux conditions aux limites
we =0 . d@) =0
‘Pz(xl) = Py(%),

(m+42q—2) o
"'!(Pl =O, (Pg'n+2q 1)(a)=0

(m+21—2, - ; ) e
vy (PZ (xl) = (P(Im'*'ZI 2)(

(P’Z(_xl) i LHEAR %)

Fosafma) = Falia).  Ponilx)= il ..., WDy gt

Pqrald) = PasilD) Payalb) = 0ua(b), ..., OERIE) = plmim—a)y

Posa(¥) = Poa(D), Poua(r])= Popa(x]),. .., omt2-2) (#1) = o{H3%2 (w)

°Pq+m(xf'1’:—z) = ‘Pq+m—1(xr'r'x-2). ‘Pz';—q-m(xrﬁ—z) = ‘Pé+m—1(xfn~2), cen

(m+29—2) /. 2q—2
TR xn ) = i Woh
(?q+m (xgi—l) =0, cpclz-!-m(xgz—l) =0, . iy cPSﬂ-th_z)(xm—i) =0

Les coefficients A7 et C; de la formule de quadrature (178) sont donnés
par les formules

Af =gl — eiH )
(m+2q—1 29—
Af =3 () — el ()

(m+29—1 (m +29—1
Af—z = %4 +mg—1 )(xgz—z) = (Pq+;::q )(x;'n—-z)

m+2q—1)
AR = il

G, = <P§m+2q_”(x1) £ (Pgn+2q-1)(xl)

® +2—1
C, = Py ) _ gt (p)

On démontre que le coefficient A7 a le signe de (—1)%, i=0,1,...,m—1 el
que les coefficients C; sont positifs. , ;

On démontre que les fonctions Py4a(%), - . ., Pgm(¥) sont des polynomies
du (m4-29) —eme degré, ce qui permet de démonter que la fonction @(x)
a le méme signe dans l'intervalle (a, 2p—1) &

On en déduit que le reste de la formule de quadrature (178) peut s'écrire
sous la forme :

*m—1
a79)  R= (- (e = (17 If ),

(4
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ou Ee(a, ¥a) €t »

1 b— x)(2] — %) .
(180) ey S #el 1

a

- (%1 — %) Wix)ds.

: =t
Exemple. Pour m = 2, g=1 b=a4h = a+2n,
est déterminé par I'équation

N1~ Yo% =0,

le Noe |
ud %

oll
a+h

Yo='g(x—“ —h) (x —a —2h) dx = ¥

]

at+h

543 ns
v, = S(x —a —h)(x —a —2h) xdx = e+
L=
a
3
On en déduit que x, = a +Bk et la formule de quadratyre correspoy-
dante est '
a+h "
{ ) =i4[221f(a +h)—7f(a + 24) + 500f(a oy IE” K}
71
(116) i a+h
+ (#2195 2.
a »
Le reste de cette formule de quadrature peut s’écrire sous la forme
1148 (@)
R=_" f
(181) e 9

On retrouve ainsi la fo

tmule de quadrature (116)
sous la forme (181).

ou le reste est mis

< a-b

§ 9. Formules ¢ quadrature aux nocuds a, b,

U rapport au milieu de (a, b)
. . o 4 . — a

¢n progression arithmétique de raison 4 =

5 .

el & noeuds exlérieurs Symeétriques pa

=

4. Supposons que dan
P(x) =

! ] e la formule de quadrature (169) nous a\lf)l()::_i
=L g¢=1, =t que les noeuds 4 et a] sont symétriques par rap
au milieu x, deo l'intervajle (a, b), c’e;t a diire. ’ :
1 ’
( 82) X; = Xy — Nh, x’{ = x, 4 Ak,
pour 1 =71 9 ' |

TR

\
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On démontre. comme ay 3y, 38,

; que le noenq ntérieny X1, double, e
gy u: et que les coefficienss A, AT de 1 Jormule (168) sons éganx,
Dans ce cas la formule (169) beut s’écrire sous 1, forme
b
(183) V/(3)dx = 44170 + 7)1 4 4, L)) + fa) ) +
" a 3 ’

g ey
+ pi [, ) + floag) 1+ Cf(?—;;bj +S P(x) fE ) 4

!
*n—1
Dans cette formule

la fonction @(x)
I'intervalle (xp_, Xn-1) se

lon que » est pair
45. Le cas des noeuds Xo, X1, x5,
désignerons les noeuds par

est positive oy négative dans
ou impair,

<o . €N progression arilmétique. Nous

Xk = %y + kb,
0{1k=0,1,2,...,1‘t, _‘1, '—2,-.
(183) devient

*

857 (A0 = AoUflems) + )] + Ay L) + i) . 4

* 1

o, et x| =g % = b. La formule

Xn

+ Ant [f(0n) + f(2) ] + Ch(xy) +§ o) fort2(2) .

X

= re » .
En introduisant les différences d ordre pair nous avons

AP x) = fl) — 2f(x0) + flay) ‘
Aog) = flx) — 4f(%)) + 6f(x0) — 4f(x_;) + f(x_p)

« .
----------
. . . L T T

Azkf("*’-—k) = f(x0) — Cauf(ht) + ... — CH f(_pyr) + flos).

e B o ¢

De ces formules on en déduit q(ue) f-({icll)‘(;cl_ f)(x_S,’)e}s( ;ﬁgémﬁnlégﬁgﬁfna

T 2 2 , que  [f(x —2), S ; iy

lzta%dztaldge c_lfﬁ(‘tf)(x(ng[(kx fl()x—A)“f(cxl_g),j.t. et qu'en général f(xy) + f(x—y), s'ex
1 ] —1/»

i ., D%*f(x_y).
ime linéai t & laide de f(x,), A%(x—), ..., A*
pnmi;l?:fr;rslr:e(llle ;uadrature (1 8%’) peut alors s’écrire sous la forme
xl_ ' " '
2 AZf(x_p) +
(183" Sf(x)dx = Bof(%) + ByAY(3—) + - . + By A”f(3)
x_l 2

n

+§ o072 () ax

X_n
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z 8*

On détermine les coefficients By, By, ..., I::",, de 1a manijgre suj
on remplace dans la formule de quadratu}'e (183") f(x) par 1 et Ty (‘)’ggte:
B, = 2h, ensuite pour déterminer en général B, on remplace ey lent
formule de quadrature (183") f(x) par : S o

fr)=(x — %)z —x)x —2-0) oo (8 —m)(x — 2,

Il est évident que nous avons f(x,) =0, A¥(x_j)=0, .. . Az{k—”f(x__k .
et que nous avons A***f(x, ) =0, ... le degré du polynome f(x) .ét\
2k. La formule (183”) nous donnera alors ; ant

Xy

B flx—g) = (¢ —2)*(x —m)(x — 2oy)

x-'l.

e (B — ) (2 — X_p)dx

En remarquant que
NHf(x_y) = (2k)! 2,

et en faisant dans l'intégrale le changement de variable x — Xy = uh, noyg
aurons. i B : » '
+1
(2RI B, = 1% Suz(uz <) oi0 08—k —1

-1

1
= 2R+l S WUt —1%) .. [P — (h— 1)2dy,
0’ PH
d’ott il résulte que si nous posons

)2 1dit =

1
, =_1 (.20 : '
(184) L, -_E)_!Suz(u o TPP 7 (k —1)2]du,
0
nous aurons

B, = ‘)hf,
et la formule (183”) devient : 3
X,

1

(1837 { f

*o1

dx = 9, [flxe) + LA 4 LAtf(x_) + ..

85

et 'on calcule lintégrale ‘dy ge

\.

: FORMULES DE QUADRATURE A NOEups EXTERIEURg

139

flx) par - R me_mbre 0 remplagant fa fonction
fl) = (= 2)%x — 2)(x — Feg) o (= ) — )
Nous aurons . e
Xn 4 &
§j’(x) dx T Reon xS;l(xf %) —m) (x—x_) ... (x—x,,) (x_?;n) i,
¢’ est a dire
x

La formule de quadrature (1831

(185)

\ e(x)ax = L
x—n
dévient finalement

%

V F90dx = 2 fxg) + Ly 4 LAY(x ) + ... F

+ Lad™f(x_p)] + 207 HL,, . fOD gy

Nous avons ici une formule de quadrature qu'on obtient ordinairement

en appliquant Ia formule d’interpolation de Stirling.
Nous avons :

L,

d’olt il résulte d'apreés la formule (185) que pour # =1, 2, 3, 4 nous avons

H Hew X M
1
w

-

L

x

=1

S d = 20 [ flx) + 5 A5 — 2700

Se) d = 2 |flm) + 584 = oM ()| 42270

e
~

great k1 |
{700 dx = 20 [ ) + 58 (0m0) — oAl + 5 A1) |

SO SRS N . S S B
N 226800 14 968 800

5-_"—"

180" % gm0’ T4

180

- L scmig k] 3
() dx = 2 [ flo) + +A2f(xny) — - Aflag) + oA =

231 g z
il 113400f (&)

ootz 1 - 263 At
23 gy, 2220 fao(E).
T 226800 o f(x_")j T 4°°f
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Pour le reste de la formule de quadrature (185) nous avons

(186) IR| < Pt - - -» %)y
oll

(187) O(%my + s %) = 2| Lo [P Moy,

My, étant une borne supérieure de | (#)] dans I'intervilae e N

Nous pouvons comparer la borne supérieure P(x_,, ..., %) donnge
par la formule (187) avec la borne supéneur’e de la valeur absolue du reste
des formules de quadrature de Gauss donnée par la formule

f(2n+2)

[(n + 114 2203 j2n+3

P a b = . i
(@, ,) (@ + 2)1P@n + 3) e
Nous avons le tableau
n o(%_pvnny ) : ola, b) B(x_*"_**_")
pla, b)
s b
1 ~u, 2 3
o 18 2 MY
IX i
(188) 2 #GMo - M .BE ___Mﬂ _ M, |
15750 42 M T oA ?
30 )
3 113 100 78 My L T 704,375 1%
3472 875 o = 704,375
W 8 M 9
263411 Jl1
4 — M Y 26792074 M M
7484400 ® | 1237732050 Ml | ——— 20 _ 43493¢... 1
1237 732 650 616 M, ,0 o

Nous avons ¢
genérales de qq . ail comme 2 licati formules
(90), (108) et &8a5c)h:§’1cf§ gb'?aeuds extérieurs, les Eﬁ-nﬁilégndg e(iua(zlrrature
1 ewton & ot prdinairement en appliquant les formules
€S restes de ces formy gauche de Besse] et de Stirlng. En étudiant

onné dang ce trav

e
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Pour les formules (90), (108) et (185) les borne iri
leurs absolues des restes sont ER) = PARSTine U .

On (%o — (4x 4+ 3)h, ..., %, — k) = (27’)»2"”]2:: Myyyo

(]89) PB (fo-l’ . 53 x;l+l) = (2}")2’1-}-3"[{”4-1 | M2n+2

Ps (¥ons -, %n) = (2k)2n+3an+I | Mana.

D’autre part la valeur absolue du reste de la formule de Gauss corres-
pondante est : ;

(n 1)t

b (a,0) = ———7
¢ (4. 9) [(2n) 173 (20 + 1)

(Bp)+igrl

Avec ces formules nous pouvons faire un tableau de comparaison des

Py Pn Ps
valeurs de — , — , — pour # =1, 2, 3, 4. Nous aurons

[Fe] Pc PG

PN ;] Ps
n — — —_—
PG PG PG
) M, AJ& M,
1 1 506 — 66— 1,5—=-
MY Me M
M M M
ey 5 636 233,3 — 6 366,6 —— 20,8 —
M3 M M?
M M M,
3 524 308 330 —— 1223530 — - 704,375 —
0 M) MQ
M M M
4 710 246 014 380 —— 391 528 (13,7 — 434936 —*
[100 10 A/Ill)

Les nombres de la derniére colonne étant plus petits que ceux de Ja
premiére et de la seconde colonne, nous déduisons que la formule de qua-
drature (185) est préférable aux formules de quadrature (90) et (108).

|
i
!

e —— S

3
|
|
1
|

et P e i
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SUR L'INTERPOLATION GENERALISEE

par
BELENA MOLDOVAN
a Cluj

1. Le but de ce travail est la définition d’un procédé d’interpolation
dans un espace abstrait et 'extension des propriétés qui sont connues pour
I'interpolation avec des polynomes, a ce cas général.

Considérons un espace linéaire normé* ¥ et un sous-espace S de V.

Soit U un opérateur linéaire**), dont V est le domain de définition et il en est
aussi le domain des valeurs.

Définition 1. S sappelle un sous-espace d'interpolation par

rapport a lopératenr U si les conditions suivanies ont lieu :
1° pour chaque veV, on a Ulv]eS
2° st on a veS, alors Ulv] =v. ;

Soi @ un ensemble d’opérateurs linéaires, qui sont définis sur V et ont
leurs valeurs dans V. ;

Définition 2. S s'appelic un sous-espace d’interpolation par rapport
a Uensemble (Jf, si les conditions 1° —2° de la définition 1 ont liew pour chaque
élément U ¢ .

Il'y a un grand nombre de procédés d'interpolation qui sont compris
dans la définition 2. Pour en donmner des exemples il suffit de considérer
Uespace C des fonctions continues sur un intervalle [a, 5] et son sous-espace
L, engendré par le systéme @(x), 9y(%), ..., Pa(%), linéalre“'inde'pe’l'ldeut
sur [a, b]. Il existe donc au moins # points distincts %;, %,,. . ., xp dans U'inter-
valle [a, ], ainsi que le déterminant ‘ ‘

Py(x)  Palx) - Pn(xy)
(1) _ 1 0z Pal%) -0 Pul(x)

. Baln) Tl - - Pal)

*) On emploi pour la norme d'un éément v € ¥, la notation el
**) additive et homogéne :




