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ELEMENTARE GEOMETRIE DER GERADENBUSCHEL
DER LOBATSCHEWSKI-BOLYAI'SCHEN EBENE.
ERWEITERUNG DER LOBATSCHEWSKI-BOLYAT-

SCHEN EBENE

von
EUGEN GERGELY
Cluj

Die Arbeit behandelt eine Erweiterung der ILobatschewski-Bolyai’-
schen Ebene, die L-B-Ebene*) wird in einer, projektiven Ebene ein-
gebettet. Die FErweiterung erfolgt mit Hilfe der Geradenbiischel der
L-B Ebene und sie ergibt somit gleichseitig auch die Elementargeometrie
dieser Geradenbiischel. ' ‘

Die Arbeiten, welche #hnliche Probleme behandeln, gehen in Allge-
meinen aus den Ebenen-Darstellungen der L-B Ebene aus, und so kiim-
mern sie sich nicht viel um die Einbettungsebene, weil sie die Eigenschaften
derselben bekannt voraussetzen und die Lehrsitze der L-B Geometrie
vorfiihren,

Eine Abhandlung von Hjelmslev beschiftigt sich mit der Frage der
Erweiterung der Ebene, diese Erweiterung wird aber nicht mit Hilfe der
Geradenbiischel durchgefiihrt. ' '

Vorliegende Arbeit geht von der L-B Ebene aus und indem sie. ele-
mentaren Eigenschaften derselben beniitzt, zeigt sie, dass die Ebene sich
in eine, mit der projektiven Ebene isomorphen Varietit einbetten lisst.

Bekanntlich kann man inder L-B Ebene drei Arten von Geraden-
biischel unterscheiden :

a) die Gesamtheit der Geraden, welche durch einen im Endlichen
befindlichen Punkt der Ebene gehen ;

b) die Gesamtheit der zueinander asymptotischen Geraden !

c) die Gesamtheit der auf einer gegebenen Geraden senkrechten
Geraden. ‘ ‘ '

*) Die Lobatschewski-Bolyai'sche Ebene wird in vorliegender Arbeit mit - B bezeichnet,
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:  paioe Varietdt, welche die Geraden-
+4r diejenige ) Sty
Im Weittrot ];ogh;: din Elementen at und nennen diese Varietst

< pal der LB B
3;1: erw:eiterte L-Z}Y:’l IEEE?:aenbﬁsch ol
Wir ordnen den reellen Pun e asymptotische Puilet dor Ve
Die Geradenbﬁschel unter b) sO anter ¢ der ideelle Punkt derselben.

i iischel : -

L e B e dlage der Erweiterung dient

A L e -elcher hier als Grunalag ,
Dieser Ged_auke, we

ist nicht neu in der 'Maﬂ;ﬁll;tel:l;.GeradenbﬁSChel der Euklidischen Geo-

Betrachten wir die Paweiterten Varietdt', so erhalten wir die Ebene,
metrie als ,,Punkte einer ?rentlicheu jm Unendlichen liegenden Punkte.
erweitert durch die ;léleéiem geo:ﬁetﬂs‘-‘hen Raum irgendwelche Figuren
Alllg;I;l;;uEI;:;llinﬁ?gunkte einfithren und die Eigenschaften der so erhal-
als

tenen Varietat untersuchen.

Natiirlich werden wir di

nd die Relationen zw lem s
32;;(;.?;;1 miissen, dass die Eigenschaften der neuen Elemente, welche im
?

Ausgangsraum bekannt sind, auch im Erweiterungsrau? exﬁ;gx_llten bl_elgen.
Man kann dieselbe Erweiterang auf mehrere Arten durchlu 1rc;ué1 indem
man Elementenmengen verwende't, welche _zut'eman.der in ein-em elft;gﬁr
Bezichung stehen. So erhalten wir zum Beispiel die Erweiterung, “, elche
in vorliegender Arbeit durchgefithrt wird, wenn wir als I_*Zlemezﬁe der Erwei-
terungsmenge die reellen Punkte der L-B Ebene, die zu gemeinsamen

Achsen gehorigen Mengen der L-Linien und die Mengen der zu den
Geraden der reellen’ Ebene gehorigen #quidistanten Linten nehmen gud
zwar so, dass die L-Linien, welche zur selben Achse gehdren, als einziges
Flement betrachtet werden, ebenso die dquidistanten Linien, welche zur

selben Geraden gehfren. . ° '

Wir konnten auch daran denken, die L-B Ebene - nur durch die
asymptotischen. Geradenbiischel zu erweitern. Die so erhaltene Varietdt
besitzt auf Grund der Eigenschaften der L-B Ebene ein abschliessendes
Element, welches von zweiter Orduung ist in dem Sinne, dass zu einer
jeden Geraden der Ebene zwei solche Elemente gehoren. Diese Erweiterung
151: aber weniger umfassend und spiegelt nicht diejenige Eigenschaften der
D-if if %?ne’ ‘ECh‘? mit den superparallelen Geraden zusammenhingen-
in cine un Arbeit durchgefibrte Erweiterung bettet die L-B Ebene
Varietst anf Grund enror Und es wird im Folgenden gezeigt, dass dics?

e ntspreche initi g " der
projektiven Ebene befrigdigt. R, e, A

¢ Relationen der neuen Elemente unterei-

Die Zus O ttda aniH v |
ammenhangsaxiomen der erweiterten L-B Ebene

i. Eil]_ Punkt der .' .
Geraden der Ebene, Weifl“?“t‘f“ I
welcher den Pup e G

B Ebene gehort zu einer reellen
kt vertritt,

erade zu einem Geradenbiischel gehort.

ischen den neuen und alten Flementen so
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II. Wir nennen Null-Gerade eines ideellen Punktes diejenige .Gerade,
welche senkrecht ist auf jedes Element des Geradenbiischels, der den ideel-
len Punkt vertritt. -~ _ gy

III. Wir nennen eigentliche ideelle Gerade die Gesamtheit derjenigen
ideellen Punkte, deren Null-Geraden einen gemeinsamen Punkt besitzen.

* IV. Asymptotische ideelle Gerade soll heissen die Gesamtheit derjenigen
ideellen Punkte, deren Null-Geraden Elemente eines asymptotischen Gera-
denbiischels sind. Auch den durch diesen Geradenbiischel bestimmten
Punkt betrachten wir als Element der asymptotischen ideellen Geraden.

saTz 1. Jede reclle Gerade enthilt zwei asymptotische Punkte und unendlich
viele ideelle Punkte. Die veelle Gerade besitzt also cinfach unendlich viele Punkie
in der erweilerten Ebene.

Beweis. In der L-B Ebene kann man zur reellen Geraden durch jeden
reellen Punkt, welcher nicht auf der Geraden liegt, zwei asymptotische
Geraden ziehen. Zieht man durch sdmtliche Punkte dér nicht erweiterten
Tbene solche asymptotische Geraden, so erhdlt man zwei asymptotische
Geradenbiischel und so gehort die gegebene Gerade zu zwei asymptotischen

seradenbiischeln, mithin zu zwei asymptotischen Punkten, sie enthilt also

zwei asymptotische Punkte der erweiterten Ebene.

Auf die gegebene reelle Gerade kann man in der nicht erweiterten
Ebene einfach unendlich viele Senkrechten ziehen. Eine jede solche Sen-
krechte ist eine, je einen ideellen Punkt vertretende Null-Gerade,

(Abb. 1) Die verschiedenen, auf die Gerade a senkrechten Geraden
sind die Null-Geraden verschiedener ‘ideellen Punkte.” Die auf 7, senk-
rechten Geraden sind — mit Ausnahme von a — auf keine einzige Gerade
senkrecht, welche auf a senkrecht ist.

m, _ ma
A, A, P TE s
a (2 :
. My ‘ My a
Abb. 1

Wenn sie ndmlich auf eine solche s, Gerade senkrecht wiren, daun
wére die Winkelsumme des Vierecks A M M,A, gleich 2%, es wire also
die Euklidische Geometrie giiltig. Die durch den Punkt 4, durchgehende
Gerade, welche auf #m, senkrecht ist, ist verschieden von der Geraden,
welche im Punkt A, auf m, senkrecht ist. Die beiden Geraden schliessen
einen bestimmten Winkel miteinander ein, somit ist der zur s, Null-Gera-
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44 it verschieden vom Zuf mz_Null-Geraden geh.ﬁrigeu
den gehonige if'l:eeue Pu ger L-B Ebene, ibire einzige gemeinsame
jdeellen Punxt. . Superparanele & - su derselben jeder ideelle Punkt,

.« cehort : :
m, und #p 1 Gerade, somit 8¢ ht ist. Umgekehrt gehéren zy
jst die @ ! senkrec
Normale it G0 ¢ “Gerade auf &

o ideellen Punkte, dere;
dessen vertrete pur diejentgent . t

Definition
dieser Geraden laut Dnek:echt sind.

f sie s X ' de und jede asymplotische ideelle
Null-Gerade aut S sliche ideclle Gera
Jede e1gen

. 1, viele ideclle P@mktfz. _
Gerade enthdlt einfach “ngndh;ﬁnite einer eigentlichen d1dee11en ]S’eéadert
Die Null-Geraden efi i viele Menge und da zu den verschiedenen
i ine einfach unencic Null-Geraden verschiedene ideelle
pilder © Punkte gehoren, ist der erste Teil
des Satzes wahr. .

Die Wahrheit des zweiten Tei-
Jes beweist die Tatsache, dass zu
einem asymptotichen Ge{adenbﬁs_
chel einfach unendlich'wele Gera-
den gehoren und zweien solchen
verschiedenen Geraden, wenn man
sie als Null-Gerade auffasst, ver-
schiedene ideelle Punkte entspre-
chen.

(Abb. 2) Auf eine Gerade ¢
des asymptotischen Geradenbii-
‘schels stellen wir eine senkrechte

Abb, 2 Gerade m. Jede Gerade, welche
. -7, asymptotisch zu e 'iSt' Iena\yeesc;:
idet m, oder ist asymptotisch oder superparallel zu 1br. In dieser
f:thzlézﬁn Fall enthilt sieyeigen ideellen Punkt von . Bezeichnen mqu dJEi
Superparallele mit 4, dann haben A und m eine einzige gemeinsame tO;’
male. Diese ist die Null-Gerade eines ideellen Punktes P und dieser Punk
liegt laut der Definition auf den Geraden m und . Durch P geht keine apd;re
Gerade, welche zu ¢ asymptotisch wire. Wenn es eine solche gdbe, wurcen
die beiden Geraden— laut Definition desideellen Punktes — eine gemein~
same Normale besitzen, sie wiren also superparallel. Da aber beide zu
¢ asymptotisch sind und die asymptotische Eigenschaft transitiv ist, milss-
ten beide asymptotisch sein und nicht superparallel. Durch einen jeden
reellen asymptotischen oder ideellen Punkt der Geraden s geht also 1€
eine elnzige, zu ¢ asymptotische Gerade und da jede m in der erweiterten
Ebene eu;fach unendlich viele Punkte besitzt, enthalt die Menge .der zu €
asymptotischen Geraden einfach unendlich viele Elemente. Damit haben
wir den zwe1teF1 Satz vollstindig bewiesen, -
Sa1z 3. (Hilisatz beziiglich der reellen Ebene).

) ¢i

" Uftf:’:ie:f und my superparallele Geraden. [hye gemeinsame Normale as .

snendlich gy s, Hechicn Geraden sind zwei asymptotisch zu s, emfic"
schnetden my und einfach unendlich sind superparallel 2

m‘.
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(Abb. 3) Von jedem Punkt P der -Geraden m, aus kann man
eine und nur eine Senkrechte auf m ziehen. Ihren Fusspunkt nennen wir
P’. Entfernt sich P’ von e ins Unendliche, so hilt P’, wie bekannt, gegen
eine Grenzlage A und die in 4 auf m senkrechte Gerade a ist.asymptotisch

zu m,. Auf der anderen Seite von e gibt es einen Punkt B symmetrisch zu
A. Die in diesem Punkt auf '

senkrechte Gerade b ist ebenfalls m m
asymptotisch zu s,, und zwar in A . M
entgegengesetzter Richtung zu a. A -

Die auf m senkrechten Geraden, /
welche dieselbe ausserhalb des 4 s
Abschnittes AB schueiden, sind . :
superparallel zu m,; und gehen somit

y T P
durch je einen ideellen Punkt der- =
selben. '3

SATZ 4. Zu einem jeden Punkt- 0 -
paar der erweiterten L-B  Ebene
gehirt eine Gerade dieser Ebene.

Yolgende Fille sind méglich 8
1) beide Punkte sind reell,

2) ein reeller und ein asymp-

totischer Punkt, . 8
3) ein reeller und ein ideeller
Punkt,
4) zwei asymptotische Punkte, i b B P e |
5) ein asymptotischer und ein . Ab‘.bwa sl &
ideeller Punkt, i ‘ Sl
6) zwei ideelle Punkte. - S b
Im 1) Fall ist der Satz wahr aufgrund der Verkniipfungsaxiome- der
nicht erweiterten L-B Ebene. A P 1 . -
Im 2) Fall nehmen wir eine Gerade a des asymptotischen Geraden-
biischels. Durch einen reellen Punkt der L-B FEbene geht eine einzige
Gerade b des asymptotischen Geradenbiischels, welche zu a -asymptotisch
ist. Das ist die Gerade, welche die beiden Punkte, den reellen und den asymp-
totischen, enthilt; sie ist eindeutig  bestimmt und unabhingig von der
Wahl von a im asvmptotischen Geradenbiischel. ,
Wenn wir ndmlich anstatt a von einer-anderen Geraden ¢ des Gera-

denbiischels ausgehen, c¢|||a, a|||b, infolgendessen ¢-||| b, also ist die Gerade
b durch den Punkt P auch zu ¢ asymptotisch.

~ 3) Fall (Abb. 4) Sei die Gerade a

=] die Null-Gerade des ideellen Punktes,
P der reelle Punkt. Von P aus kann

man auf 2 eine und nur eine senkrechte

Gerade ziehen. Diese Gerade geht

Jo) ' aufgrund der Definition des ideellen
Qa Punktes durch den gegebenen ideellen
Abb, 4 - Punkt und ist eindeutig bestimmt.
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e Gerade der Gef:denzﬁsgliell; ‘;S:flhigﬁt
el reten.
g Foll. S . e Fuskte 4 904 21 um selben asymmpotishen
'mpto 1 je in diesemd der Ebene (Abb. 5\
ebenen asymp der, weil s1€ m einen Punkt P - B)
<ch zueinander, Durch
asymptotisc

5 iirden. totischen Geraden a, bzw. p,_
GeradenbﬁSC}lel ge;‘oregexden a bzw. b %?Z;Zpkannen nicht identisch sein,
ziehen Wir die zu den da 2 und b nicht asymptotisch sing

b and so schliessen. @, und b; einey
' ewissen Winkel aein, o < x. Dje

%Vinkelhalbierendq von a; und b
m  bezeichnen wir mit 7, der Winke]

; L T
. : Ist —< 2,
zwischen @, und 7 . =

g

Bezeichnen wir die Pa.rallelwinkel —
—= bo  gptfernung mit . Wir tragen nun ¢
auf m von P aus bis O. Die im
Punkt O auf m senkrechte Gerade f
ist aufgrund der Konstn.lktiorL

s dbd und 56 wegen der TIallslthltat deij_ asy llvl])t)(::t;;csléin
B st 5 den Ceraden aund b, sic enthilt also beide asymptotische
Benichiifig & de fist eindeutig bestimmt. IN¢. 1 an,
B Dt o (. vom Ponkt € der Ceradn,
es Zw :

ziehen wir die senkrechte auf ¢, von

~-Abb; 5~

o s \ : a
der Lange m. Den zu m gehorigen L o
Parallelugrinkel bezeichnen wir mit e. /_ i \A
QA ist der eine Teil der asymp- B.F . "
totischen Geraden ¢;, ebenso QB ihr C
‘anderer Teil, « <%, 2a<m QA - Abb, 6

und QB kénnen somit nicht dieselbe e ot e s
Gerane bilden. Unsere vorige Konstruktion ist also unabhingig von
Wah! von a4, b und P.

SATZ 5, Zichen wir durch einen beliebigen Punki P der nicht GYI;B;te:;;’}
Ebene zu zwei Halbstrahlen a wnd b die asymplotischen Geraden ¢ 1_mk b~
halbieren den Winkel o zwischen den Halbstrahlen ¢ und d (Winke £ ifer-
rende k). Bestimmen wir die .’Z'Mg
nung m aufgrund der Bezeit

II(m) = %. Diese Entfernung traget

wir auf k von P ausgehend b;fsd:f :':
Punkte Q. Der geome{nscﬁe g" e f
erhaltenen Punkte O]tst dwde nﬁ alb-
welche asymptotisch zu 3¢ it
strahlen ayunj:l b und in O senkre
auf k ast, " ad b
Folgerung. 1: (Abb. 7) @1 {b-

. Ha
sind zwei sich schneidende
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strahlen, die den Winkel « < m miteinander bilden. 4 ist ein beliebiger
Punkt von a-und c ist die zu b asymptotische Gerade, welche durch A geht.
Der Winkel g, zwischen @ und ¢ ist kleiner als 5, ihre Winkelhalbierende

schliesst also mit beiden einen spitzen Winkel ein, I1(m » =B—;. Die Linge
m, tragen wir auf £ vom Punkte 4 aus, ihr Endpunkt sei C,. Da die erhal-
tene geometrische Figur einen Spezialfall der Figur aus 'dem Satz 5 dar-
stellt, — der beliebige Punkt befindet sich auf dem einen Halbstrahl — so.

folgt hieraus dass der geometrische Ort der Punkte C 4 die gemeinsame
asymptotische Gerade der Halb- :

strahlen @ und b ist und sie ist
senkrecht auf %4 in C,.

Folgerung 2. (Abb. 8). Es sei ¢
die gemeinsame asymptotische Ge-
rade der Halbstrahlen @& und 5.
Aus einem beliebigen Punkte C
der Geraden c¢ ziehen wir die Senk-
rechte d auf ¢. Die aus einem ¢ ina
beliebigen Punkte der Geraden 4 gezogenen Asymptoten @y bzw. b, zua
bzw. b, schliessen mit d die gleichen Winkel ein. ;

Folgerung 3. Die Geraden. eines asymptotischen Geradenbiischels.
enthalten, laut Definition, in der einen Richtung denselben asymptotischen
Punkt, in der anderen Richtung hingegen durchlaufen sie alle asympto-
tischen Punkte, , : i1

In der Tat, wenn der Geradenbiischel den asymptotischen Punkt A
bestimmt, ein anderer beliebiger asymptotischer Punkt sei B, dann gibt es
eine einzige Gerade, welche sowohl 4 als auch B enthilt und diese gehéort,
da sie 4 enthilt, zum Geradenbiischel, welcher den Punkt A bestimmt.

5) Fall, Der eine Strahl des asymptotischen Geradenbiischels sei a,
die Null-Gerade des ideellen Punktes sei b. Wir unterscheiden drei Un-

terfille :
5;) @ und b sind asymptotisch :
5,) @ und b schneiden sich,
3) @ und b sind superparallel.

Im Falle 5,) befindet sich, laut Definition, der ideelle Punkt auf der
asymptotischen ideellen Geraden, welche durch den asymptotischen Gera-
denbiischel bestimmt ist. Diese Gerade enthdlt auch den asymptotischen
Punkt, sie ist somit die einzige Gerade, welche beide Punkte enthilt.

Im Falle 5,) ziehen wir von den Punkten der Geraden a Senkrechten
auf. die Gerade 5. Die Fusspunkte auf der Geraden b konvergieren gegen
einen Grenzpunkt, wenn der betreffende Punkt auf a sich ins Unendliche
entfernt. Die durch den Grenzpunkt gehende Senkrechte ist die einzige
Gerade, welche den ideellen Punkt und den asymptotizchen Punkt enthilt.

Im Falle 5,) ist derselbe Gedankengang giiltig.

6). Fall 6,). Die Null-Geraden der gegebenen ideellen Punkte sind
Superparallel.
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48 : eine gemeinsame Normale ypq
Null-Geraden .b.egﬂ'ﬁe“ e beiden ideellen Punkte. Es gipy
der DgﬁmuOd’ welche die ideellen Punkte enthyjt

recht sein tmu§§. _ oy
- sympto isch. Al

g _Geraden St oS e asymptot , Beriien
6,) Die N}?ﬂen diese NUQ-G(‘;?&C:‘;; Biischel gehorige eigentliche ideelle
finition ist lekte enthaltende einzige Gerade.

un Vorhergehenden, dass eine Gerade, die
n an und nur dann reelle Teile besitzen

peiden Punkte superparallel sind.
tindig bewiesen. -
gehort ein und nur evn gemeinsamer Punkt.

i i kt besitz

5 einen gemeinsamen Pun on.
. hochstens hitten, wiirden die beiden Punl_cte
wel geneins hbren, was gemass I1V. Satz unmoglich

Jenn Sie Z e : i
\z‘::e[il:n yerschiedenen Geraden ang Gerade wenigstens einen ge-

ist. Wir miissen 2also nur.z
meinsamen Punl-:ft h?.bEIl : »
- a) zwei, sich 11 einem T

i : s 3 ymptotische

Punkt gemeinsaml, totischen ‘Geraden gehort der asympts -
2 ki i asd?rerzpbestimmten asymptotischen Geradenbiischels;
Punkt des durch die Gera “Zwei solche Geraden besitzen eine

en. .
c) reelle superparaizleNS’f;fal e. Zu dieser Normalen, als Null-Gerade
uﬂ;l zfmr ten;ihga?tnixiﬁlsaideeuef Punkt, welcher der gemeinsame Punkt der
auige asst, i .

i ist: . . -
beld?i‘; gsgﬁziﬁ;legzﬁ?i?ﬁ.ideelle Gerade. Zu _der-x Null- (igdﬁﬁfff Ilsmi}'{;s
er eigentlich i " sehort ein -einziger ree ; ¥
der eigentlich ideellen Geraden ge ] e o s

: o wir die Senkrechte auf die. gegebene reelle e fsam

diesem falle . . FI venn der
solche Senkrechte gibt es eine ElnERe sch dann’c]:\xte ist die Null-%eﬁde
f eiden

{len Punkt scheidenden Geraden haben diesen

i iese Senkre
Punkt P auf der reellen Geraden liegt. Diese  ist
Ei‘I:lJES ideellen Punktes und derselbe liegt, laut Definition, .au
' gegebenen Geraden ; -
e) eine reelle and dg'
asymptotische ideelle Gerade,
) ell) einer der asymptogsgh::i
Punkte der reellen Gera etoti-
. jdentisch mit dem asg%gcheﬂ
schen Punkt der asympto o
ideellen Geraden; dnesfe__rr peide
ist also gemeinsam u
den. 15
Geraeg) die reelle Ger'r}_de geelhges
nicht zum Geraden 'llessc
- asymptotischen Punktes: per®
(Abb. 9) b sei_ die fli%e
reelle Gerade; @ eine S
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rade dés zum asymptotischen Punkt 4 gehdrenden Geradenbiischels, welche b
schneidet. Eine solche gibt es immer, es gibt ja immer eine Gerade, welche
irgendeinen Punkt von b und 4 enhilt. Die von den Punkten der Geraden
a auf b gezogenen Senkrechten besitzen in der Richtung von A4 eine Grenz-
lage, eine auf b senkrechte Gerade, die A enthilt. Der ideelle Punkt, welcher
zu ¢, als Null-Gerade aufgefasst, gehort, liegt auf beiden gegebenen Geraden.

Folgerung. Unter den Geraden eines gegebenen Geradenbiischels gibt
es eine und nur eine, die auf einer gegebenen Geraden senkrecht ist. Mit
anderen Worten : auf eine gegebene reelle Gerade kann man von einem
asymptotischen Punkt eine und nur eine Senkrechte ziehen. ’

Diese Folgerung stellt nur einen anderen Ausdruck fiir die Tatsache
dar, dass eine reelle und eine asymptotische ideelle Gerade nur einen gemein-
samen Punkt besitzen. :

f) Zwei asymptotische ideelle Geraden.

Zu beiden Geraden gehort je ein asymptotischer Punkt, wir nennen
sie 4 und B. Die reelle Gerade, welche die Punkte 4 und B verbindet,
ist die Null-Gerade eines ideellen Punktes. Dieser liegt im Sinne der Defi-
nitionen, auf beiden asymptotischen ideellen Geraden. ‘

g) Zwei eigentlich ideelle Geraden. , '

Beide Geraden enthalten je einen reellen Punkt, nimlich den tragenden
Punkt der Null-Geraden, die zu den Punkten der gegebenen Geraden ge-
horen. Fasst man die die zwei reelle Punkte verbindende reelle Gerade als
Null-Gerade auf, soist der zu dieser gehbrende ideelle Punkt ein gemeinsa-
mer Punkt der gegebenen Geraden. i _

h) Eine asymptotische ideelle und eine eigentlich ideelle Gerade.

Die asymptotische ideelle Gerade enthilt einen asymptotischen Punkt
A und die Null-Geraden der Punkte der eigentlich ideellen Geraden haben
einen reellen Punkt C gemeinsam. Fasst man die die Punkte C und 4
verbindende Gerade als Null-Gerade auf, so gehort zu derselben ein ideeller
Punkt, die im Sinne der Definitionen auf beiden gegebenen Geraden liegt.

Es gilt mithin der ' ' ;

sarz 7. Die Menge der Geradenbiischel der L-B Ebene, d. h. die

Punkte und Geraden der erweiterten L-B Ebene gewiigen den Verkniipfungs-
axiomen der projektiven Ebene. LR

Anordnungsiragen

Die erweiterte L-B Ebene besitzt projektiven Zusammenhang, und
so konnen wir in dieser Ebene im allgemeinen Sinne nicht von der Grund-
relation , zwischen”” reden, sondern nur von der Punktpaar-Trennung
der projektiven Ebene. ' : :

SATZ 8. In der erweiterten L-B Ebeme kann man zu drei 4versc_hie—
denen, in einer Geraden licgenden Punkien tmmer bzw. auf unendlich vieler
Weise — einen vierten Punki derselben Geraden angebem, welcher zusammet
mit einem der gegebemen Punkte, das andere Punktepaar in der Weise trennt
(tn Stnne der moch anzugebenden Definition) dass die erhal.ten'e Punktepaar-
Trennung die Trennungsaxiome der projektiven Ebene befriedigt.

4 — Mathematica
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ideellen Punkte. Die so erhaltene Tremnungsrelation diene zur Definition
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vierer der Geraden verwenden wir die Trennungsrelationen der Null-Geradep,

Die ,,zwischen’ ‘Relation kénnen wir auch fiir die ideellen Punkte der
reellen Geraden definieren. Seien I, Iy, I;, die ideellen Punkte, i, 4, fy
die zu ihnen gehorigen Null-Geraden. Wir sagen, dass [/, zwischen I, und
I, liegt, wenn 7, zwischen 7, und 7; liegt im Sinne der ,,zwischen” Relation
der reellen L-B Ebene.

T, Eigentliche ideelle Gerade.

Zwei Punktepaare der Geraden trennen sich gegenseitig, wenn die
den Punkten ensprechenden Null-Geraden — welche einen gemeinsamen
reellen Punkt haben — sich gegenseitig paarweise trennemn.

ga. Asgmptotische ideelle Geraden.

wei ideelle Punktepaare trennen sich gegenseitig, wenn die entspre-
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Nehmen w}r el sschee” u -Geraden_ zweler ideellen Punkte der Geradeu.
; X s " 4, und a4 eine beliebige zu den beiden asympto-
tische Gerade, Fassep wir diese als Null ; :
auf, so trennt dieser die b s Null-Gerade eines ideellen Punktes
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die Punktepaare A; By d‘? 2]15 auf eine andere. Geraden projiziert. Wenn
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aufgrund der Trennungsrelationen der reellen Teile der Ebene gegeben
wurden und die Projektion im reellen Teil die Trennung beziiglich Punkt-
reihen wie auch der Geradenbiischel aufrecht erhilt, so bleibt diese
Trennungsrelation auch in der erweiterten Ebene giiltig. e '

Im Falle der Projektierung ideeller Punkte bendtigen wir eine Aus-
dehnung der Definition fir -auf reellen Geraden gezogene Senkrechten.
Zieht man von einem reellen Punkt aus die Senkrechte auf eine gegebene
Gerade so geht jene durch den ideellen Punkt, welcher durch die gegebene
Gerade, als Null-Gerade aufgefasst, definiert wird. Die Verallgemeinerung
dieses Vorgehens : wir verstehen unter einer Geraden, die von irgendeinem
Punkt P der erweiterten Ebene aus auf eine gegebene Gerade senkrecht
ist, diejenige Gerade welche den Punkt P mit demjenigen ideellen Punkt
verbindet, welcher durch die gegebene Gerade als Null-Gerade bestimmt wird.

Im Sinne der gegebenen Definitionen sind also alle Sitze giiltig in der
erweiterten L-B Ebene, die sich aus den Verkniipfungs und Trennung.-
axiomen der projektiven Ebene ergeben. In unserer Ebene gilt also auch
der Pasch'sche Satz beziiglich des projektiven Dreiecks (in der reellen
Ebene : das Pasch’sche Axiom), welches bekanntlich in der projektiven
Ebene fiir das projektive Dreieck auf Grund der Verkniipfungs und Tren-
nungsaxionie beweisbar ist.

Auf den Geraden der erweiterten Ebene lisst sich die lineare Umge-
bung in bekannter Weise einfithren und somit auch die Topologie d r
Geraden der erweiterten Ebene.

- Die Erweiterung des Lobatschewski-Bolyai Raumes: -

Im Folgenden bendtigen wir die Erweiterung des L-B Raumes,
Die betreffenden Fragen werden wir aber nur in dem Masse behandeln,
in welchem diese fiir die Erweiterung der L-B Ebene notwendig sind.

Auch im L-B Raum untersuchen wir drei Arten von Geradenbiindel
und fassen diese als Punkte des erweiterten L-B Raumes auf. Diese
Geradenbiindel sind : i erwennd g i : ' .-

a) die Gesamtheit der durch einen reellen Punkt des Raumes gehenden
Geraden, diese ist die den reellen Punkt vertretende Menge ; _ :

b) die Gesamtheit der zu einer Geraden in gegebener Richtung asymp-
totischen Geraden. Diese definieren einen asymptotischen Punkt ;

c) die Gesamtheit der auf einer Ebene senkrechten Geraden. Diese
definieren einen ideellen Punkt. Die Ebene heisst die Nullebene des ideellen
Punktes.

Definitionen. -
Wir nennen eigentliche ideelle Ebene die Gesamtheit derjenigen ideel-
len Punkte, deren Nullebenen simtlich durch einen reellen Punkt gehen.

. Asymptotische ideelle Ebene soll- die Gesamtheit derjenigen ideellen
Punkte heissen, deren Nullebenen simtlich durch einen asymptotischen
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. _ N thalten wenigstens eine. Jar
: " 3ae ist die Nullebenen en _  deq
Punkt g?hehtzn cgﬁ’nl:: definierende %eradﬁs ZI;uden Punkten: der Ebepe
2 i ~mptotischen Pun «t selber zZu. 5<?

rechnen wir den asy mp sind ¢ b s A e

Eigentlicr® }iﬁz 191‘131:1?{%: Zweier eigentlichen ideellen Ebenen,

i eln L L . : : |

;’;)) g;g gg:geinsame Punkte einet eigentlichen ideellen und einer asymy.

i i ene, : ; . 4
totls(c:)hezlieldgeeerli?iiagi?nen Punkte zweler Vas‘ymptotlscheu ideellen Ebeney,

3 tische ideelle Gerade:*” " . .

é&? n;{g:insameu Punkte einer asymptotischen ideellen E1_36ne und einer
Ebene \gvelche durch irgendeine Gerade dlelslden hisymptotzscheu Punkt
g ’ asymptotischen Geradenbiischels gent. . '
‘em—Ie;]eliefndiesgr %eise definierten erwe:t__ert_en Raume sind die Verkniip-
funesaxiomen des projektiven Raumes giiltig. Der Beweis verlduft auf
geu;u derselben Weise, wie im Falle der erweiterten Ebene. Jede solche
Erweiterung des Raumes ist, fiir eine 1n 1h_m enthaltene Eb\ene mit reellen
Punkten, mit der vorhin behandelten Erweiterung der L-B Ehbene identisch.
Dieses folgt aus der gleichen Art der Erweiterungsdefinitionen.

Die Stetigkeitseigenschaften der erweiterten L-B Ebene

Mit Hilfe des erweiterten L-B Raumes kénnen wir in der erweiterten
L-B Ebene die Giiltigkeit der Desargues’schen Satzes zeigen, da der Beweis
dieses Satzes die Verkniipfungseigenschaften des Raumes bendstigt.

Hiernach ist in der erweiterten Ebene das vollstindige Viereck definiert
und ebenso auch der harmonische Punktvierer.

Nach diesen besitzt infolge der Trennungsaxiome und des projektiven
Charakters der Geraden, das Dedekind’sche Stetigkeitsaxiom fiir den reellen

Teil der Ebene einen wohldefinierten Sinn und Giiltigkeit, ebenso die -

Dedekmd_’sche Ste_:tigkeitseigenschaft fiir die erweiterte Ebene.

In dieser Weise kann man in der erweiterten Ebene genau so wie in
der recllen L-B Ebene mit Hilfe der harmonischen Punkte die projektiven
EKgggmaten definieren zuerst auf den Geraden, und dann in der ganzetl

Zusammenfassung

Auf Grund der Vorhergehenden kénnen wir folgenden Satz formuliered

SA ; ) i
12 9. Die Elemente der erwesterten L-B Ebene geniigen s[imt.lzche_ﬂ

Axi okt
vomen der projektiven Ebene, das heisst wiy haben die L-B Ebene i #

Menge der 4 =
82 aer aurch Geradenbiischel definierten, Punkie eingebettet und diese Meng?

1st mit der projektiven Ebene 1somorph

Die M enge dey ; - .
der erweiterten Ebe::ymﬂm“hm Punkte hat eine ausgezeichnete Rolle
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In vorliegender Arbeit sind wir also, auf Grund der Elementareigenschaf-
ten der L-B Ebene zu Ergebnissen gelangt, welche zum Beispiel die Klein-
sche Behandlungsweise von der projektiven Ebene ausgehend realisiert.
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