O TEOREMA ASUPRA SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

de

D. V. IONESCU

Integrarea ecuatiilor diferenfiale linjare cu coeficienfi constanfi con-
duce la o teoremd asupra sistemelor de ecuatii linjare pe care o vom trata
in aceastd lucrare.

Pentru a se vedea aceasta sid considerdm sistemul de ecuatii diferen-
tiale liniare, omogene si cu coeficienti constanti

Y1 =11 + @22 + ... 4 G0 Yn
Y2 = dga¥1 + A3 + ...+ dgn Yn

Vn = ana¥1 + An2Ys + - -+ GunYa
si sd presupunem ci ecuafia caracteristici

1,1 — v apn s G
3,1 o — 7 . . . Gy

=0
An,1 Apa . . . dpgg— ¥

are rdddcina r; = 0 multipld de ordinul p, in acest caz se stie ci sistemul
de ecuatii diferenfiale, admite o solufie reprezentati prin ecuatiile

yi= M 2P )
ya= NP~ L A0 L P

Yo = AP AP e P
Unde coeficientii 2 sint functii liniare de $ constante arbitrare.
Coeficientii A pot fi determinati prin identificare scriind cd poli-
noamele y;, ¥s,..., ¥u verificd sistemul de ecuatii diferentiale.
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Va trebui sa avem
b — 1A 4 (p — 2P L =
= (ﬂ"-ﬂ\?) + arn? + ..+ e n ") 2P
+ (@12 + a2r + .o A ) AP
4.
4 (g g =@ PG

unde k=1,2, ..., n.
Va rezulta ci coeficientii A{" sint dati de sistemul de ecuatii liniare
si omogene

n -
2 ak,,l({) =0
j=1

unde 2 =1,2, ..., n.
Apoi coeficientii Y’ sint dati de sistemul de ecuatfii liniare neomogene

n It
.ZI ary ™ = (p —1)AP
!:

unde 2 =1,2, ..., #,
In general coeficientii 2{ sint dati de sistemul de ecuatii liniare ne-
omogene

n »
Y e = —i 4128,
=1

unde £=1,2, ..., n.

Determinarea coeficientilor A® pune o problems asupra sistemelor
de ecuatii liniare, pe care o prezentdm mai departe, independent de teotia
ecuafiilor diferenfiale liniare, care j-a dat nagstere.

1. 54 considerdm sistemul de ecuatii liniare si omogene :

n
(1) X % =0
i=

unde £ =1,2, ..., n in care coeficientii a,; si necunoscutele x; sint ele-
mente dintr-un corp P. Vom presupune la inceput cd rangul matricei

a1 41,2 ... Qn

dp1 G2 ... danp
(2) '

An Ap2 - - - Anp
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este # — 1 5i schimbind la nevoie notatiile, putem presupune ci determi-
nantul

3

.a-l‘l o v e a]'n_]
(3) 3 =
Au—1,1 -+ -Ap—i,n—1
este diferit in zero.
In aceste condifii, sistemul (1) omogen avind o solutie x;, %y, ...,%,

nebanald, sd considerdm sistemul de ecuatii linjare neomogene

(4) Z] Ag,jYVji = Xp
7=

unde £ =1,2, ..., n si si demonstrim.

TroREMA 1. Conditia necesard si suficientd ca sistemul de ecuatii liniare
neomogene (4) sd fie compatibil este ca suma

| n
5) Z Mf.f = 0
i=1
wnde in general s-a notat cu My, minorul elementului a;p din determinantul

sistemului omogen (I).

Intr-adevir A fiind un element nenul din corpul P, solufia sistemului
(1) se poate scrie sub forma

(6) %= (—1)"" A M, (k=1,2,..., n

si conditia necesar i si suficientd ca sistemul de ecuatii liniare (4) neomogen,
sa fie compatibil este ca determinantul caracteristic

A - - o Blp—g ¥
a S e A2 1— X
(7) = 2,1 2,n—1 2
Apg v o o gy Xy

sd fie nul. Desvoltind determinantul D dupéd elementele ultimei coloane,
$i finind seami de formulele (6), avem

D = (‘ 1)n—1 7\”‘4—,,,1 A{l,n ‘l‘ ern.Q Mz,n + a8 ke + Mn,n Mn,n]

54 considerim acum suma

(8) M= (—=1)""aMy + Mgp+ ... + M,,]
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si si form#m diferenta D — M3, unde dupd-formula (3) determinantul 3§
este egal cu M, ,. Vom avea

(¥)

n Ml,l Ml,n M2,2 MZ,H Mn-—l,n-—]Mn—].n
D—M3 = (—1)%x -
Mn,l Mrl,n Mn.z Mﬂ.n Mﬂ.n-l Mn,n
Insi se stie [1] ca
M M;
ik hk — aM’
M!,f Mj,l

unde d este determinantul sistemului (1), iar M’ este determinantul care se
obtine din 4 suprimind liniile de ordin 7, 7 si coloanele de ordin &, 1.Deoarece
d = 0, toti determinan}ii din membrul al doilea al formulei (9) sint nuli

si prin urmare
(10) D= M3
Tinind seami ci 832 0 condifia necesard si suficientd ca D sd fie nul
este ca suma M si fie nuld si cu aceasta teorema 1 este demonstrata.
9. S4 gdsim acum conditiile de compatibilitate ale sistemului de ecuatii)
liniare (4), neomogen, presupunind ci rangul matricei (2) este r << n —1.
Schimbind la nevoie notafiile, putem presupune cid determinantul
principal al sistemului de ecuafii linjare (1) este

an - - Aur
(11) a— =210
Ar1 - - » %rr
In acest caz, luind
(12) Xr41 = 8’1;—4_1, Xr42 = 8'7\1-1.2, e Xy = 8'7\,,
unde Ar41, Arsg, - - -, Ay sint elemente oarecari din corpul 2, solufia siste-
mului (1) este datd de formulele
apg - A1i—1 “I,r-l-l?\r-i—l + Draee + a,,,,l,, ayig1 - - - ai,r
(13) % = (—1)""
Arg -« Arim1 Ort1heg1 + oo+ Arada Griql - - - Grr
unde 7 =1, 2, ..., 7, la care se adaugid formulele (12).
Formulele (13) se mai scriu sub forma
(14) m=(—1)"T"Y Bun
i=r+1

]
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AL, o Apj—my A i1 - - - Ar A

Apt - - Qri—1 @il «-- Grp Gry

Asa fiind revenim la sistemul de ecuatii linjare (4), neomogen in care
%y, %y, ..., % sint date da formulele (14) si (12). S& vedem cum trebue,
alese necunoscutele A1, M2, - .., A, nu toate nule, astfel ca sistemul de
ecuati linjare (4) si fie compatibil. Pentru aceasta sd formdm deteminanfii
caracteristici

a - .. ALr M
10—
Ar,p -« - Qryr Xp
As,g --- Qgr Xg
unde s=r+1, ..., n.

Tinind seama de formulele (14) si (12), putem scrie

n
apy - .o ay,r (71)1' 2 Bl,t )\.(
t=r+41
n
gt - o G (—1) 7Y Baty
t=r+1
D, =
Bogt el o ey (1§ D Bl Y
I=r+1
n
Tod v = 1Bpr Y 88 M
I=r+H1
unde s-a notat
5 1 daca. s =1
w0 dacs 52t
Mai putem scrie
. n
(15) D; =Y Aty
i=r+1
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unde A
'
41 - .. a4, (—1) By,
r—1
daq .« . . dgp (ﬁ]) BZ,I
L\‘s.l == z
[ iy — B,
Ag g + « « Qg p 8'85“.:

Sa consideram determinantul

@i 50 ag. ayy 0
(16) A0 —
L7 B (VR P
g1+ oo Ogr dg,t |

care fiind de ordinul # + 1 este nul si si notim cu M gf;‘f ) minorul cores-
punzitor lui a;; in determinantul A&7,

. 5S4 dezvoltdm determinantul A, dupi elementele ultimei lui coloane.
Cu notafiile introduse vom avea

0} W s, : : i A apls ; s
Doy = MG MEY + MG MEP+ . 4 MG MED 3, MES M)
54 cousiderdam si suma M®", definiti de

(17) M = M0+ M5 + .+ MED 8, MEP

si sd observam cd avem identitatea

MG MEP| | ME MED MEP MEP
(LBY 3 M2 A, + 4 oA

Mg MEP| | MEY M MG M

Tinind seama de identitatea deja cititd si de faptul ca determinantul
(16) este nul, toti determinantii din membrul al doilea al formulei (18) sint
nuli si prin urmare,

(19) Agy= 8'MED

astfel ci determinantul caracteristic D, este dat de formula (15) si putem
scrie
(20) D, =8 Y M5,

f=r+1
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Condifia necesard si suficienti ca sistemul (4) si fie compatibil este

ca toti determinantii caracteristici D sd fie nuli, adici sd avem

(21) D=1 (=7 +1,742, .., %)

sau

n n n
(211) E M(i"f‘hl‘)?\{ ELT 0, 2 M(J"{’Z.f);\t _ 0, L, E ﬂd-(.'t.f) 7\{ —0
{=r+1 t=r-+1 i=r+1
Dacid determinantul acestui sistem
Zw(r+1,r+1) ﬁ{(r+l.r'+2) s A{[(r'+1..'[)
(22) N M{r+2,r—]—1) M(r+2.r+2} A M(H-Z,n)
M(n:r+t) M(}z.r+2) .. M(.n.n)

este diferit de zero, sistemul (21') are numai solufia banala A4y =0, ...
..., \y = 0, care conduce la solufia banali a sistemului (1), %, =0, ...,
#n = 0. Aceasta este insi imposibil cici in sistemul (4) s-a cousiderat o
solutie %y, %,, ..., ¥y nebanali a sistemului (1).

Daci insd determinantul A este nul, atunci se pot alege elementele
Arakt, - -+, An nU toate nule care sd verifice sistemul de ecuaii (21°). Aceste
elemente vor conduce prin formulele (14) si (12) la o solufie nebanald a
sistemului (1), &, %, ..., &,, pentru care sistemul de ecuafii (4) neomogen
este compatibil. Avem prin urmare.

TroreMA 2. Fie M®? sumele, definite de formulele (17), in legdturd
cu determinantrs (16), iar A determinantul (22). Atunci :

1°. dacid A ;£0 sistemul neomogen (4) este incompatibil cind Xy, X,
..., X, este o solugie nebanald a sistemulus omogen (I).

2°. dacd A = 0, se pot alege solufii Xy, Xy, ..., Xq ale sistemului omogen
(1), nebanale astfel ca sistemul neomogen (4) sd fie compatibil.

3. 94 dim o noud formi teoremei 2. pentru aceasta vom da o noua
expresie determinantului A.

Rangul matricie (2) fiind » si determinantul (11) fiind diferit de zero,
se pot determina elementele A;; din corpul P, unde s=1,2,...,7 si
i=wv-+1,...,n astfel ca sid avem

,
(23) Ay = 2 aij Mt
=1

unde ¢+ =1,2,...,ns51t=7+4+1,...,n.

introducind elementele A;; vom avea

9o 0o Ao At
(s,1)
Ml.l =
ar2 .« . . Qrr Gry
As2 - . - As,r Qs,t
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adica

3,1 a dy,
(24) M = (— 1)

arq N 0

@s,1 ERRTR As,r

T.a fel se arata ca

ain S LA ay,r
) 5 a3, - .. Az,
3 T
Mzs" = (—1)"""2,
L
As,1 T As.r
(24')
1,1 aiq,r
(s.1)
Mer" = Ny
Ar—1,1- -« drep,r
s, | As,r
" ! 1,1 al.r
(24") MED —
r,1 Ar,r

. Determinantii din membri ai doilea al formulelor (24), (24') si (24")
sint minorii ultimei coloane din determinantul (16). Rezulti ci suma (17)
se scrie

a1 - - - A My
Mésh

Arp - - - Apyr ;\r.t

As,1 - ov  dgr “_'Ss,t

Aplicind teorema lui Sylvester [2], [3] deducem ci

aq,1 v ay,r
(25) i S RIS N B
Ar e QG
unde . .
g - - o @ Agrar Mgz .. . An
@l - oo @ Aeppl Aepga .. Arn
(26) Af = GBrdggs o s Aryt,r —1 0 L 0
Araoy. . - Arg2,r 0 —1 0
@ry - .. Gpp 0 0 i R |
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Deducem astfel cd condifia ca determinantul A sd fie nul se reduce la
condifia ca determinantul A’ si fie nul.

Prin urmare enunful teoremei 2 se poate modifica inlocuind deter-
minantul A prin determinantul A’ dat de formula (26).

4. Teoremele 1 si 2 care-si au originea in integrarea sistemelor de
ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanfi au, astfel o mare gene-
ralitate dupd cum s-a ardtat maj sus.

Catedra de functii diferentiale
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OIOHA TEOPEMA O CHCTEMAX JIMHEWMHBIX VPABHEHHMHM
(KpaTtkoe copmepxanue)

IokasbBalOTCs ABE TEOPEMbl: OTHOCHTEJNBHO CHCTEME! OfHOPOLHLIX (1) M oTHOcHTENBHO
CHCTEMBl HEOLHOPOAHHIX ypaBHewuil (4), B KOTOPHIX TpaBas wYacTh (%, Xy, ..., #y)
ABJAETCS HETPUBHAJHBHEIM pemienneM cucteMbl (1), [lpeamomnoraertest, 4To ap M %;

ABNAIOTCA 3JeMeHTaMH Tena P.
Teopema 1. HeoOGXOZHMBIM © [OCTATOYHBIM YCIOBHEM COBMECTHOCTH CHCTEMBI

(4) sBnsercs To, uroGLl cymma (4) Gwina pasna mymo, M, Gynyudn MuHOpOM ay, B
JerepMuHanTe cHeremer  (1).

Teopema 2. Ilyete Gyayr med CyMMaMH, OnpefedeHHBIMH dopMynamu (17)
OTHOCHTEJBHO JHeTepMHHaHTOB (16) u A nerepmumant (22).

Torna

[° ecnim A ==0 u ecou Xy, Xy ..., ¥, ABJSETCH HETPUBHAJIBHBIM pellEHHEM OJHO-
poanoit cucremer (1), Torma HeomHopoaHas cucrema (4) siBAsercs HeCOBMECTHOI,

2°, ecin A =0, Torna MOMHO noZoGpaTh TAKOE HETPHBMANBHOE pEIIeHHE OJHOPOI-
do#i cucremer (1), utoOel HeonHopomuas cHcrema (4) Gblia COBMECTHOR.

Panr matpuner (2) Gyayuu r u merepmumant (11) GyAyun OTVIHUHEIM OT HYJIS, MOMKHO
nonobpaTk 3JaeMeHTHl As,¢ TPH nomomu ypasueHns (23). Hcmomways ssemeHTEl A ¢
B Teopeme (2), MOXHO 3aMeHHTb JeTepMHHAHT A JeTepMHHAHTOM A’, naHHEIM dop-
myaol (26).
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UNTHEOREME SUR LES SVSTEMES D'BQUATIONS LINBEAIRES
(Résume)

Dans ce travail, on démontre denx théorémes sur le systéme d'équations linéaires (1),
homogeéne, et le systtme d’équations linéaires (4), non homogene, ot dans les seconds nombres
¥y, ¥y, -+, #, iy a une solution du systéme (1), qui n'est Pas banale. On suppose que les a,, of
les x; sont des éléments d'un corps P.

Premiey théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (4) soit com-
patible est que la somme (5) soit nulle, M, étant le mineur de ‘) dans le détermi-
nant du systéme (1).

Second théoréme. Soient M) les sommes définies par les formules (17) relativement aux
déterminants (16) et A le déterminant (22). Alors :

1. si A 550, le systéme non homogeéne (4) est incompatible lorsque ¥y, ¥y ..., X, est une
solution du systéme homogéne (1), qui n’est pas banale.
2. si A = 0, on peut choisir la solution #1» ¥+« -, ¥, du systéme homogéne (1) qui n'est

pas banale, telle que le systéme non homogéne (4) soit compatible.

Le rang de la matrice (2) étant » et le déterminant (11) étant différent de zéro, on peut
choisir les éléments A, ¢ Dar les équations (23). A I'aide des éléments Ag ¢ on peut remplacer dans
I'énoncé du second théoréme le déterminant A par le déterminant A donné par la formule (26).




