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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1961. Том 141, № 5 

МАТЕМАТИКА 

Д. В. ИОНЕСКУ 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТИ ПОРЯДКА (т, п) 
ФУНКЦИИ ОТ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ ДВОЙНЫМ ИНТЕГРАЛОМ. I 

(Представлено академиком Л. Н. Колмогоровым 12 V J961) 

1. Рассмотрим функцию f(x) класса Сп на интервале [х0,хп] и возь­
мем в этом интервале узлы хъ х2, - • • , xn~i таким образом, чтобы 
*o<C*i<C • • • <С#л- Мы доказали что разделенная разность по­
рядка п в узлах х0, х1у . . ., хп может быть представлена определенным 
интегралом 

[х0, х19..., хп; Л = ^<p(x)f{n)(x)dx, ( 1 ) 

где функция (f(x) совпадает на интервалах [х0, Хх], [xl9x2], • • , [xa-.lfxn] 
с полиномами фх(х), <р2(х),. . . , уп(х), определенными уравнениями 

•; ч'Г» (х) = ( - 1 f (оо + а г + . . , + о ^ ч ) ; 
„ — i 1 ч / г + л V (-У6, xlt . . . * я + 1 > . . . , хп) 
а л _ ( - 1 ) К ( х 0 , х ь . . . , ^ ) ^ 

/ = 1, 2 , . . . , п, и граничными условиями 
Ф< /Е ) (*о) - 0 , ( X l ) = Ф <*> ( X i ) , Ф ( * > ( * Л ) = О , 

( 3 ) 
f = 1 , 2 , . . . , / 2 — 1 ; Л = 0, 1 /г— 1. 

Мы доказали, что функция Ф(Х) положительна на интервале (х 0, 
Формула (1), так же как и ее обобщение на случай кратных узлов, 
имеет важные приложения в численном анализе. 

2 . В настоящей заметке мы изложим кратко обобщение формулы 
pi) на случай функций двух переменных. Мы определим разделенную 
хазность порядка (т,п) от функции f(x,y) на узлах где 
*о < хх < . . . < хт, у0 < Ух < • • • < Уп {т > /г), при помощи формулы 

Л'о, * ь . . . , хт ^ 
Уо,Уъ • • . , уп

 ; / 
1/ / 

V(x0lxl9 . . . ,хт) 

У У1Уо>*'--->Ун-уУм+у.>Уп) f , ) ( 4 ) 

х V ( y 0 ^ i , . . . , % ) И * ^ ) -

Определим функцию Ф (х, у) в прямоугольнике D {х0 ^ х < x m , у 0 < 
таким образом, чтобы 

п 
•4 

где функция f(x,y) непрерывна в D вместе со своими частными произ­
водными 

д2р~Ч I дхрдур~\ д2р-г! I дхр~хдур, d2pf I дхрдур, а 2 д + 7 / дхп+гду\ ( 6 ) 
где р = 1, 2 , . . . , п\ г = 1, 2 , . . . , q; q = m— п. 
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Чтобы прийти к формуле (5), мы установили две предварительные 
формулы и изучили потом граничную задачу для системы уравнений 
с частными производными. 

3. Допустим, что функции у(х, у), f(x9y) непрерывны в прямо­
угольнике A {х1<^х^х2, y i < y < # 2 } вместе с частными производными 
от ф 

сГср д 2 ^ - 1 ф 
Lcp d2P+Qt 

Ф . (7У 
дхг ' дх^дуР-1 9 дхР+ч^ду" ' дхр+«дур 9 V ; 

где р = 1, 2, . . . , п\ г = 1, 2, . . . , <7, и производными (6) от f. В этих 
условиях, полагая 

(— l)gdp<p/dxq = $ (8> 
и обозначая 
ьт-\-пс п ^m-\-ns. п дт-{-п с /г 

ЬФ (**>- '.<'•ку- Ь4 <*• *>-i **>: W(х" * - 1 «• »>• ,8'! 

мы доказали следующую формулу: 

№ дхтдцп * v } )У дхтдип * 

= 2 " Т 1 ( 2 , 2 ) f ( 2 , 2 ) - " Т 1 ( 2 , 1 ) f ( 2 , 1 ) - " Т 1 (l,2)f (1,2) + 
П—Г—1 Г А2—Г—1 Г П—Г—1 Г 

П—Г—1 Г 
+ * (l.l)f(l.l) 

/2—Г—1 Г 
1 уг 

П—1 Х2 

2 i\x,l) Пх,\)- Vix, 2)) {х, 2 ) 
П—Г Г П—Г Г 

dx-\-

25 
0 «J L n—r—i 

4> (1,*/) f ( l , t / ) - Ц> (2 ,y)f ( 2 , г/) 
r n—r—l r 

dy 

4(2,y) f ( 2 , у) — Ф (U y) f (l,i/) 
,/ m—j—i j m—j—1 

dy. (9> 

4 . Обозначим через Dk

t прямоугольник, определенный неравенствами 
x.<^x^x._^k1 yk^y<^Ук+1, и сопоставим с каждым прямоугольником 
Dki функцию ф* (х, у ) , непрерывную в этом прямоугольнике вместе со 
своими частными производными (7). 

Функциям <рЬ(х9у) при помощи формулы (8) соответствуют функции 
tyi(x, у). Применяя к каждому прямоугольнику Dk

t И к функциям 
Ф / f ( x > y ) формулу (9) и складывая полученные выражения, мы 
найдем основную формулу настоящей работы: 

_̂  m—l п—1 2п k 

п—1 т п 

2 2 2 А^г~^(х,уд + ^ 2 2 \ MuAx,yt)-f^j(x,yt)dx + 
r=d s=o д х дУ r=o /= 0 *=о ; ! дхдУ 

i=0 к=0 и 

л—1 m—l га 
э27 

я—1 л—1 т Vk-\-l 

2 2 2 \ NsXr{xs,y)—J-T(xs,y)dy + 
r=o k=o s=o а х "У 

У к 

q—1 п—1 т Ук+1 

1=0 к—о s=o 
2 2 2 ( - 1У \ P..i.k (*., у) d

d

x n + M d

f

y t l {х„ У) dy, (10) 
Ук 
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где мы положили 

Л0,о,г = "Фо (0, 0); Ат,о,г= - < _ х ( т , 0); 
, п—г—1 п—г—1 

As,o,r= $ ( s , 0 ) - i |>U(s ,0); 
n—r—i п—г—1 

п—г—1 п—г—1 п—г—1 п—г—1 

Л . / , г = ( 0 , 0 - t o - 1 (0 ,0; Л».*,г = — ( т , 0 + -фт"Л (m,ty, 
n—r—i 

п—г—1 п—г—1 п—г—1 
n—r—i n—r—i п—г—1 п—г—1 

A s , t , r = Ч>', (s, t)— ч » Ц (s, 0 - (s, о + ч£3 (s, 0; (11) 

я—г—1 я—г—1 п—г—1 п—г—1 
п—г—1 п—г—1 

Ао,п,г = — ' Ф о - 1 (0, я); Л т > я , г = ( т , п); 
я—г—1 п—г—1 

n—r—i n—r—i 

As,n,r = ^n

sZl (s, /г) - -фГ 1 (s, л); 
n—r—l п—г—1 

М1л,г (х, Уо) = Ч»? (*, 0); M / V , , r = - уГ1 (*, л); 

Mt.t,r(x,yt)= (ж, /) — ^ 1 (х,0; 
(12) 

я—г я—г 

#о,*,г(*Ь> У) = (0, t/); iVm.A.r = — (т , у ) ; 
Л—Г—1 Я—Г—1 

я—г я—г 

^ , * , r ( J t t , i / ) = -ф* ( s , « / ) - < - i (s,y); (13) 
я—Г—1 П—Г—1 

о о 
Л),/,* (*о,«/) = — Фо (0, у ) ; Ля,/,* (*т, # ) = ф т - 1 ( т , у ) ; 

/ / 

о о 
Л,/,/е (*s, У) = ф з - l (S, y)—<fHs>y)> (1 4) 

/ / 

( s - 1 , 2 , . . . , т - 1 ; 1 , 2 , _ . , л — 1 ) , 

где функция Ф(х, у) совпадает в каждом прямоугольнике D; с ф/(х, у). 
5. Формула (10) приведет нас к рассмотрению граничной задачи: 
Определить функции г|)* (х, у) уравнениями в частных производных 

д2п$/дхпдуп^0 (15) 

в и граничными условиями так, чтобы в правой части формулы 
(10) оставались лишь значения функции f{x,y) в узлах (я/, у^). 

Мы поставили следующие граничные условия: NStk,o{xS7 у) = 0, 

•M/,t$0(x, yi) = 0, Л8,^о (xs, yi) = Cs для s = 0 , l , . . . , m — 1 ; / = 0 , 1 , . . . 

• . . , и — 1; / = 0, 1 , . . . , т — 1; k = 0, 1 , . . . , п — 1; С\ — константы, кото­
рые мы определим ниже. Это приведет к уравнениям в частных производных 

* L - Е S e g . ( 1 6 ) 
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Далее мы добавим граничные условия Ns,k,r (xs, у) = О, Mifttr (х, yt) = 0 ; 
As,t,r (xs, yt) = 0 для s = 0, 1, . . . , т — 1; t = 0, 1, . . . , п — 1; / = 0 , 1 , . . . 

т — 1; Л = О, 1, . . . , п — 1; г = 1, 2, . . . , п — 1, что приводит к 
г /г 

^ (*. У) = Г(П 2 2 С* (X - Х а ) ^ 1 (у - y,f-\ (17) 
^ ;*J а = 0 3 = 0 

Чтобы определить функции <fk

£(x,y), интегрируют уравнения 

df^/dxq={- 1)4/ , (18) 
где ^ даны формулами (17) с граничными условиями Ps,j,k (*s» у) = О 
для k = 0, 1, . . . , п — 1; s = 0, 1, . . . , т — 1; / = 0, 1, . . . , q — 1, что дает 

t (*• У) = (OT-i!C-lV 2 2 CS (х - (у - к)"-1. (19) 
6. Вводя новые константы Amtt,0 = С ш , A s,«,0 = С?, Л ш > л , 0 = С т для 

/ = 0, 1, . . . , п — 1; s = 0, 1, . . . , т — 1, видим, что все константы С« 
определены новыми граничными условиями Mi,n,r {х, уп) = О, Afm>*,r (#m,r/) = 
= 0, Лн,/,л(*т> == 0 Для / = 0, 1, . . . , т — 1; k = 0, 1 , . . . , п — 1; 
у= 0, 1 , . . . , д — 1 ; г=\,2,...,п—1. В этом случае формула (10) 
СВОДИТСЯ к 

dm+nf т п 

\\ф(х>#) Jx^dundxAyz=z 2 ljC*f{Xi,yk), (20) 

и константы С\ определяются уравнениями: 
гп п 

Ц С * 4 . = 0, 2 ^ = 0 (5 = 0 , 1 m - l ; / = 0 , 1 , . . . , п - 1 ) . (21) 
а==о 13=0 

Из первых уравнений (21) получаем 
С/ = (— 1)г V (x0i х ъ . . . , Xi—if Xi+i,.. . , хт) (22) 

для г = 0, 1 , . . . , т\ k = 0, 1 , . . . , я, где %ь —»постоянные. Записывая, 
что все остальные уравнения (21) удовлетворены, мы получаем уравне­
ния для определения %k' 

п 

2 hy{ = ® (* = 0, 1 /г— 1). (23) 
З - о 

.Находим 
ХЛ = ( - 1 )* W (у* у19 . .., ук+1,. . . , t/J, (24) 

А 1 
и, выоирая л = 7 7 - -—г- , окончательно 

1 К ] V ( * b . * i , . . . , * w ) У(Уо>У1,...,Уп) 

а это доказывает, что правая часть формулы (20) совпадает с разделен­
ной разностью порядка (т,п) в узлах (xhyk) функции f{x,y). Таким 
образом, формула (5) доказана. 

В следующей заметке мы докажем, что функция Ф (х, у) формулы (5), 
которая обращается в нуль на сторонах прямоугольника D, имеет 
постоянный знак внутри этого прямоугольника. 

Клуж Поступило 
Румынская Народная Республика 25 IV 1961 
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