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SUR L’ANALOGUE DE LA METHODE DE TCHEBYCHEFF
ET DE LA METHODE DES HYPERBOLES TANGENTES.

par
BELA JANKO

a4 Cluj

Dans ce travail ont ¢été élaborées des méthodes d'itération pour la
résolution des équations fonctionnelles nonlinéaires P(x) = 0 qui s’appli-
quent dans des conditions larges, sans supposer I'existence des dérivées
de Fréchet ou Gateaux de l'opération P. Ici la dérivée a été remplacée
par une certaine différence divisée du méme ordre. En ce sens nous avons
construit l'analogue de la méthode de Newton [I]. Pour engendrer les
méthodes d'itération traitées dans ce travail, nous considérons la formule
d’itération générale de la forme

(1) A xn+1 = ‘IJ.R(P; x", xn—ll xn—z);

ot 'approximation x,4; ne dépend pas seulement de lapproximation .

% comme d’habitude, mais elle dépend aussi des approximations précé-
dentes xp_;, Xp—o. L opération ¥, dépend encore de P et de ses diffé-
rences divisées. Remarquons que dans notre travail nous n'utilisons pas
Vinverse [P'(x,)]”" de la dérivée de P(x) ou d’autres inverses de cette
nature. Nous mentionnons que les opérations qui interviennent ici ne sont
pas en général bornées en norme. Dans certains cas nous supposerons

quils ont une borne inférieure (ou supérieure).

Le but de ce travail est de construire les analogues de la méthode de
Tchebycheff [2] et de la méthode des hyperboles tangentes [3]. Nous
voulons aussi montrer que ces méthodes et aussi 'analogue de la méthode
de Newton ont une source commune. Nous étudions encore la convergence

de nos procédés.

1. Soit X un ensemble de fonctions réelles définies sur un intervalle
(fini ou infini) qui forme un espace linéaire demi-ordonné. Nous disons que
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pour les fonction x,(f), %(f) e X a lieu la relation %, <%, si #() < x,;
pour !:outes les valeurs de ¢ dans l'intervalle considérée. Supposons encgr)
que P'ensemble X satisfait les conditions: a) %,eX, %e X = %%, X ei

b) x>0= gl X. Considérons i'équation fonctionnelle P(x) =0, ol 'opé
ration nonlinéaire P est définie dans I'espace. X ayant ses valeurs apse;
en X. Nous introduisons la différence divisée d'une maniére analogy 3
celle du cas habituel : SHE &
P(#,) — P(#)

[%0 %15 Plx] =
X —

ot on suppose que x,<  &;. La diffé ivisée d’
I o1 % 1- La différence divisée d’or a
définie sous la forme dre 1T peut étre

[ %y Sy oy Plae] = e 1§ Fil] = [y 4 Plal]
¥ — Xy

pour x5 < x; <7 x,.
Considérons 1'opération

Oo(P; 2, & 0 0) = 2 — WP(x) — M(x — E) P(x) — aP2(x),

ot £, 4, { sont certains élé :
. of éments : £ .
it : de X choisis ultérieurement et ot les rela-

d=X(P;E Y, M=NP;Emn ), A= 0(P; &9, Q)

seront déterminées aussi dans ce qui suit

. [&0;Pn/x] =0
alors il résulte que

g = 1
)= 3
Pipe [E. 9; P/
Ainsi le procédé d’itération .
() - | XY

) Ynt1 = O (P; %, &, 1, {)

représente l'analogue de la méth
choisissons £ = x,, % = x,_, alo
ximations supérieures i

od ‘
o sndebg.\Tewton [1]. En effet, si nous
obtient le procédé pour les appro-

;ﬂ"r'l = ;,i s 1 -
g S I
[:Vn. x'l—l; p/x] P(xﬂ)
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et si E=Xn N= %y, nous retrouvons le procédé pour les approximations
inférieures 1)
1
P(xn)

X = Xp — —= n
_.rl+1 _’1 [xr' xﬂ; I;Ix] ot

4. Si nous avons A, =0 et imposons les conditions

IE_,. f‘,(bn/X] = 0; [E;: "J! C: (Dﬂ/x] = O'

alors il résulte que
1 (E, 1. §; PIx)(P(E) + Pn))

hg =
¢ & Plal =

b _Lﬁ_.i_:)_.’_’ﬂ ot D=8 4; Px) [& ¢ P[x]{C n; P/x].

(1) représente l'analogue de la méthode

Dans ce cas le procédé d'itération
¢ = xp_p alors on obtient

de Tchebycheff. En effet, si &= Xny
l'itération pour les approximations supérieures

= Xnp—D»

= —_ 1 —
X = Xy — — P X -_
n+l " G ey PR (%n)

X -_.2; P/':V_]_{)En—l) P(?n)

(%, %
(A *n—1 *n

G wny Pl #pgi P11 (g Fg—pi PI%)

et si £ = x, 1= Xn_1 — %, alors nous avons l'itération pour les
An | n—1 n—2

approximations inférieures

1
= Xp— — P(xn)—
Xnt1 = %n s Pjx] (—")
(27) . 7 T P
N, o A 4 x o
ki = Ln x’l_l n—2'" - = P(xn—l) P('UH)
%y %y Pl#]1[Fn #p_2’ Pl#)l#g—g #p—1: PI7] P

THEOREME 1. Supposons remplies les conditions
1° P(xg) < 0 < P(xy) powr %o < %o
9° 0 < [y, %y Plx] < + 00, 0[5, %y %35 Plx] << 4 00

pour tous les éléments %, < %y < %3 < %4 0L %y, Xy, Xy, Xy € [X_y, X—q],

1) Nous remarquons que dans ce cas Popération @, ne dépend pas de L.

e
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3° P(x) est monolone-continue sur le segment [xy, %)] C [x_, 7
it X_y, X, Xy, Xy Sont des approximations initiales, -
4° les approximations Xpyy, Xpyq sont calculées par les formules

—_— — 1 —_

X =% ———— P(x
R A=) o)

X, = X L
Ml == g T —
- - [fu: ¥o; Plx]

P(x,)
pour n = 0, et pour n =1 on utilise les formules d'ilération (2), (2

ro

5° 0 < L% 6y, X3, %4;Pn [%] <<+ co pour lous les éléments iy X
X3, Xy, qur apartiennent aw segment [%_y, %] et qui sont ordonnés de la
maniére swivante : X, << %, << Xy < By

y 2 . »
alors Uéguation fonclionnelle admet wune solution unique  x*  pour
laquelle nous avons les propriétés

»

(m) £1'1'<f"+1<x;i= <-1_'n+1<:'\_‘n
(8) ¥ = (o) —lim %, = (0) — lim % ol a*.l+ =
( Pl (0) "]1:120 Xy ot a¥fe [;\,0, 2y L

Démonstration. a) I, existen ‘unicité

nstra ; ce et I'unicité de i 2

de la propriété suivante [1] (Théoréme 3) 2 solution résulte
Si les conditions 1° — 3°

mations x5, .?;H_

’ du. théoréme 1 sont remplies et si les approxi-
1 sont déterminées par les formules d’itération

- ’ 1 -
2’1’1+1 =2’n———_.—~—P(x')' 4 ! 1 o
T =1 m = \An/ xﬂ+l = —r —_—— !
L %t B} T G B L)
ayant x; = x;, x} = x, fls A
(ayant #i = x;, xf = & pour i=—1, 0,1), alors il existe une solution unique

% ¢ (%, %] pour Téquation P(x) — 0, op

(3) ¥ = (0) = lim 1t — im a
i 0=

et

(3" Zn < Fipr <2 < xhy, < 7.

=1 x.—-l],
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b) Démontrons l'inégalité (oz) I1 résulte de la formule (3') que

Xo < X < &° <%y < %
{100 1isd

puisque les formules (2), (2) entrainent les inégalités x, << %441, ¥ny; << ¥n
pour chaque % = 1.

Nous introduisons la mnotation ®4(P; x, ¥y, Xn_1, Xn—p) = Z,('\:) qui
peut étre écrite sous la forme.

[n(x) = [u(xa) + (v — Tn) [3-';:; ;n—l ; EI/T] +
+ (-" —;n)(T - ;ﬂ—]) [;n- En—l; 5"_1:—2; /T:;/'\’} +

+ (¥ — },,)(1’ = ?,,_l)(,\‘ = ;n—z) I;n ; -‘—\:n—l; En-—?: T :711/5"']- .

Pour x = x* il résulte de cette formule que
() ¥ —xgpy = (&% — 20) (2" — 2=} (** — X2} [¥n, Xpmt, Xn2z, T [uf %],

parce que x* = f,(x*) et Xnp1 = Jn(%n). En tenant compte de la condition
5% et de la formule (4) nous obtenons x* < x,,, pour toutes les valeurs
de #=>=2. Si on utilise la notation @,(P; x, Xn, Wi 97,1_2) E_/,,(x) nous
obtenons de la méme maniére l'inégalité x,.; < x*. Ainsi nous avons
démontré les inégalités («). v

Tes relations (B) résultent facilement de la formule (3) et des iné-
galités

xn < Xp < X* < X < Xn.

En effet, en tenant compte de (3) et des inégalités x; <Z %y < ap il résulte

que x* = (0) — lim x,. Les inégalités xy < xp < x, et (3’) prouvent de
A . ; n—yw . 3 - ’ & ' . » » »
la méme maniére que x* = (0) — lim x,. Le théoréme est ainsi démontré.
n—»®
Observation. I,a condition 5° peut étre remplacée par 1'inégalité
0> [, x,, X3, %, ;) P|x] > —oo pour chaque % <x, <% <x, ol
Yo Xy, X, Xy € [%og, Xl ey il A SRMRSeE %

€)39°44 2 y i HE D '
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4. Considérons le cas A, = 0 et imposons les conditions
[E,7: @21 =0, [E,n, T Qu/x] =0

alors nous obtenons

[El 'f}? Pll"'] [4’", 7)- C: PI‘T]
}. P ——— }‘1 = —-—
? ‘Dl Dl

D, = [& n; Plxln, ¢; Plx] — [E 0, C; Pla].

Si nous choisissons £ = x,, { = x,_; respectivement £ = x,, { = x,,
alors on obtient des itérations pour les approximations supérieures res-
pectivement inférieures, analogues a la méthode des hyperboles tangentes

['0' x"-—-l: P/xl
(e 3 PI1DY: %, 3 Plel — [, %,y 5 Ple] Pl)

P(x,)

(~') : I"ﬂ+1 = x_n -

5 [, %3 P
GO SPR RS . i S P(x)
- = Dy PIFI, 2yl Plx] — [%, 0, #y; Pla) P(y) -

ou 7 et 7’ sont des approximations inférieures quelconques; en particulier
elles peuvent étre choisies de la maniére suivante : N o=y N = Epds

_THRORBME 2. Si les conditions 1° — 39 du théoréme 1 sont remplies
et si on suppose de plus que

o) les iférations Xnii, Xngr Sont oblenues par les formades

— o 1 _
X =%, — ——

1 (] o 7 Pla] P(xo)'
f=Ay= - P(x,)
s [%, %3 Play = =0

pour n =0, ei pour n =1 — par les Jormules (5), (5

B 0= [%1, %5, %a, %45 Onf2]>—00 pour tous les éiéa;wnts Xy, Xs, Xn, Xis
qut apartiennent au segment [f—-l. x_,] et qui sont ordonnés de léa Ha’na?f;?fé"e
SHSURALE S - dy <, Yo < Fy <%y, alors Véquation - fonctionnelle P(x) =0
admel une solution umigue x* €%, x,] ot * i R
= (0) — lim x, et LR LR L —111—1:1; =k

Fn < Zpp < 2* < Xy < Xy,

La démonstration est analogue & celle donnée pour le théoreme 1
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Observations I. En comparant cette méthode avec l'analogue de la
méthode de Newton nous pouvons montrer facilement par des calculs
directs, que l’analogue de la méthode des hyperboles tangentes converge
plus rapidement, c'est-a-dire qu'on a les inégalités xp,) < &py; et

Tna1 << Fntt-

II. Nous pouvons mettre en évidence que, dans le cas olt P(x) désigne
une fonction d’une variable réelle, alors les méthodes établies ci-dessus
sont plus avantageuses dans les calculs numérique que la méthode clas-
sique de Tchebyscheff et que la méthode des hyperboles tangentes, méme
quand P(x) admet des dérivées. Fn effet, si on utilise ces méthodes, on
doit calculer les valeurs de x,, P(x,), P'(x), P"(xa), alors que si on utilise
nos méthodes il faut calculer seulement les valeurs de x, et P(x,). Ces valeurs
étant connues, les différences divisées indiquées dans les formules d’ité-
ration (2), (2) respectivement (5), (b') peuvent étre calculées facilement.

I1I. I résulte de I'étude de la convergence de ces méthodes que la
rapidité de convergence peut étre augmentée sans supposer l'existence

des inverses.
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