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AL
Let us admit that f(x*) << 0 at somme %€ (0, 1); then it follows from the
continuity of f(x) that, if 8, -0 and » is sufficiently large, there eXists
C >0 such that ["(x) < — C for all xe(a*— 35, 2*+ 8y).
Putting
1
8" = H T, Pk ——1 (

F, = max |f'(x)]
C\’ x€[0,1)
Y, (%) Y M Py Y (x) = Y B,
- x|<6n Ii’:- —x|< &,

n

o) 2t —

we obtain by the well-known inequalities (see, for instance, 2], p. 6)

’ Cl — 2*)(x* - 3))
x* n o
L) < 2n(n + 1) lk L Pe (<),

- —x‘|< b

(1 — F,
8n(n + 1)y/5

| ¥, =<
Since
lim 2 P,=1,
n—poo |Tk!""x‘[<§n

it follows that for all sufficiently large »

L,(#%) > | 5, (#9)].

Hence then

X, (2%) + ¥, (x%) = Brii(x*) — By(x*) >0,

which is a contradiction,

convex in [0,1]. Therefore "(x) 20 in [0,1], ie f(x) is
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UN CRITERE POUR DECIDER SI L’'INTEGRALE D’UN
SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON-LINEAIRES EST BORNEE

par
I. MUNTEANU

4 Cluj

Dans le présent travail on donne un critére pour décider si au moins
une des intégrales d'un systéme donné d’équations différentielles non
linéaires est bornée sur tout l'axe réel —co < { < + co. I,a méthode
de démonstration est basée sur le principe topologique bien connu de
T. WAZEWSKI [1] et sur les recherches de B. P. DEMIDOVITCH [2] ; un des
résultats de ce dernier s'obtient comme cas particulier du théoréme
démontré dans ce travail. ‘

Considérons le systéeme de #n équations différentielles non-linéaires

dxy

= = A%y By =005 Bp)  plls Xy Hyy oo vy Ty
41;_2 = Ay(%1, Xg, ..., Xp) + @a(l, %y, Xy, + . -, Xn),
2
dx
__d_F = /lp(xlr xg: ooy :"’p) + (Pp(tr xl: xz: Py xn),
(y 1 @
dx
% = Bl(xp-l-h Xpt2s « v xﬂ) + (PP+1(t-v K1) Xay v ooy xn):
dx )
—:3—4-2 — Bz(xp+1; Xpi2) s .'Y,,) + (Pp+2(t' X1y Xy ooy Wn),
ax

| Ttn = Bu_p(%p+1, Xpt2r - -+ %n) + @nll, X1, Xy .+ ooy Xn),
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zh les fonctions A;, B; et o (1 =1,2,...,9;7=1, 2 n

=1,2 n;0=p<mn) sont défini i Spectivemen
2, ...,n0==dp<n ies et continues respectiv 1

dans les domaines ResHvement

p n
D, : ¥ a2} <oo, D,: ¥} <oo et Dy XD [ =
igl ‘ i |'=EP:+I ' i g Bl Tl e

;ous stulipos_er.o?s de plus'q_u.e certaines conditions sont remplies i
sm:s_n unicité et la possibilité du prolongement des intégrales Wl
Nous allons introduire les notations matricielles ° '

[ B ] ]
! 1‘10 : “.: il
o il O e i oriz | P
!' ' T , ? q)d = i ’ (])a == . ) b = } ‘E
ﬁ : | !
i M
| AP |B"—P ®p @n E; ’ !
l !
ii *1 1 Ypt1 ! ’ i
x_ﬂ s Xs x””fi &
o I Rl I EO B N PR
0 . 2 i
R - . '
|

I - by LN &
€ systéme (1) s'écrit alors plus brievement

I

A(E) 4 O,(¢, x),

R

(2)

rm— e Sy e s

S
fon

= B(q) + @, %),

E »
g

) :
G
() g
2 = B(y)

Dans I'espace idé ; '
euclidéen E° 3 :
: o a s dimensi s
distance de I'origine 00,0, ... 0) au e;)lsilg::ls];}ous désignerons par @; la
(xl’ x2, caay, xs)

Ps=v_5?2_—'2~—'\—
e N I
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Considérons dans un espace quelconque deux ensembles 4 et B, tels
que A C B. Soit P un point de cet espace. On dit qu'une application @ =
= TP effectue une retraite de B dans 4 si elle est continue dans B et si

T(P)e A, quand Pe B,
T(P) = P, quand PeA.

gi une telle application existe, 4 s’appelle un retrait de B.

Dans Uespace E° considérons la fonction U(xy, ..., ¥s), continue et
définie positivement et a dérivées partielles continues. ILa surface
U(xy, X2 , %) = a, olt a est une constante positive, est homéomorphe
3 la sphére X: xf + a8+ ... + 42 = 1. Nous désignerons par D l'en-
cemble des points (X, X5, ..., ¥s) pour lesquels U(%y, %5, ..., %5) = @
et par F la fronti¢re de cct ensemble. :

Lemme. La frontiére I a’esl pas un retrait pour I'ensemble D.

Démonstration. Nous allons supposer le contraire, c’est-a-dire qu'il
existe une application Q = 7(I’) qui effectue une retraite de D dans F.
Puisque F est homéomorphe a la sphére, soit 'R = V(Q) l'application con-
tinue correspondante qui transforme la frontiére IF dans la surface de la
sphere ¥ :x} 4 a8 + ... + ¥2 = 1. Soit maintenant S = W(R) l'appli-
cation qui fait correspondre & chaque point R e X son antipode S e 2.
Cette transformation est évidemment continue. 1/application

S = W(R) = W(V(Q) = W(V(T(P))

est continue dans D et transforme l'ensemble D en une de ses - parties.
Mais cette application n’'a aucun point fixe, c'est-a-dire aucun point
jouissant de la propriété P = W(V(T(P))), ce qui contredit le théoréme
bien connu du point fixe de BROUWER [3].

Considérons le systéme de s équations différentielles

% = Pl(x]- Xay -+ s xS)’
5 dx.
2 — 1 “aey Xs)s
(5) dt P‘B(A'l’ x'_)_) S)
dx

—-[-z—:- = Ps(x]; Koy ¢+t xs)-

qui, 3 l'aide de la notation abrégée P = (P, Py ..., Py), s'écrira de
a maniére suivante

(5 A Plx)
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Nous introduirons deux définitions relativement au systéme (5% .

Premiére définition. Nous dirons que le systéme (5) jouit
de la propriété L+, 'il existe une fonction U(xy, %, ..., %) définje positi.
vement et des constantes positives 4, H , 29 de telle maniére que l'op ait

(grad U, P) = ke, et |grad V| =< Hes
pour g5 > e

Deuxiéme définition Nous dirons que le systeme (5’) ‘jouit
de la propriété L-, s'il existe une fonction V(x,, x,, ..., %s), définie positi-
vement, et des constantes positives %', H', 09" de telle maniére que
I'on ait

(grad V, P) << — n'p, et |grad V| < H'p,
pour p,> p@'

Nous reviendrons maintenant au systéme d'équations différentielles
(1), écrit de maniére abrégée dans (2). Nous démontrerons le théoréme
suivant _

THEOREME. Supposons que sont remplies les conditions suivanites, con-
cernant le systéme @’ équations différentielles (2).

1° Le Systéme générateur (3) fouit de Iq propriélé L+, et le systéme
générateur (4) jouit de Iq propriéié

2° 1l existe les nombyes positifs

e, ¢, H, H,, p ¢

de telle maniére qu’on ait

1P, (t, %)| < Hipg*, (o, x)

| < H' e},
pour
=V X . T == * \/ B
Pp—v-r1+---+:\p>PJ P;——— x12.‘l+l+"'+x’2’>p
et '

alors le systéme (2) a au moi
c’est-a-dire il existe oy MoTns y
¥ = x(8), qui salisfait 4 g con

ns une  solution
n point x ¢ D
dition x| 0)

bornée sur - tout Paxe réel
1X Dy de telle mani pye qute I'intégrale
= X, 5017 bornde pour — oo < t << 0.

.
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nsidé ot 0< p< n.
Démonstration. Nous considérons d’abord le cas : P
: ‘ ' ’ = EF ) le domaine
Nous envisagerons dans l'espace E"= E" (&, 1)
No ,

g ={U(E) < a V(n) < a}

i i du domaine g
la valeur sera précisée par la suite. La frdc:sltlsf_frefa.ges e
don‘? rmée des parties correspondantes vy, et v, |
0 TEY . " s
?/S(tq) = a, de la maniére siuvante
I e ’

Y= 11U Ya

ot
v ={U(E) = a, V(1) >a}

el )
Yo = (U(®) S a, V(n) = a}

Nous désignerons par
G=1{(E neg, —oo< i< + oo}

i i . La surface

' 1 ) construit sur le domaine g =

un tube dans l'espace Et (¢, 5‘, qs)ert svifiosmsent. de frogtide gu U8
={(& ey, —oo<l< ooy

maine tubulaire G.
Nous noterons

'=T;UTl%

S

ou

” 60, ) & —co<l< 4 oo}, To={(E ) ey — o0 <t < oo}
1= ) 1’

: o

i 1 est un point de so‘rt1
il HpEkIeIens QUE Rt pom_t Qulle; o o Ez{;;ons conflgrmément ala
stricte du domaine G. En effet, si Qge I'y, nous

premiére équation du systéme (2)
Loy X))
AWQd) _ (grad U(Z,), A(&p)) + (grad U(Ep), Dalto, %))
dt |
cowski i ondition

T t te de I'inégalité de Cauchy-Bounyakowski et de la con
‘enant com :
2° du t11éor§me, nous obtenons

l(grad U(Z,), Dall xo))ll < |grad U(Ey) |- [Pally %) | < H.H,9p
-0/ '
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Utilisant la condition 1° du théoréme, nous avons

T = hep—H.H, ¢ ™= kpp(,_ﬂf_x . L).

h pp
Choisissant ¢, > max (¢, p) suffisamment grand — et pour cely 1
e
nombre a devra étre suffisamment grand — nous obtenons 1 Haelly 4 =~ 0
d’ont il vient ’ L J
au
{Qo) = 0.
dt

Puisque V(Q,) < a, il résulte évidemment :
de sortie stricte du tube G. que le point Q,

; i 5
; 1, (1))11 démontre de maniére analogue qu'en chojsiss
¢ ncmbre g p i 0 1 .

pour chaque point Qg(t, &, 710)

est un point

ant convenablement
el nous avons I'inégalité

av(Qg)

g <0

le point Qg ne peut donc étre un point- de sort

(0)
o An )y
o €t 71, jouent le réle de parameétre

é\’idem t 1 a1 4 ¥ rqqe

est Parnzi:)llllsélqlliltetl?;lel}lélili%;:)?ge C}jﬁ Elelhpsoiqe U(E) < a. L’ensemble zN I,

cation retraite sur I'ensemble ( T)‘= a. L'ensemble I'; admet une appli-
1

il suffit qu'a chaque point o b » pour effectuer une telle application
olte & 1p) €2NTIy. Conf (,’ <, Nel; on fasse correspondre le point
;ation retraite de 11"(211ipso(i)crlf-':neftlre nt' %l(g)emme' il n'existe pas d’appli-
ar conséquent, il n’ex; e L =a sur sa = a.
l'ensembleqz N P1I- %IE:;;St:l ol Ik application retraite dsull:zl;eenggf)z sur
i ([l ], on peut pour toirtsg;‘?s’;é}’n‘*“g du principe topologique de Wa-
= ¢(ty, n,) d o € de nombres (¢ i aleur

0 o No) de telle maniere que lintégrale eio(rtxgésyllaogn.ccﬂ(::iler et

définie par les i .. _
o f 5 AB ?lor!f%lfmns Initiales |, — Ill, soi "
Situee a l'intérieur dy tube fern;:; il wll SOt pour {>1¢, entiere-

Par conséquent, i] ey r=6GYr
e » 1| existe dang 1’
pParamétrique PR > L espace 3 _—
que Mn—p d'intégrales du sss‘tén?exlzcrf)' .+ %5 une famille (7 -;1’230
<) bornees pour f— ’
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-

En remplagant ¢ par —f, nous obtenons le résultat que dans l’espace
Q% % - -+ %n existe également une famille p-paramétrique My d'inté-
grales du systéme (2), bornées pour {—+ —oco.'

Nous considérerons maintenant l'espace Otx; %, ... %, et nous désig-
nerons par Sp,(m =1,2, ...) lintersection de I'’ensemble des intégrales
du systéeme (1) qui sont bornées pour ¢ — -+ co et qui appartiennent au
tube fermé G pour —m =<<{< 4 oo avec l'hyperplan ¢ = 0. Conformé-
ment 4 ce qui a €té démontré, 'ensemble S, n’est pas vide pour aucun
m et nous avons

L b P DR T T

Fn vertu de la propriété de continuité des intégrales par rapport aux
conditions initiales, les ensembles S, sont fermés. Il existe donc le point

— 0 m— O . . + . . * e =

v €[) Sm. L’intégrale x = x(f{) définie par la condition initiale x(0) = «
m=]

existe évidemment pour toutes les valeurs de { de l'intégralle (—oo, oo)

et est entierement contenue dans le tube fermé G, c’est-a-dire qu’elle est
bornée sur tout 'axe réel — oo < { < oo.
Par conséquent, il existe au moins une intégrale

x = x(l)

du systéme (1), bornée sur tout 'axe réel infini — oo < £ < oo, et la valeur
du diamétre du tube G, dans lequel cette intégrale est située, dépend du
choix du nombre 4. Il existe donc le nombre positif 7, = 7,(a) de telle
maniére que l'on ait

[a(l)] < 7o

pour — oo < I < oo.
Les cas p = 0 ou p =n conduisent i une démonstration analogue beau-
coup plus simple et les conclusions du théoréme subsistent cette fois encore.
Le théoréme est ainsi entiérement démontré.
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