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Si nous posons lp=0, ;="Fk +k + ... + ki +n, =1,2, ..
nous avons ¥, lLr:zj,r=1,2,...,kj, 1=1,2,...,p et P =1,
it :

)

-

() VS VS S Yk < Vi
7:1,2, ,1) —1.

"Mais, d’aprés le théoréme 6, la différence divisée [xy, x,, ..., x,,.,: 1l
est une movenne aritmétique généralisée (avec des poids f)ositifs gﬁ;e
nables) des différences divisées

(8) Wi Vigr -+ Vienads [l =12, ..., m(p—1) +1.
AL '

Ces différences divisées jouissent de la propriété que leurs noeuds
sont tou_]om's compris dans le plus petit intervalle fermé contenant les points
2? c_[]u au péus untde ces noeuds est multiple, avec un ordre de multiplicité
=k, les autres étant simples (les différences divisé i
= ples ( 7 visées () sont donc bien

Si les différences divisées (B) ne sont pas toutes égales, on peut trouver
(au moins) une dont la valeur est < C et (au moins) une dont la valeur

est > C. L'existence des noeuds distincts x; vérifiant ’égalité (41) s’établit

alors comme dans le cas 1 du nr. 18.
muneSleI:stJf'fefences d1v1§,ée§ (B) sont toutes égales, alors leur valeur com-
g r)S . et e]er)mme 2 resul’ge en prenant, par exemple, X; = Yi+i—1
[ I'il’ .»m 42, qui sont bien # 4 2 points distincts du plus petit
ervalle fermé contenant les noeuds ;.
ﬁe 1emmg 2* est donc démontré.

facon S?Etf%?]e-d? voir que les lemmes 2 ét 2* sont équivalents. De cette
tion dit manulml-iiees les quelques fautes typographiques et de transcrip-

; scrit qui se sont glissées dans la démonstration du lemme 2%).
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gne § k1+kp>2 au lieu de %, + %, > 2
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EINE BEDINGUNG FUR DIE REGULARITAT DER
GEWEBE

VoIl
F. RADO

Cluj

1. Wir schliessen uns an die Arbeit [2] an und fassen die abstrakten

3-Gewebe als Quasigruppen auf?).

Alle I-Isotope (d.h. Isotope die I.oops sind) einer reguliren Quasi-
gruppe sind einander isomorph, aber das Umgekehrte gilt nicht : aus dem
Isomorphismus aller I-Isotope einer Quasigruppe folgt nicht die Regulari-
tat. Dies legt es nahe zu fragen, wie man die Bedingung des Isomorphis-
mus aller I-Isotope so verscharfen kann, dass man eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Regularitit ciner Quasigruppe bekommt.
Wir brauchen dabei nicht die Gesamtheit der I.-Isotope ins Auge zu fassen,
es geniigen die Loop-Haupt-Isotope, denn jedes I-Isotop ist mit einem
I.-H-Isotop isomorph. Eine Antwort auf dic gestellte Frage ist im Satz 1
gegeben. Aus diesem Satz folgt ein einfacher Beweis fiir die Gleichwertig-

keit der Reidemeister-Bedingung mit der Regularitét der Quasigruppen.

Die im Satz 1 enthaltene Bedingung ldsst sich auf abstrakte raumliche
Gewebe verallgemeinern, und die &quivalente Reidemeister-Bedingung
fihrt zu einem raumlichen Schliessungssatz. Die diesem Schliessungs-
satz geniigenden raumlichen Gewebe enthalten als Sonderfille die in [5]
eingefithrten drei Arten der reguldren raumlichen Gewebe,

9 Wir wollen hier einige der Begriffe und der Resultate aus [5] zusam-
menfassend vorausschicken.

Unter einem r@umlichen abstrakien Gewebe wird eine nichtleere Menge
verstanden (deren Elemente die Punkte des Gewebes genannt werden)
zusammen mit vier Systemen von Teilmengen (deren Elemente als die
Ebenen erster, zweiter, dritter und vierter Art bezeichnet werden), wobei

1) Zur Theorie der Quasigruppen und der Gewebe s. [3] und [4].
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die folgenden Eigenschaften zutreffen : 1) Jeder Punkt gehort
einer Ebene der vier Arten an; 2) drei Ebenen verschiedener A
genau einen Punkt gemeinsam. Zwei solche Gewebe heissen
wenn die Punkte und Ebenen der einen auf die der anderen mit
der Inzidenzen umkehrbar abgebildet werden kénnen.

Die Menge Q zusammen mit der terniren Operati
heisst eine N-Algebra, falls die Gleichungen f(x, b’pc) =1§n ‘/&Z (%, y, 2)
fla, b, z) =d je eine einzige Lossung in () besitzen (a, b A = Y, ¢) = d,
bezeichnen diese N-Algebra mit (Q, f). Gibt es ceQ so dase € (). Wir

genay je
.rt habEn

Zsomoyph
Erhaltuné

f(x.e,¢) = fle, %, ¢) = fle, ¢, %) = x,

so heisst (Q, f) eine L-Algebra und e sein neutrales Element.

(Q,f) und (R, g) sind isofo
el af;f ey dfs,swenn es sqlche umkehrbare Abbildungen

g, B, 2v) = f(x, 9, 2)8, x, 9, z¢ Q

Xo i : .

,E;Ieicgezie:;hﬁe: Idan}%) Bl}d von x be1- der Abbildung o). Wenn ein Isotop zu-

g Af)bﬁfi ura 1st(,1 dann heisst es ein L-Isotop. Ist R = Q und § die

. sowohl I-Isoto ng, dann haben wir ein Hauptisotop. Ist ein Isoto
P _wie auch Hauptisotop, dann bezeichnen wir es als ehr:

L-H-Isolop. Im F =
. fiber. J'ed?e&s Isotosliein:r_N?ATée.\l’): _Stgght die Isotopie in Isomorphismus
isotope. Die durch die Formel 15t 1somorph mit einem seiner Haupt-

1 . flx, 9, 2) = Ff(, b, ¢c), {(a, y, c), f(a, b, z)], a., byce(

bestimmte O i .
besti; peration F stellt ejn -
in che_s;r Weise simtliche eﬁ?}% o
Q variiert. Das neutrale Eleme

> %’sotop von (Q, /) dar, und man bekomimt
otope von (@, f), wenn man a, b, ¢ in

1 lej 5 3 g

b?-re Abbnldungen ‘ng 1Chmacht1g?_ Mengen sind. Wir wihlen die umkehr-
(£=1,2,3,4). Dann kgn L 1-ter Art auf eine und dieselbe Menge ¢
einzigen T nen wir zu den Elementen x, v,z von @ den
Ebene vierter Art, die di:snkt der Ebenen pons oy Z‘P;l zuordnen; die
i en Punkt enthilt, soll mit £, bezeichnet werden.
’.ZI'IZ g?s glement E, @, von Q zuordntlalg:
N, die ¢ zu einer N-Algebra macht-
I e

N-Algebra. Man finget gs,ol'l %: variiert, dann entstehen alle Isotope dieser
i €ine em—elndbentige Beziehung zwischen en
ewebe und den Kl der Isotopen
N-Algebra (0, 7 ei die e n
des G , 1) ein entsprech ser Zuordnung, zu einer gegebent
es Gewebes sind die oo oicndes Gewebe in folgender Weise : Die Punkt®

1e 5 ’
gecrdneten Trlpel (x’ ¥, Z), wo % EQ, y EQ: z 601 dje

e t——— - - i
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vier Arten von Fibenen sind die Mengen von Tripeln, die den Bedingungen
% — a bezw. y = b bezw. z = ¢ bezw. f(#,, z) = d geniigen. Wird kein
Unterschied zwischen den isomorphen Geweben gemacht, so wird die

Gesamtheit der rdumlichen Ge
tion erschépft. Wir konnen also die Gewebe schlechthin als-N-Algebten

auffassen, wobei die isotopen N-Algebren als jdentisch zu betrachten sind.
Wird in f(x, v, 2) z fixiert, so erhalten wir die Quasigruppe (Q, °)

xoy = (%9, %)

Die CGesamtheit der I.-H-Isotope aller dieser Quasigruppen (z, durch-

liuft die Menge Q) ist identisch mit der Menge der Loops (x,9) > F(x,y,¢ep),

wo F alle I,-H-Tsotope von (Q, f) durchiduft. Es folgt hieraus, dass, bei
jeder Festhaltung von z, das rdumliche Gewebe dann und nur dann in
regulire 3-Gewebe {ibergeht, wenn F(x, ¥, er) assoziativ ist, und in stark
regulire, wenn F(%,%, ¢g) = F(y, %, ¢r) ((Q, F) ist ein willkiirliches L-H-
Isotop von (Q, f))-

Die N-Algebra (Q,f) heisst I-zerlegbar, wenn

/(x' ¥ Z) = XO(y.Z),

wo o und e Quasigruppenoperationen auf @ bezeichnen. Die Schliessungs-
bedingung

(Z,) flxy, y1 21) = (%1 Yor 22) = H#e, Y1 21) = [(%a) Yoo 22)

ist notwendig und hinreichend fiir die L-Zerlegbarkeit, ebenfalls die
Beziehung

(2) ZI(x' 6' y) — F(x, y.v e)x

wo F die Operation des willkiirlichen I-H-Isotops von (Q,f) ist und
e = ¢p das zugehorige neutrale Element. Ebenso definiert man die 2-

und 3-Zerlegbarkeit. Die ensprechenden notwendigen und hinreichenden
Bedingungen lauten : fiir 2-Zerlegbarkeit :

(Zs) - f(#1 Y1 21) = f(%a, Y1, 22) = (%0 Y 21) = [(%2, Ya) 22),
oder

(2" . Fle,xy) =F(y, %, ¢);
fiir 3-Zerlegbarkeit ; -

2y 0 y1 21) = [(%a, au 21) = H(%g, Y1, 23) = Kty ¥, 25).

webe mittels der vorstehenden Konstruk- .
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oder

@) " Fle, 5, 9) = F(%, &, 9).

Die N-Algebra (Q, f) heisst 2-reguldr, wenn sie mit (%,9,2) >«
isotop ist, wo o eine Gruppenopergtion bezeichnet. Dann ist . oaf)l/loﬁ
mit (x, y, z) = zoyo%x isotop, aber in ‘Allgemeinen nicht mit (a;’y 2) C_,

—>9yoxoz und %ozoy. Trifft einer dieser letzteren Tille zu, so heisst ©. 50

I-bezw. 3-reguldr. In [6] wurde bewiesen, dass fiir die 7-Re it

die Bedingung Z; & Zy notwendig und hinreichend ist (7, §, % ist eiglllelairl;te?t

mutation der Zahlen 1, 2, 3). Dazu wurde die von j. acz¥:L, V. D. BELOUSO\;

‘und M. HOSSZU _g@ggbe_ne Lbst}ng der F'unktionalgleichung der verallgemei-

;&r&tezn kAssoughwﬁat- in Quasigruppen beniitzt [1]. Auch die Bedingung
7j&Zy kann durch eine gemeinsame Eigenschaft aller I,-H-

von (Q, f) ausgedriickt werden. = trH-Isotope (0, F)

Z,&Z, ist dquivalent mit

(3) F(g, x,y):F(x,e,y) =F(y' X, 6)1
Z, &2, mit L -
(3) Fle, ,y) = F(x, ¢,5) = F(x, y, ¢)

und Zl &Zz mit
@) Fle, %,9) = Fly, e, x) = Fly, %, ).

. Die Abbildung 1 veranschau-
licht die Schliessunshedingung
Z,&Z,. Die Ebenen der ersten drei
Arten sind durch Parallele zu den
Koordinatenebenen dargestellt, P,

7
f ’.", auf einer Parallellen zur y-Achse,
; die Ebene 4-ter Art durch B schnei-
Py P de‘l;_ die Parallele zur x-Achse durch
""""" “N Pin A, jene durch B’ die Parallele

zur z-Achse in C ; es werden Rech-
tecke auf die Strecken PB und PC,
PC und PA, PA und PB’ gebaut.
Die Bedingung Z, & Z, besagt, dass

ecke, also die Punkte I, M, N auf eine und
egen. ’

Abb. 1 |

die vierte Ecken di
di ie
dieselbe Ebepe viert:?Athe:cEt

Die N-Algebra (Q. /) heisst starp

¥+ ¥ + zisotop ist :
Dazu ist Z, & ZI: &7 WO 4 eine kommutative Gruppenoperation bezeichnet.

3 Notwendig und hinreichend.

B, B’ sind drei willkiirliche Punkte -

regulir, wenn sie mit (%, 9,2 = -

-
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Die N-Algebra (Q, f) heisst halb reguldr, wenn sie dic folgende Oktaeder-

" Bedingung befriedigt :

(O)A (%, ¥1, 21) = F(%1, Y2 21) = (%1, Y1, ) =
= H(x1, Yoo 22) = (%0, Y10 22) = [(%a, Vo 21)-

Dazu ist notwendig und hinteichend :

(4) Fleg, x, x) = F(x, ep, ) = F(%, %, ep),

fir jedes L-H-Isotop (Q,F) von (9, /).‘

3. Wir heweisen den folgenden Satz fiir Quasigruppen.

satz 1. Fiir die Regularitil einer Quasigruppe ist mnotwendig und

hinreichend, dass dicjenigen seiner L-H-Isolope, die evn vorgegebenes neutrales
Element besitzen, zusammenfallen. ;

Es seien (%, %) »x -y und (¥, ¥) > 2.y solche zwei L-H-Isotope der
gegebenen Quasigruppe Q, die dasselbe neutrale Element ¢ haben. Dann gilt:

(5) C x.y=(v.0)e(e.y)
fir a,b, x,yeQ, a.b=ce.

Nehmen wir an, dass die Quasigruppe regulir ist. Dann sind . und o
Gruppenoperationen. Setzen wir in (5)

x=£.b"7 und y=a"l.q

ein, wo a~!, b~! die Inversen von a und b in der Gruppe (Q, .) bezeichen, t
dann erhalten wir

Eo'q=(E.b"'I).(a_l.'q)=&:.(b_1.a_1).n——"g-(“-b)—l-'fl: ‘
=E.6..T]=E_,.TI, : ‘I

also fallen die Operationen . und o zusammen. A 1
i

Nehmen wir jetzt an, dass . und o dieselbe Loopoperati ; 1
Wir erhalten die Funktionalgleichung - papsEAen, bEEE §

(6) B gy x.y=(x.b0).(a.y) filr a.b=e.
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Aus (6) folgt
(7) b.a=c¢e

(indem man x=e¢, y = ¢ einsetzt) und
(8) . x=b.(a.x

(indem man in (6) x = ¢, y = x setzt).

Wir wollen den Ausdruck (x.y) .2z umformen. Hierfi i

. , i m) . ir bestimme
wir zuerst y’e Q so, dass ¥’ .y = ¢ und dann 2z’ so - )
soll. Man erhilt : Seat ALAIE -

(.9 .2=(x.9). 0.2V =u5.2.
Aber es ist laut (8)
Z=y.(.2)=y.z
also -

48) | (. 9) -Z.=xr. (v . z)._:

Die Loop (Q, .) ist assoziati i : i
e regulir.la v, d. h. eine Gruppe und die gegebene Quasi-

Folgerung Fallen di
bestimmtes vorgegebe s
e gl egj nes neutrales
Element besitzen,

Istope einer Quasigruppe, die ein
etigen, die ] E!emen‘c haben, zusammen, so tun
» die “irgendein anderes gemeinsames neutrales

%. Der Satz 1 ermé 2 ; .
- wertigkeit der Reidomaiter eleh ganz einfachen Beweis fiir die Gleich-

) Bedingun it d i b
W : < ! g mit der Regularitit der 3-Gewebe.
ir schreiben dje Reldemeister-Bedingung if der Form ‘

(R) %y Yy, =
(%171 %3Y3 & %y y, = Y2 Ve & X1 = %, 9y) = K, 9, = %4 V4

und betrachten die I-J.Ie -
duzch ¢ L-HTsotope (Q,.) und (Q,0) von (v,y) —ay, die

¥W==xb.ay ungq " %Y = xd o cy

bestimmt werd, :
en. Wi 5 : - :
haben, d.h. T setzen voraus, dass sie dasselbe neutrale Element

(10)
ab = cd.
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Nehmen wir an, dass die Bedingung (R) zutrifft und es sei §, €@

Die Beziehungen

— b= x'd und 7 =ay = cy"

BN

(1)

bestimmen x, &/, v und y’ eindeutig. Aus (10) und (11) folgt durch Anwen-
dung von (R): ay = x'y". Wir haben also:

E.qg=2xb.ay =21y = 'y = a'docy = £om, _ '

d.h. (@, .) und (Q, ) sind identisch.

Nehmen wir jetzt an, dass (Q, .) und (Q, o) zusammenfallen. Es sei

a=1x, b=y, =% d =v,. Es folgt aus dem ersten Teil der Impli-

kation (R), wegen
xy = XYy - %Y

Xy = Xy3 . X3,
daSS x‘ly'.! = .‘U_IV;‘.

Wir haben also bewiesen, dass die Bedingung (R) mit dem Zusam-
menfallen derjenien T.-H-Tsotope dquivalent ist, die gemeinsames naturales
Ilement besitzen. Zieht man noch den Satz 1 in Betracht, so folgt unsere

Behauptung.

“
Tolgerung Wenn dic Reidemeister-Bedingung  beziiglich — einer
festen Geraden 3-ler Art und belichiger Geraden der I-len und 2-tem Art
erfiillt isl, dann ist diese Bedingung iminer erfiillt.

5 Definition. Die N-Algebra (Q, f) heisst reguldr wenn, bei
verschiedener Wahl von z,eQ, die Quasigruppen (x,y) — f(%, ¥, z,) regulér
und untereinander hauptisotop sind und wenn dassclbe auch fiir (x, y) —
f(x, v z) und fir (v, y) - f(xg ¥, 2) gilt. Die N-Algebra geht also bei
Testhaltung je einer der Verinderlichen %, ¥, z in drei Arten von reguldren
Quasigruppen ither und jede Quasigruppe ist ein Hauptisotop jeder ande-
ren derselben Art, aber es wird nicht verlangt, dass eine solohe Beziehung
zwischen zwei Quasigruppen verschiedener Art bestehen soll.

Unsere Definition ist offenbar isotopieinvariant. Wir kdnnen also ein
riumliches Gewebe als reguldr erklaren, wenn eine der zu diesem gehd-
renden N-Algebren reguldr ist. Denn dann sind sie alle reguldr.

satz 2. Fiir die Regularitit ecines vdumlichen Gewebes ist notwendig
und hinveichend, dass diejenigen seiner L-H-Isotope, die ein vorgegebenes
neurales Element bestizen, zusammenfallen.
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Es sei (Q, F) eine zu unserem raumlichen Gewebe gehdrende L-Algepy
mit dem neutralem Element ¢ und (Q, ®) ein beliebiges L-H-Isotopg v;ﬁ

(@, F). Wir nehmen an, dass ¢o = ¢ = ® = F. Alle L-H-Isotope der Quas;. -

gruppe (Q, F(x, y, ¢)) sind gleich, weil sie in der Menge {(Q, ®(x, y ,

lep = e} enthalten sind, und diese voraussetzungsgemdss aus l,zuzl‘cel’l3 ,19)
chen Elementen besteht. Aus Satz 1 folgt, dass (Q, F(x, y, ¢)) eine Grf ,el—
ist. Wir miissen noch zeigen, dass, fiir zy e ¢, die Quasigruppe (Q, F(x, y 1Zp)e
ein Hauptisotop von (Q, I(%, y, ¢)) ist. Dafiir wihlen wir xo y .;Q 50)
dass F(x,, yo, %) = ¢ und betrachten das durch die folgende ’Beoziehulol
bestimmte L-H-Isotop ®’ von (Q, F) : =

(12) ‘F(’x: ¥, Z)-= q),[F(xl yO; ZO): F(xﬂr y: 20)': F(x03 yO: L’) ]
Es ist eor = F(%y, ¥, %) = ¢, so dass @’ = F. Setzt man in (12) z = z, ein

F(.l', ¥, ZO) ZFIF(IJ yOl zO): F(xo, 3’; 20)1 g] ZI:(.’EOL, yﬁn C),

so sieht man, dass (Q, F(¥, y, 2)) ein Hauptisotop von d i
Bei Fes‘ghaltung" der Verdnderlichen x odelr Y, g}eht 0ciie (%—Azf-\"l(gxébjiﬁgz)Q I;:C)
ebenso in reguldre und untereinander hauptisotope Quasigruppen ither.
- I:I.l q;lgekellllrri_; das rdumliche Gewebe regulér, dann soll wieder (Q, F)
L—H-Isot:) 1;1 gi 6rende L-Algebra sein und (Q, ®) ein beliebiges seiner
sind re D€ mit ¢e = ¢r= ¢. Die Loops (0, F(x,y, ¢)) und (Q, (x,y, ¢))
guldr, also Gruppen. Man kann @, b, ce @ so bestimmen, dass

F(x,y,2) = ®[F(x, b, ), F(a, y, c), Fla, b, 2)).
Aus '

F(x,y,¢) = ®[F(x,b, c), F(a, y, c), e]

liest :

i;t; g]:nd?;)s, (Illzssh(xx’fy) —+®(x, y, e) ein Hauptisotop von (%, v) = F(x,y,¢)

i, St (5, 9) > @ (1) oozung ein Hauptisotop von (x,3) — F(%,, )

A ot dés}; g)_ ein Hauptisotop der Gruppe (,y) = F(%, ¥, ¢)-

bewiesen 7= ey = ¢ If‘(zie yz “;')31 Gé)‘EPPEH gle]ifh sind. Wir haben bisher

=€ = = 10 C) = WX, Y, ). : = =
©DF5,0,9) = O(s,0,3) ‘tnd Flo, .5) = Qo Ay om0 F = %

Wir betracht ¢
durch chten zwei neue I-H-Isotope von (Q, F) und (0, ®), die

13 ;

(13) Flxy,2) = G[F(x, ¢, 2,), Fle, v, z,), Fle, e, 2)]
und ‘
(14)

Oy, %) = W[0(x, ¢, 7). Dle, 9, z,), Dle, ¢, 2)]

z

]
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ein beliebig fixiertes Element aus Q ist. Wir erhal-
E-n 1, 20) = IP(E” 1, ZO)

bestimmt werden, Wo Zg
ten: ec =116 ¢ zy) = 2, = Dle, e, 7,) = ew, also G(

far £, ne@; andererseits ist F(x, e, z) = @(2, ¢, zo_)
=u(D(e, 37/} z,) und deshalb ergibt (13) zusammen mit (14) :

F(x,y, 2) = ®(%, ¥, %)

Da z, beliebig in @ war: ¢r = ¢k > F(x, 9, 2) = ®(x, 9, 2) und damit ist
Satz 2 vollstindig bewiesen.

Folgerung. I'allen die I-H-Isotope einer N-Algebra, welche ein
bestimmtes vorgegehenes- neutrales Iilement haben, zusammen, so fallen
auch diejenigen zusammen, die irgendein anderes gemeinsames neutrales

Flement besitzen.

Bemerkungen. 1) Unsere jm Satz 2 vorkommende Bedingung kann
in der Form :

(15) Fla,b,c)=ec=IF(x,y,25) = F[F(x, b,c), Fla,y,c), Fla,b,2)]

geschrichen werden, wo ¢ ein festes Lilement und a, b, ¢, x, ¥, 2 veridn-
derliche Lilemente aus Q sind. Es gilt : Die Bedingung (15) st notwendig
wnd hinveichend fiir die Regularitit einer L-Algebra (Q, FF). Die Bedingung
(15) kann als eine Verallgemeinerung der Assoziativitét fiir terndre Opera-

tionen angesehen werden.

9) Ein I-vegulires rdumliches Gewebe ist reguldr, ebenso die 2- und -

3-reguldren. Denn man priift leicht nach, dass z. B. F(x,y,2) = oY oz
(c = Gruppenoperation) die Bedingung (15) befriedigt.

6. Dic folgende Schliessungsbedingung soll veraligemeinerte Reide-
meister-Bedingung genannt werden :

(VR) (f(xl’ Y1 21) = f(x3, Ya, 23) & Vf('IX‘Zt yllx zl) = f(xlli Vs, 23) &
& f(x1, Yo, 21) = H(¥a, Ya, 23) & {1, 91, 22) = [(%3, V3, 24))
= f(%s, Y2, 23) = [ (%4, Ya, 24)

saTz 3. Ein rawmliches Gewebe ist dann und nur dann reguldr
die (VR) Schliessungsbedingung erfiilll ist. BEE weﬁn

Seien F und G zwei L-H-Isotope von (Q, f)

(]6) {f(xr Y, Z) = F[f(x) yl! 21)1 f‘(xl: y: zl): f(xb yl) Z)]
.f(x- Y, Z) = G[f(x, Ys, 23)1.f(x3s Y, 23)1 f(xih y3’ 2’)],

und F(e, ¥, z) ="
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Ist das rdumliche Gewebe reguldr, dann gilt es nach Satz 2: Cr = ¢p o
= F =G. Wahlt man %, y;, 4 (1 =1, 2,3, 4) so, dass das erste Gliec‘iccf>
Implikation (VR) erfillt ist, dann haben wir fiir die durch Forme] (1?;;
definierten F und G ep = f(%y, ¥1, 2,) = e = f(%3, ¥3, 23), also F =g, Di
Argumente in den rechten Gliedern von (16) sind aber paarweise glejch
wenn man in die erste Formel (16) x = x5, ¥ = ¥,, 2 = 2, und in dije Zweite
_xt= %, y: 3:14 z ? z4Rsetz1t, sto dass ]('(Qxa,f)yz, Z) = (%4, ¥4, 23) ist. Damit
ist es gezeigt, dass die Regularitdt von (¢, f) die Erfiillung d :

(VR) nach sich zieht. e i i

Ist (VR) erfiillt, dann nehmen wir an, dass er = eg und woll
schliessen, dass F =G. Aus er=¢g und (16) folgt Wil datams

an ' (%, Y1, 21) = f(#3, ¥, 23).

Die Elemente £, v, £e Q seien willkiirlich ge{véhlt; die Beziehungen

[ E = f(%y, y1, 1) = (4, s, Z3)
(18) - Y=, Ve, 21) = f(%, V4, Z4)
C=f{x1, y1, 2) = fixs, Ya, 24)

bestimmen die Elemente x,, y,, z in i
2, V2, 2o, X4, ¥y, 2, eindeutig. Aus (17) und (I
bekommt man f(#,, y,, 2,) = f(x,, v,, z). Es folgt g (17) un - (18)

F(E: 7, C) = F[f(x?.: ylx 21)! f(xl: yEJ zl)) f(xl.: 3’1, 22)] = f(xZJ y2: ZE) ==
= (%4, ¥4, 2,) = G [{(%4, ys, 23), (%3, ¥4, %), H(%s, ¥y, 24)] = G(E », T).

Damit jst auch der zweite Teil des Satzes 3 bewiesen

Bedinging (o) frr ks jad der Folgernng des Sataes 2 folgt : Ist die
ngung este Elemente x,, vy, z, erfiillt, so ist sie allgemein erfiillt.
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SUR L’APPROXIMATION DES DERIVEES DES FONCTIONS
PAR LES DERIVEES CORRESPONDANTES DE CERTAINS
POLYNOMES DU TYPE BERNSTEIN

par
D. D. STANCU

a Cluj

1. Dans ce travail nous faisons quelques considérations sur I'évalua-
tion des ordres d’approximation des dérivées d’une fonction (%), qui sur
I'intervalle |0, 1] est continue avec ses dérivées, qui interviendront dans
nos considérations, par les dérivées du méme ordre du polynome de Bern-

stein

O Bl gm0l () [Pt = ()@ =07

z

~

Nous donnerons ensunite une évaluation des ordres d’approximation
des dérivées partielles d'une fonction de deux variables f(x,y) par les
dérivées partielles correspondantes des polynomes du type Bernstein des
degrés (m, n), respectivement #, '

@) Buals 5,3) = § %, mia)pni (1 2
®) Balfs %) = 5, % 0 ) 1% 2)
ol #
@ He ) = (1) (") Ay - =,



