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40 G. Calugéreanu 6

pentru aceastd valoare a lui #. 84 notdm cu p, un punct din spatiul cu 6x
dimensjuni ; el reprezintd curba C,. Daci u, e interior unui domeniu A},
Cyn este un nod. Obtinem xy4(#) daci adiugim a,.cos (w + 1)+ bpqy
sin (# + 1)w la x,(u), deci C,py[%ny1(), Yur1(n), zugi(u)] este un nod izotop
cu Cp dacd @,qq, bypr, anet, bir1, apey, bhyy sint destul de mici. Existd deci
un domeniu A}‘“ astfel ca Af’cA}’“ A}'-H reprezintd aceeas clasi de
izotopie ca si A/,

Catedra de teoria functiilor
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Ob OOHOW CHCTEME HMHBAPHUAHTOB M30TOIIHH

(KpaTtkoe comepxanmue)

ABTOp HaseBaeT y340s MoOYi0 3aMKHYTYI0 KPUBYIO, POCTYIO, HANPABJIEHHYI, HMEI-
UYI0 B KaXAOH TOuKe KacaTeNbHYK, H3MEHSIOLIYIOcA HEeNpephBHO C H3MEHeHHeM JyTH.
Ilanee npuBomWTCH oONpeieneHHe H3OTONHOH JAedopMamuM OyTH, a TAaKye H3OTOMHBLX
xaaccoB. [lpooantcs ocHoBaHnoe Ha NpHMEHeHHH PAfoB Dypbe MOKA3aTEJLCTBO CaENyIO-
uiell TeopeMbl anreGpauMuecKkoro NPHOMMMKEHHS: M0G0 y3eq MOMET OLITh NpHGIMIKEH c
MOGOi TOYHOCTBIO anreGpadHuecKHMH Y3/naMH, NPHHALTEXKAIIMMH K OJIHOMY H TOMY 3Ke
Knaccy uaotonnu. CJAefoBaTeNbHO, B KAXK/A0M KIACCE M30TONMHM CYNIECTBYIOT anrefpanieckie
Y3JIbl, YTO NO3BOJIACT AaThb KAACCHOHKAUWIO Y3/0B [PH MOMOLLH anrefpanyecknx npeacra-
BHTe/ell KmaccoB H3oTomuH. ITO CBOOMTCH K 3ajaue anareGpanuyeckoro HCKAOUEHHH,

SUR UN SYSTEME D'INVARIANTS D'ISOTOPIE
(Résumé)

L’auteur appelle noeud toute courbe fermée, simple, orientée, ayant en chaque point
une tangente qui varie continfiment en fonction de l'are, et donne ensuite une définition de la
déformation isotope d'un noeud et des classes d'isotopie. Suit une démonstration, basée sur
I'emploi des séries de Fourier, du théoréme d’approximation algébrique suivant : Chaque noend
peut étre approché d’aussi prés que l'on veut par un noeud algébrique unicursal qui appartient
a la méme classe d'isotopie. Dans chaque classe d'isotopie il existe donc des noeuds algébriques,
et il en résulte la possibilité d'une classification des noeuds & I'aide des représentants algébriques
des classes d'isotopie. On est ainsi ramené 4 un probléme d’élimination algébrique.

GENERALIZAREA TESUTURILOR SPATIALE
PENTRU STRUCTURI ALGEBRICE

de

FRANCISC RADO

1. Introducere. Un fesut plan este format din trei familii de curbe,
care au proprietdfile urmdtoare : 1. prin orice punct al unui domeniu D
trece cite o singurd curbi din fiecare familie, 2. doud curbe apartinind la
doud familii difetrite au exact un punct comun in D. Un fesut plan se nu-
megste regulat, daca este imaginea topologicd a trei fascicole de drepte para-
lele. Doud din cele trei familii de curbe pot fi totdeauna transformate
topologic in paralele la doua axe de coordonate rectangulare, transforma-
tele curbelor din familia a treia sint liniile de nivel al unei funcfii z =
= F(w,y), pe care o insemndm mai scurt cu Z = xy. Tesutul plan este
regulat, daca

(1) fxy) = g(x) + A(y),
unde f, g si % sint functii continue si strict monotone [3].

Fiecare din urmatoarele conditii de inchidere este necesard si suficienti
pentru ca tesutul plan si fie regulat [3], [6]: Condifia exagonului

(B) (%1ys = XY & %15 = XYy = X)) — XV = XgYy,
Conditia lur Reidemeister

(R) (%Y = g1 & %1Y4 = XaYp & Xayy = X)) > XYy = ¥,
Condifria lui Thomseﬁ

(T) (%15 = %Y1 & %1Y3 = %34) = XpVy = XYy

Conditiile (B), (R) si (T) sint de naturd algebricd, ceea ce permite o
extindete la structuri algebrice abstracte. Se numeste cvasigrup un sistem
format dintr-o mulfime @ si o operafie z = xy, care ataseazi fiecdrei
perechi de elemente %, ¥ e ) un element determinat, z din Q, astfel ca ecuatiile
x¥b = ¢ $i ay = d si aibd cite o solutie unici ¥ respectiv y. Dacd existd
ee() astfel ca xe = exv = x pentru orice x e Q, cvasigrupul este un loop
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[4]. Un cvasigrup devine un fesut abstract in felul urmétor : perechile de
elemente (x, y), unde ¥ e () si y e (), se numesc , puncte”’, mulfimea de
puncte (a, x), unde a este un element fix din ¢) 5. ¥ un element oarecare
din Q, se numeste ¢ ,,dreaptd 1" multimea de puncte (¥, b) e ,dreapta2”,
iar multimea de puncte (¥, y) pentru care xy = ¢ e ,dreaptd 3", sistemul
celor trei multimi de ,,drepte’’ este un fesut abstract [4], 53], [2].

Cvasigrupurile (), R cu produsele xy respectiv x -y se zic izotope, daca
existd corespondentele biunivoce f, g, & ale lui Q pe R astfel ca

(2) [(z3) = g(#) . b(y),

%, ¥eQ.

Conditiile (B), (R), (T) relative la un fesut abstract nu mai sint echi-
valente. Conditia (R) este necesard si suficientd pentru ca fesutul (mai
precis cvasigrupul care l-a generat) sd fie izotop cu un grup; in acest caz
tesutul abstract se numeste regulat. Conditia (T) este necesara si suficienta
pentru ca tesutul sd fie izotop cu un grup abelian, in care caz avem un
tesut tare regulat. Condifia (B) este necesard si suficientd pentru ca fie-
care loop izotop cu tesutul abstract sid fie asociativ pentru puteri, adicd

Fo(Xe%) = (%o %) o %,

unde o inseamnd operafia de loop. Din aceastd relafie rezultd cd fiecare
element din loop genereazd un grup abelian. In acest caz tesutul abstract
se numeste semi-regulat [4], [6], [2].

Conditiile (R) si (T) sint de asemenea echivalente cu cite o proprietate
a mulfimii loop-urilor izotope cu cvasigrupul dat. Condifia (R) este echi-
valentd cu asociativitatea lor, iar condifia (T) cu simetria lor,

Un tesut spatial se compune din patru familii de suprafefe astfel ca
prin orice punct al unui domeniu spatial R sa treacd exact o suprafata din
fiecare familie si trei suprafefe s aiba exact un punct comun in R. Tesutul
spatiul se numeste regulat, dacd este imaginea topologicd a patru fasci-
cole de plane paralele. Putem presupune fard a restringe generalitatea ci
trei din cele patru familii de suprafefe sint fascicolele de plane paralele cu
planele de coordonate ale unui sistem de referinfa trirectangular; supra-
fetele din familia a patra pot fi privite ca suprafefele de nivel ale unei
funcgii F(x, y, z). Tesutul spafial este regulat, daca

(3) flE(x y,2)] = g(2) + A(y) + U2),

unde . g, & si I sint functii continue si strict monotoane §i invers pentru
orice tesut regulat avem (3). Condifia necesard si suficientd pentru ca un
tesut spatial si fie regulat este

(O) { F(%5, Y1, 21) = F(%y, ¥y, 2)= F (%1, Y1, Z3)~>
F(%1, ¥s. 22) = F(3, ¥4, 2a) = F(xz»‘ Yo, 1)
Conditia (0) exprimd faptul cid octaedrele curbilinii, avind cite doud

fete aparfinind familijlor de suprafete ale tesutului, se inchid; de aceea
ea se numeste condifia octaedrelor de fesut [3].

43

Generalizarea tesuturilor spafiale

Voi generaliza maj jos fesuturile spajiale pentru structuri algebrice
abstracte, extinzind in mod convenabil nofiunile de cvasigrup, loop si
izotopie. Tesutul spatial regulat va avea iardsi mai multe generalizdri,
cirora le vor corespunde conditii diferite, una din ele fiind condifia O.
Teorema 5, pe care am stabilit-o intr-o forma particulard in [6], are un
ol important, de asemenea solufia ecuatiei asociativitatii generalizate date
de J. Aczél, V. D. Belousov si M. Hossz1 [1].

2. N-algebre si L-algebre. Definitia 1. Fie (Q,[) o structurd algebrica
cu singura operatie ternard ¢ = f(x, y, z), care atageaza la orice sistem de
elemente %, ¥,z e Q un element determinat ¢ e Q. Structura algebricd (Q, f)
se numeste o N-algebrd, dacd pentru a, b, ¢, d e Q) ecuatiile urmétoare an
cite o solufie unicd in Q (», y respectiv z):

f(x,b,¢)=d, fla,y,¢)=4d, [a, b z)=d

Definitia 2. N-algebrele (Q, f) si (R, g) se numesc izolope, dacd existd
transformarile biunivoce «, B, v, d ale mulfimii Q pe mulfimea R, astfel ca
(4) glxa, yB, 2y) = f(%, 9, 2)3
(imaginea lui ¥ € Q in R prin transformarea « s-a notat xa), In acest caz zi-

cem ci (R, g) este unm szotop al algebrei (Q, f).
Dacd mulfimile Q si R coincid si dacd & este transformarea identica,

(@, g) este un izotop principal al N-algebrei (Q f).
Daca aplicatiile «, B, y si 3 coincid, cele doud N-algebre sint izomorfe.
Se vede usor cd relatia de izotopie este reflexivd, simetricd gi tranzi-
tiva.
Fiecare izotop al unei N-algebre este tzomor| cu un izotop principal al

acestera.
intr-adevar, fie (Q, f) o N-algebrd si (R, g) un izotop al sau. Relafia

(4) se poate scrie
g(xa3713, Y8318, 2y571) = (5,9, 2)3.

Consideram izotopul prineipal (¢, %) al lui (Q. f), definit prin
W(x(e8Y), y(B57Y), 2(v87Y) = f(x, v, 2);
Hotind Vet—wadet Wi —lgR Tt Sl —uznasl Savern
g('3,y'3, 28) = h(x',y', 7)3

si deoarece &', y', z’ sint elemente oarecari din ({x,y,z fiind oarecari),
rezulti cd (Q, &) si (R, g) sint algebre izomorfe.

Definitia 3. N-algebra (Q, f) se numeste o L-algebrd, dacd existi ee()
astfel ca
() flx,2,8) = fle, 5, 2] = fle, ¢, 4] = %
Elementul e poarti numele de element neulrn sau wunitate in I,-algebrd.

Observatie. Fie (Q, f) o N-algebrd; daci inlocuim in f('%, y, z) una din
cele trei variabile cu un elenient fix, obtinem un cvasigrup. Daci (Q, f) este o
L-algebri si daci inlocuim in f(x,v,2) o variabild prin unitatea e se obfine un
loop cu unitatea e.
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Definitia 4. Tzotopul principal (¢, F) al N-algebrei (Q, f) determinat prin
(6) fx,9,2) =F[{x,b,¢), fa,y, c), a,b,2))]

se numeste un L-P-izolop al lui (Q, f ),(a, b, ceQ).
TEOREMA 1. 1'iecare L-P-izotop al unei N-algebre esle o L-algebrd. Dacd
un izotop principal este o L-algebrvd, atumci el este un L-P-izotop.
Notam pentru demonstratie N-algebra cu (Q, f), ¢ = f(a, b, ¢) si L-P-
izotopul cu (Q, F). Avem din (6)
f(%,0,¢) =F[l(x,b,0),e¢,e¢]
fa,y,0) = Fle, f(a,, o), e]
flm, b, 2) = Fle, ¢, f(a, b, 2)].

Fie v e Q ; determinam elementele x, ¥, z e Q) astfel ca f(x, b, ¢)
= f(a, b, 2) = u, Atunci

File e, a) = Ele, ) e) =2 (e e,u) = u,

f(&, ¥, G) =

deci ¢ este unitate in (Q, F) si partea intiia a teoremei este demonstrata.
Fie acum (Q, g) un izotop principal allui (Q, f) si totodatd o L-algebri.

(7) f(%,9,2) = g(xe, ¥B, zv).
B oS piinemEin ST = eBTE—iE A — ten il — R an ot ek —Ng oy —
=¢ s In fine x =a, y=20

f(%, 8, ¢) = g(xa, ¢, €) = 2o

(a,y,¢) = gle,yB, ¢) = yp

f(a.b, z) = gle, e, 2v) = zv.

Relatia (7) devine
[(%.y,2) =g [f{x, b, ¢), f(a, y, c), Ha, b, 2) ].

deci (Q, g) este un I,-P-izotop al lui (Q, f).

Consecin{d. Fiecare L-izotop al unei N-algebre (adicd un izotop care
este o Li-algebrd) este izomorf cu un I-P-izotop.

3. Tesuturi abstracte. Prin generalizarea definitiei tesuturilor spafiale
ajungem la urmitoarea definifie a fesuturilor abstracte :

Definitia 5. Un tesul (spatial) abstract este o multime nevidd, a ciror
elemente se zic ., puncte” si patru sisteme de submulfimi ale ei, elementele
acestor sisteme fiind denumite ,,plane” de caregoria 1-a,2-a, 3-a respectiv
4-a, care satisfac urmatoarele proprietdfi: 1. orice ,,punct’ aparfine la
cite un singur , ,plan’ de fiecare categorie, 2. trei ,,plane’ de categotii
diferite au exact un ,,punct’ comun.

Doud tesuturi abstracte se zic izomorfe, daci existi o corespondenfd
biunwvocd a mulfimii , punctelor’” lor cu pistrarea ,,planelor’” de aceeasi
categorie. )

Observdm cid cele patru sisteme de ,.plane” ale unui tesut abstract
sint muljimi de aceeasi putere. Intr-adevir, si consideram sistemul pla-
nelor” de categoria 1-a si sistemul celor de categoria a 2-a si intersacfia

>
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M a doud plane fixe de categoriile 3 si 4. Un ,,plan” de categoria 1 are
exact un . punct” comun cu mulfimea de , puncte” M si acest ,punct’
aparfite la exact un , plan” de categoria 2 gi invers, deci am stabilit in
acest fel o corespondenta biunivoca intre ,,planele” de categoriile 1-a si a
2-a.

Unei N-algebre (Q, f) 1i atagdm un fesut abstract in felul urmitor :
,punctele” tesutului sint toate grupele ordonate (x, v, z) de elemente din
Q, ,.planele” de categoriile 1-a, 2-a, 3-a, sint multimile , punctelor” (a, y, 2),
(%, b, z), respectiv (x, ¥, ¢), iar ,, planele” de categoria 4-a sint mulfimile de
forma (x, v, 2), unde f(x, v, 2) = d (a, b, ¢, d sint elemente fixe, iar x, y, 2
elemente variabile in (). Fiecare N-algebrd genereazi in acest fel un tesut
abstract. Doud N-algebre izotope genereaza tesuturi izomorfe.

84 considerdm acum un fesut abstract. Vom construi o N-algebri
care genercazd tocmai acest fesut (ficind abstractie de izomorfism). Fie
Q o mulfime avind aceeasi putere ca si sistemele de ,plane” ale tesutului
dat §i oy o transformare biunivocid alui(Q pe sistemul de ,plane” de catego-
riat (1 =1,2,3,4). Dacd x, 9, z¢ Q, notdm cu p , planul” de categoria 4-a,
care confine ,punctul” comun al |, planelor” xe;, ya,, ze, si punem

f(%,y, 2) = pog’.

Din definifia fesutului abstract rezultd ca algebra (Q, f) este o N-algebrd
si cd fesutul generat de ea este izomorf cu fesutul dat.

Observatie. Printr-o altd alegere a aplicafiilor se ajune la o N-algebra
izotop4.

4. Conditii de inchidere. Pe linga conditia O vor interveni urmitoarele
conditii de inchidere relative la o N-algebra, respectiv la fesutul generat
de ea:

Condifia Dy : f(#y, ¥y, 2,)
Condifia Dy : f(x1, ¥4, 71)
Condifia Dy : f(%y, ¥4, 1)
Condifia By = D, & D,
Condifia E, = D, & D,
Conditia By = D, & D,
Condifia E,, de exemplu, se poate scrie astfel:

(Ee) ; H(%, ¥1, 21) = [(#1, V2, 21) & f(%1, V3, 21) = f(%1, 91, Zy))

=¥ f(x2: y3: ZI) = f(xZ: yln 23) = f(xla yﬂ’ .8’3)
Condifia D = D; & D, & D,, care se scrie

(D) {f(xzj Y1, 21) = [(%1, o, 21) & f(23, 91, 21) = f(%1, ¥5, 21)= f(%1, ¥1, 2)
—> [(%2, V3, 21) = [(%s, ¥a, 21) = F(#2, ¥1, 25) = (%1, Vs, 25).

Fixind pe x, f(x;, ¥, z) genereazi un cvasigrup. Conditiile T, R, B
relative la acest cvasigrup, x, fiind un element arbitrar din Q, se noteaza
cu T,. R, B,. Prin fixarea Iui y respectiv z in mod arbitrar, se obtin con-
difiile T,, R,, B, respectiv Ty, Ry, Bi.

= f(x2J J"ZJ 22)
= [(%2, V2, 2,)
= f{xz, Va, 22)

= f(%1, Y2, 25) —> [(%2, ¥1, %1)
T~ f(xzy Yis 22) = f(xl’ Va, Zl)
= f(%2, ¥a, 21) — (%1, V1, Z3)
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Toate aceste conditii de inchidere pot fi exprimate cu ajutorul unor
proprietdfi comune tuturor L-izotopilor ale N-algebrei.

TEOREMA 2. Conditia O atunci este satisfdicutd $i numai atunci, dacd
orice L-izotop (Q, F) al N-algebrei (Q, f) verificd relafiile

(8) F(x, %, ¢) = F(x, ¢, x) = Fle, %, %),
unde xeQ si e este elementul newtru in (Q, F).

In baza consecinfei dela punctul 2, ne putem margini la L-P-izotopi.
Daca (¢, F) este un L-P-izotop al lui (Q, f), avem

(9) f('H, 'U? ZU) = F(f(%, ylr zl): ]l(xll ‘U, Zl)) f(xll yl» 20)] ;
elementul neutru in (Q, F) este e = f(xy, ¥4, 2;). Determinim x,, y,, z, astfel ca
(10) H(%e, ¥1, 21) = K%, Y2, 21) = [(%1, 11, 2,) = x.

Punem in (9) w =, v =19, w =12, apoi u =%, v=19;, w=12, si In
sfirsit w = &,, v =9,, w= z;. Obtinem
f(xlz y2» 22) = F(el x! x)
11) (%, 91, 23) = F(x, ¢, x)
f(x2: Vs, zl) == _F(B, €, :j*)
Dacd admitem condijia O, tinind seama de (10), elementele din membrii
intii ai egalitdfilor (11) sint egale, deci condifia O— (8). Dacd admitem(8),
din (10) si (11) deducem condifia O
TrOREMA 3. Condifia Dy atunci este satisfacutd si numai atunci, dacd
orice L-izotop (Q, F) al N-algebrei (Q, [) verificd relafia
(12) F(@, X, y) = F(?Y, €, 3")'
Determindm pe «,, s, 23 astfel ca
f(x2: yl: zl) = f(xll y2r Zl) =2 ]l(xl’ yl: z.’i) == y

si punem in (9) @ = %,, ¥ =9, W= 2, aP0ol ¥ = Xy, ¥ = V,, W = Z3, Se
obtfine

f(xZJ ylr ZE-) == F(JC’ €, y)

f(xl; y:b ’23) =y F(E, X, y)'

Relafia (12) este echivalentd cu implicatia
(%2, ¥1, 21) = [(%1, Y2, 21) > [(%a, Y1, 28) = (21, V2, 2),

adica cu conditia D,.

Consecinte. Pastrind notatiile de mai sus, avem urmitoarele echiva-

lente :
1. Condifia D, est echivalenti cu F(x, e, v) = F(x, y, ¢), condifia D,
cu FHle, % 9) = H(y, %, e,

2. Conditia E; este echivalenti cu

(13) Fle, x, v) = F(x, e, v) = F(y, %, ¢),

B T
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conditia E, cu

(137) Fle, x,y) = F(x, ¢,y) = F(x, 9, ),
condifia Fy cu
(13") Fle, x,9) = F(y, ¢, x) = F(y, , ¢).
2, Conditia D este echivalenti cu
(14) F(x,y,¢) = F(y, %, ¢) = F(x, ¢, y) = F(e, 2, ),

adicd cu simetria lui F in raport cu x, v, e.
TrOREMA 4. Condifia T, este echivalentd cu

(16) F(x,y, ¢ =Fy, x, ¢,
condifia Ry cu asociativitatea lui F(x, vy, e) in raport cu % g5y
(16) FlE(x,y,¢),z2e]=F[x F(y, ze), €],

iar condifia By cu (16) pentru x =y = z. Pentru T, R,, B, T,, R,, B,
se obfin relatii analoage cu elementul neutru ¢ in primul, respectiv  al
doilea argument,

Dacé fixdm pe z, obfinem cvasigrupul (Q,o)

%oy = & v,.5),

Sd consideram L-P-izotopii ai N-algebrei (Q, /) formati cu ajutorul lui a, &
arbitrari $i ¢ = z,. Punind in (6) ¢ = 2, z = z,, avem

f(i\'-, y. ZD) =5 F”(%, b- 20): f(ﬂ, 3/, ZO)J f(xy b: ZO)}
si notind

(L7) Exn="F[E v, f(a, b 2)] = F(E, n,e),
obtinem
xoy:(XOb} * (ﬂoy).

Conditiile T,R, B relative la cvasigrupul (), o) sint deci echivalente cu simetria,
asociativitatea respectiv asociativitatea pentru puteri a fiecirui loop (@, %)
(cind @, b, z,¢Q) [4], [2]. Pe de altd parte, relatia (17) ne arati ci multimea
acestor loop-uri se obfine din multimea L-P-izotopilor ai N-algebrei (Q, /),
prin inlocuirea ultimului argument cu unitatea respectivi, de unde rezul-
td teorema 4.

5. N-algebre decompozabile, regulate si tare regulate. Definitia 6.
N-algebra (Q, f) se zice I-decompozabild, daci

f(x- Y, Z) = .?fo(y 'Z)
unde o si o sint operatii de cvasigrup pe mulfimea Q. In mod analog (0, f)
este 2-decompozabild respectiv 3-decompozabild, daci
1(%, v, 7) = yo(xez) respectiv f(x,y, z) = (2ey) o 2.

TrEorREMA b. Conditia D este necesard si suficientd pentru ca o N-algebrd
sd fie i-decompozabild (i =1, 2, 3).

Sd considerdm cazul 7 = 3, Si presupunem ci N-algebra este 3-de-
compozabild. Din f(%y, ¥, 21) = (%, ¥,, 2,) adicd (%12 91) 02y = (%3 = ¥a) 0 24,

i
|
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rezultd %poy,=1uype ¥y, deci §i (X30¥1) 02y = (¥ ¥y) 02y, adicd f(xy, ¥4, 2)=
= f(%y, Vs, %). Asa dar, condifia D, este necesara. Pentru a ardta cd ea
este si suficientd sd o admitem si 9, 2, € Q. Pentru x, v e Q existd un «'

unic in Q astfel ca
Jl(x: y» 20) == f(x’? yﬂr ‘ZU)'

Notam x' = x.y, care este o operafie de cvasigrup. Fie mai departe
Eon = fE ¥, )i

f(x, 9, 2) = [(&, Yo, 2) = &'oz = (xey)°z

Definitia 7. N-algebra (0, [) se zice 2-regulatd daca
(18) (%, y, 2) = (woe yfo zy)87,
unde © este o operatie grup pe Q) si «, B, vy, 8 traosformdri biunivoce ale mul-
timii ) pe ea insdsi. Dacad acest grup este comutativ, (Q, f) se numeste
o algebrd tave regulatd. ‘

Dacid (18) are loc, avem si
f(%,y, 2) = (2" 0 yB’ 0 xa')8

(¢ = e, B’ =Pe, ¥ = ye si 8§ = 8¢, unde ¢ este

avem

aplicatia & — a7%)

N-algebra (Q, f) se zice I-regulatd respectiv 3-regulatd, daci
f(x, v, 2) = (VBoxao zy)871 tespectiv f(x, ¥, 2) = (¥xoz2yoyp)87!,
unde o este jardsi o operatie de grup pe Q.

TrorEMA 6. Conditia E; este mecesard si suficientda pentvu ca o N-algebrd
sd fie i-regulatd.

Ajunge si demonstrim teorema pentru cazul ¢ = 2.

Conditia este necesard. Din (18) urmeazd cid N-algebra (¢, /) este
1-decompozabild si 3-decompozabild, deci in baza teoremei 5, conditia
D, & D, = E, este satisfacuta.

Conditia este suficientd. Din E, rezultd D, si Dy, deci folosind teorema
b, avem

f(#,y,3) =% (ye2) = (xmya) 2
Am obtinut ecuatia functionald a asociativitatii generalizate, care s-a
rezolvat de J. Aczél, V. D. Belousov si M. Hosszi in [1]. Solufia ei ne
da (18).

TROREMA 7. Conditia D este necesard si suficientd pentru ca o N-algebrd
sd fie tare regulald.

Din regularitatea tare urmeaza cd N-algebra este 1, 2 si 3-decompo-
zabild, deci condifia D; & D, & D; = D este satisfdcuta.

Sa presupunem acum condifia D satisficutd. Din teorema 6 rezultd
ci N-algebra (Q, /) este izotopd cu L-algebra (Q, F).

Flx, 9, 2) = %oy oz

(19) FFB

|
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Unitatea ivn (Q, F) coincide cu unijtatea grupului (Q,.). Condifia D fiind
echivalentd cu (14) avem F(x,y,¢) = F(y, x, ), deci %oYol = Yo% o¢ sau
XoY — Yo X.

6. N-algehre semi-regulate. Definifia 8. O N-algebri se zice semi-
yegulatd, dacd fiecare L-izotop al acesteia satisface

(8) F(x, x, e) = F(x, e, x) = Fle, %, %).

Din teorema 2 rezultd cd o N-algebrd atunci si numai atunci este semi-
regulatd, dacd condifia O este satisficuti.

Definitia 9. Fie (Q, F) o L-algebrd. Definim puterile x" pentru n —
=0, 1,2, ...,sine= =1, —2 .., prin

x"=F(s""" , e).
TrorREMA 8. N-algebra (Q, f) atunci este semirvegulatd si numai atunci,
dacd L-P-izotopul oarecare (Q, F) satisface relatia

(20) E(a" 4" #P) = a o,
unde m, n, p, sint numere intregi.
Din (20) rezultd, ficind'm =n=1, p=0; m=p=1, n =0 si
n=p=1, m=0,
Flx x, 0] = FE(x, e x) —Fle %, 1)

Inainte de a demonstra necesitatea relafiei (2) stabilim urmitoarea.

LemA. Presupunem ca relatiile (8) au loc pentru fiecare I-P-izotop
al N-algebrei (Q, /) si cd relafia (20) este verificatd pentru patru sisteme de
exponenfi din urmitoarele sase

S)) m+1, n, p
Sy) m,n+1,p4+1
S,) m,n 41, p
S;) m+1, n, p41
Sa) m, w, P11
S3) m+1,m41,p

intre,cgre figureaza cel pufin un sistem de exponenti din fiecare pereche
Si, Si(i =1,2,3); atunci relatia (20) este verificatd si pentru celelalte
doud sisteme de exponenti.
* Avem
F(xJ yl .Z) = G[I:(xl x”l :\p)‘ F{:\‘{nl y’ xp)JF(xrnJ x”‘ Z) ]J

unde (Q, G) este un izotop al lui (Q, /) cu unitatea ¢'= F(x", " "),
Gasim din aceastd relatie ‘

) F(xm+k, xu«He' :\C‘D) s G[F(xm+k, xn’ xp), F(xm'
(‘_‘IJ F(x’”, x"+k, xp+:‘f) I [e;’ F(xm, x”+k, xp)J F(xm

S Ptk 5
F(xrn :L”, ip+ ) =2 G[f‘(xm-l-k, xn. xp)’ !

2", 1), €]
.’F”, xp+k) ]

Ba™ a" aFT8).

3
]

4 — Babeg—Bolyal: Matematics
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Dacd (20) este satisfacut pentru sistemele de exponenti m -+ &k, 7, p;
m, n+ k, p sim, n, p+ k, atunci

F(xm-kk.xn xp)': F(xm, xr‘1+-’?’ xﬂ) 9 F(xm, x" I_P-f-k) =

2

xm+r1+p+k

si in baza relatiei (8) aplicatd la (Q, G) avem din formulele (21)
Flaltre omth o) R ot aF T = Fla™H, 5 o).

X
Facind k =1, gisim ca relatia (20) pentru sistemele de expomnenti
S;, S,, S,y 51 un 8; implicd aceeasi relajie 5i pentru celelalte doud sisteme de
exponenti, Facind & = —1 (si schimbind notatia m, n, p inm 41, n + 1,
b+ 1) gisim cd (20) cu exponentii S5, Sf, S3 5i S; implicd (20) pentru
cele doud sisteme de exponenti rimase. Si presupunem acum ci (20) are
loc pentru exponentii Sy, Si, S, i S3. Punem in primele doud formule

(@1) k=1

X

xm—l—n—i—p+2:G(xm+n+p+lJ xm+n+p+1, 8')

gt

] ]

e i el PP s e 2 e B

Tinind seama de (8),

G(e', xm+n—|—p +1 .U-H)]

X

]

mtnt+r+ 1y _ : m=-n+ p41 m _n
A =l T LR

de unde rezultd
F(x™, &", «Ftly = grrmtptl

adicd (20) cu exponentii S,. Din cele ariitate mai sus rezulti acum (20) si
pentru S,. Ta fel se demonstreazi ci relatia (20) presupusd pentru §;, S,
Si, S% (4,7, k fiind o permutare a numerelor 1, 2, 3) atrage dupa sine (20)
pentru celelalte doud sisteme de exponenti. I.ema este complet demonstrata.

Trecem la demonstrarea teoremei 8. Admitem (8) pentru fiecare
I-P-izotop al lui (Q, f). Faptul cd relafia (20) are loc cu exponentii
M, N, P se va nota, pentru usurarea exprimdrii, cu [M, N, P]. De-
monstram succesiv :

a) [m, 0, 1] si [m, 1, 1], m = inireg oarecare. Sistemele de exponenti

din lema devin pentru #n = p =0

m-+1 0 0

m if Al

m 1 0
m-+1 0 1

i Gy . )2
m -1 1 0 [

Avind in vedere ci pentru primul, al treilea si al gaselea sistemn de
exponenti relatia (20) este adevdratdi, avem

[m,0,1] = [m+1,0,1] & [m,1,1].

Tinind seami ci avem [0, 0, 1], rezultd [m, 0, 1] si [m, 1, 1] pentru m
intreg nenegativ.

o
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Din lema mai deducem
[m+1,0,1] - [m,0,1]&[m,1,1]

deci avem [m,0,1] §i [m,1,1] si pentru m negativ.
b) [m, n, 0] si [m, n, 1], m = inireg oarecare, n = inireg nenegativ.
Sistemele de exponenti din lemi devin pentru n = Ny, p =0

m 4+ 1 7y 0
wm ony 1 1
m n,+1 0
m - 1 7, 1
n o 1
m1 w1 0

S4 prestupunem
(22)

Atunci re_la‘pia (20) are loc pentru primul, al patrulea si al cincilea sistem de
exponenti, deci avem din lem3

(22) &[m’, my +1,0] — [m’ + 1, ny, + 1, 0] &[m’, ny + 1, 1].
Tinind seamd de [0, #, + 1, 0], gdsim prin inductie completi
(22) —> [m, my +1,0] & [m, my +1,1], m intreg > 0.

[, ng, 0] & [m, ny, 1], m = intreg oarecare.

- Avem de asemenea din lemi

(22) & [m" 4+ 1, my +1,0) = [m', n, +1,0] & [m', ny+1,1]
si deoarece [0, 7, + 1, 0]
(22) = [m, ny +1,0] &[m, ny +1,1],
Asa dar, am demonstrat cd (22) atrage dupd sine
[m, ng + 1, 0] &[m, ny + 1, 1].
Tinind seama de a), prin inductie rezulti b).

m intreg < 0,

) [m, n, pl,m, p intregi oarecari, n intreg > 0. Presupunem
(23)
Din lemd urmeazi
(28) & [/, ', po + 1] = [ 41,0, po + 1] & [, #' + 1, pot-1].
Deoarece [0, 0, p, + 1], rezultd prin inductie
(23) > [m, n, po + 1], m intreg >0, u intreg > 0.
Tot din lemi avem
(23) &[m' -+ 1, ', po+ 11— [, ', p + 11,

[, n, py], m intreg oarecare, n intreg > 0.
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deci
(23)—> [m, n, po + 1], m = intreg oarecare, n intreg > 0.
Tinind seama de b), avem [m, #, p] pentru m intreg oarecare, n intreg |

> 0, p intreg > 0.
Pentru a demonstra complet ¢) presupunem

(24) [m, n, po + 1), m intreg oarecare, n intreg > 0.

Avem din lema
(24) &[m' + 1,0, pol > [ + 1,0 4+ 1, pp], (n > 0).
Tinind seamd si de [0, 0, £,], gdsim
(24) — [0, n, py], n intreg > 0.
Din

(24) &[m/, n' + 1, po] + (24) &[m' + 1, n" + 1, bol, n >0
obtinem (24) — [m, n, p,] pentru m intreg oarecare, # intreg > 0.

Tinind seami de aceastd implicatie din urma si de b), rezultd [m, n, p]

pentru m intreg oarecare, n intreg > 0, p intreg << 0 i cu aceasta am

demonstrat c).
d) [m, n, ), m, n, p intregi oarecare. Presupunem

(25) [m, ng, P], m, p intregi oarecare.
Avem din lema
(26) &[m’, my — 1, p'] «» (25) & [, my —1, " + 1] .
(28) &[m’, ng —1, p'] «= (25) & [m' + 1, n, —1, '];
din aceste echivalente si din [0, #n, —1, 0] deducem
(25) - [m, ny, — 1, p], m, p intregi oarecari.

Tinind seama de ¢) prin inductie rezulti d). Teorema este complet demons-

trata.
Catedra de geomeﬁe
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OBOBIIEHHE TIPOCTPAHCTBEHHbLIX TKAHEM OJIf
AJITEBPAMYECKHX CTPYKTYP
(Kpatkoe comepixauue)

Kampoe u3 yenoBuii 3aMkHyTtoctH Peiinemeiictepa, ToMcena #  LIECTHYTOJNbHHKA
HeoOXOAHMBl H JOCTATOYHLI AMAS TOro, utobbl IUIOCKas TKalb Oblia peryaspHoii, T. e.
romeomopdHoi ¢ TKaHblO, 00pa30BaHHOH M3 TPEX NYYKOB NAapanNeNbHbIX TPAMEIX [3].
Y aGcTpaKTHEIX TKaHeil, ONpeleneHHbIX HAa KBA3WTPYNNaxX, yKasaHnHble Bbllle TPH YCJAOBHSA
fie SIBASIIOTCA 3KBHBA/JEHTHBIMH ,ycnoBne Peiinemeiictepa HeoOXoAMMO M JOCTATOUHO UTOGbI
gpasurpynna Oblia H3oTonHo# ¢ rpynnoH, ycnoBue Tomcena — uTo0Ob KBasHrpymnna
6ulida H30TONHOH ¢ abeseBuil rpynnof, YKasaHHble CBOHCTBa ABJAIOTCA 3KBHBAaJeHTHBIMH
€ ACCOIHATHBHOCTBIO, COOTBETCTBEHHO -— € KOMMYTATHBHOCTBbIO BCEX ,IyM , H3OTONHBIX

¢ maHHoil KBasurpynnof. Ycniopue e LIECTHYTOMbHHKA 3KBHBAJIEHTHO C HX aCCOLHATHB-
nocthio Jnst cremeneii [4], [6], [2].

Jna npocTpatcTBeHHBIX TKAHEH H3BECTHO YCJAOBHE 3aMKHYTOCTH BOChMHYTOJBHHKOB
1KaHH, obecneuuBawruiee peryasphocts Tkanu [3]. ABrop o6o6maer npocTpaHcTBeHHbIE
TKaHW JAas a0CcTpakTHBIX anreGpanyeckix CTPYKTYP.

Myers (Q, J) — aareGpa c epuncTBeHHLIM TPolHbIM JelicTBuem f= [(x, y, z). Ouo
naseiBaercs N-anreGpoll, ecan ypasuenuss [(x, b, ¢) =d, [(a, y, ¢)=d, [ (a, b, 2) =d
IIMEIOT TI0 OAHOMY pelleHllo B @,

N-anre6pet (Q, ) u (R, g) Ha3bBAIOTCH H3OTONHLIMH, EC/H CYLIECTBYIOT ofpa-
THMbIe TIpeobpasoBanus ¢, fi, y, 0 MHomxecTBa @ Ha R, urobw g(xa, yf, zy) = [(x, y, 2)9,
X, y, 26Q. Ecin Q@ =R u 6 gBasercs TomAecTBeHlbLIM npeobpascBanliem, Ta (Q, g) aBas
ercss rnapHeiM nzotonoM (@, f). Eemn a=pf =, =290, To ykasaunwe mse N-anreGpm
ABIAIOTCA H30MOP(MHBIMH,

Kaxcaeii usoron onxoii N-amreGpui sBAseTcs H3OMOPMHLIM € OLHAM TJABHBIM eé
H30TOTIOM.

N-anre6pa (Q, f) naswiBaerca L-anre6poii, ecnn cymectByer e€Q, utobu [(x, e, e) =
=[(e, x, e) =fle, 2, ¥)=#. InaBuwii uzoton (Q, F) N-anrebpm (Q, /), ompeme-
JIEHHBIH COOTHOLIEHHEM:

[(x. y,2) =F[[(x, b, ¢), [(a, 4, ), [(a, b, 2)],

HasbiBaerca [L-P-nuzoronom (Q, [). Kaxkgwit L-P-nsoton ofHoii N-anreGpe  sBasercs
L-anreGpoil W, ecqiH riaBHbI W3oTOnm ABaseTcs L-aareGpoii, To ou L-P-usororm.
= OGo6uienHemM TOCTPOEHHSA, W3BECTHOrO OT KBASHIPYMNMEL, ¢ Kaxcaoil N-amreGpoir acco.
LUHHpyeTcsa TPOCTpAaHCTBeHHAas abcTpakTHAas TKaHb, 006pa30BaHHAA M3 3JEMEHTOB, Ha3bl-
BaeMblX ,,TOYKAMH’, pa3feNeHHBIMH Ha 4 cueTeMbl ,maockocTeli” co cBoitctBamu: 1) mo6as
TOUKA TPHHAMJIEKHT TOYHO K OAHOH MJIOCKOCTH KammoH CHCTEMBI, 2) TPH IJOCKOCTH
Pa3HBIX CHCTEM HMEIOT TO4YHO ofHy obuiylo Touky. Beerga cywmecrsyer N-anre6pa, xoTo-
pas obobuaeT AaHHYIO NPOCTPAHCTBEHHYIO aGCTPAKTHYIO TKaHb,

PasnuyHeM  yCJIOBHAM 3aMKHYTOCTH COOTBETCTBYIOT CBoOlicTBa Beex [L-P-n3o0Tomnos,
CNe0BATENbHO, U MHOXKeCTBa H30TONOB, KOTOpLe SIBASIOTCH , aynaMu’’. YcaoBue

(122 910 21) = N, va0 21) = 20, 3y, 2)—>

(0)
1f(x1, Vo #3) = [(#, ¥4, 23) = [(#2, Vo, 71)
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3KBHBAJIEHTHO
F(x,x,e) =F(x, e 1) =F(e, )

ons mwboro L-P-usotona (Q, F). ¥Ycaosue
(Dy) {70 Y10 &) = [(H2 V20 71) = HHp, 910 2) = (45, 945 25)

IKBHBAJIEHTHO
Fle,x,y) = Flx,c,4).
Yenosue Ey = Dy &Dy

[ flow v &) = Ko Yo 2) & How 5 &) = F(%p 91 25)
[—’f(-“z' Vi #1) = [(%gs V10 23) = [(#1, Var 23)

9KBHBAIEHTHO
Fle,x,4y) =F(x,e,y) =F(x,y,e).

Yenosne D =D & Dy & Dy sxkeuBanentHo cumverpun (e, ¥, y§) OTHOCHTEdbMO
&, % I
Yenosue Dy HeoGXOZHMO M JIOCTATOYHO, YTOGEI
[z, y, 2) = (xey) oz

rae ® M © SABASIOTCS KBa3HIYPYNMNOBBIMH JeHCTBHAMH Ha Q.

Yenobue E, meo6xoguMo M pgocraTouHo, urobml (Q, f) Ob1 msoronoMm ¢ (Q, [o)
rae fo=xcyoz M °fABISETCS TPYNNOBLIM AeficTeHeM Ha Q (perynspHas Tkamk). ToT ke
pesymbTaT moJyvaercs A ycaoBust ) ¢ Tofl pasHuuel, uTo 370 — KOMMYTaTHBHOE TPyl
noBoe JeficTBHe (CHJBHO perysspHasl TKaHb).

Ilyere (Q, ) — L-anre6pa. Onpepensem cremeun x € Q npu nomomu (19) mas
n=0, 1,... 1w n=1, —2, ... Cooruowenns (8) Baexyr 3a coboii cooTHowenue (20)

(nomyperynspHas TKaHB).

GENERALISATION DES TISSUS SPATIAUX, POUR CERTAINES STRUCTURES
ALGEBRIQUES

(Résumé)

Chacune des conditions de fermeture de Reidemeister, de Thomsen et de I’hexagone est
nécessaire et suffisante pour qu'un tissu plan soit régulier, c’est & dire homéomorphe & un tissu
formé de trois faisceaux de droites paralléles (3). Pour les tissus abstraits, définis par des quasi-
groupes, ces trois conditions ne sont plus équivalentes : la condition de Reidemeister est néces-
saire et suffisante pour que le quasigroupe soit isotope 4 un groupe, la condition de Thomsen,
pour qu’il soit isotope & un groupe abélien. Ces propriétés sont respectivement équivalentds a
I"associativité et & la commutativité de tous les loops isotopes au quasi-groupe donné, et la condi-
tion de I'hexagone est équivalente & leur associativité pour des puissances [4], [56], [2].

On connait, pour les tissus spatiaux, la condition de fermeture des octaédres de tissu, qui
assure la régularité du tissu [3]. L’auteur généralise les tissus spatiaux pour des structures
algébriques abstraites.

Soit (@, f) une structure algébrique 4 une seule opération ternaire = f(x, ¥, z). Elle est
nommée N-algebre si les équations f(#, b, ¢) = 4, f(a, ¥, ¢) = det f(a, b, 2) = d ont chacune une
seule solution en Q.

Les N-algébres (Q, f) et (R, g) sont appelées isotopes s'il existe des transformations inver-
sables, o, B, v, § des ensembles () sur R, de telle sorte que g(xe, yB, 2v) = f(#, ¥, #)8 pour z,
¥, 2€0. 51 @ = R et § est la transformation identique, (Q, g) est un isotope principal de
(@, f). Sia= B= y= 3, les deux N-algébres sont isomorphes.

5

Chaque isotope d'une N-algébre est isomorphe & un isotope principal de celle-ci.
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1,/N-algébre (0, f) est appelée une I-algébre s'il existe une e€Q telle que f(x, ¢, e) =
— fe, %, 6) = f(e, e, ¥) = x. L’isotope principal (Q, ) de I'N-algébre (Q, f) déterminé par

I‘(""’r y,z) = FU(X: b, {J), f({l, 7, €), ﬂa’- bvz)]

est appelé nn L-P-isotope de (0, /). Chaque L-P-isotope d'une N-algébre est une L-algébre, e®
oi un isotope principal est une I,-algébre, c’est alors un L-P- isotope.

Par extension de la construction connue des quasi-groupes, 4 chaque N-algé bre est associé
un tissu spatial abstrait, formé d’éléments nommés,,points”, groupés en 4 systémes de ,,plans’
jouissant des propriétés suivantes: 1) tout point appartient exactement a4 un plan de chaque
systéme, 2) trois plans de systémes différents ont exactement un point commun. Il existe tou-
jours une N-algébre engendrant un tissu spatial abstrait donné.

Aux différentes conditions de fermeture correspondent des propriétés de tous les I,-P-
jsotopes, donc aussi de I'ensemble des isotopes qui sont des loops. La condition

(0) & y1231) = (21, ¥90 21) = f(#1, 1, 22) >

H(#g, o, 23) = (%9, ¥1, 23) = [(%g, ¥, 21)
est équivalente a :

E(x %, ¢) = F(x, e, ) = Fle, #, %)
pour tout L-P-isotope (Q, F). La condition
(Dy) H¥0 Yo 71) = (%) va, 21) == [(#1, ¥, 22) = [(%a, Ve, 23)
est équivalente a:
F(e, »,¥) = E(#,69).
TLia condition E, = D;&D,

f(#as 31 71) = [(#1, g, 21) & [(#y, Vo, 51) = [(¥1, Y1, 25)

= (¥, Vg 21) = H¥ Y1, 23) = (%1, Vo, 25)
est équivalente a:
Fle, x,9) = F(x,¢e9)= F(x 9, e).

La condition D = [L,&D,&D; est équivalente & la symétrie de F(e, x, y) par rapport &

e, %, y.
La condition D, est nécessaire et suffisante pour que

f(x,y,z)= (x.y}oz,

oit o et o sont des opérations de quasi-groupe sur (J.

La condition E, est nécessaire et suffisante pour que (Q, f) soit isotope 4 (Q, f,), ot f; =
= %o Yoz et o est une opération de groupe sur @ (tissu régulier). Nous avons le méme résultat pour
la condition D, avec cette différence que o est une opération de groupe commutatif (tissu trés
régulier).

Soit (Q, f) une L-algébre. Nous définissons les puissances de v € par (19) pourn= 0,1,. ..
et n= —1, —2, ... Les relations (8) entrainent la relation (20) (tissu demi-régulier).



