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s divisées sur #+2 noeuds d'unen f?nctiOn- non-concyy,’
atives, il en tésulte que R[x " IR[B,] = o, pour

et que les différence
ave d'ordre n. Compte tenant de (8), la proprigie

dlordre n sont non-nég
ane fonction j_nolzg-conc :
cherchée en resulte. o T
« 14 Pour donner une application soi
quadrature mumérique o ) S
Jo— Ly P 2oy Ly Ly

Sl(x)dx:%f(O) sl Tl 0) + 551" )‘+ 3 /) =5, 7@) + Ry,

t R[f] le reste dans Ia formule ge

2)1‘1 f a une dérivée d’ordre 3 continue sur [9, 1]. ' _
Dans ce cas R[f] est du degré d’exactitude # =5 et est borné -
rapport & la norme:(7) pour j =3. Dans notre cas _
1 ,

(e —gfa

Fiiyorog o« ThET gy ;
v+ Nous déduisons S N s e Yihe
1 1 .
1 1 6-+k i
R[x¢] = — S dx=—St 1 — 8 i
[+*] 105>0 D“k‘[ .61 ) ‘-( )

et un calcul simple nous donne .
croeny, Rlma] = -;—| S 21 — 't > 0,
. 0 L : «V :
}g flélimita?;i()n 4) est donc bien applicable dans ce cas et nous avons

S : 1 B i
i 1R[f1|§_’5 sup I[xp Xy, X3, X4, X5, Xg, X, f]l
315{0,1] -

St la dérivée d’ordre 6, f9, existe sur [0,1], nous avons

Rl .1 ) 5
IRt = o, o 170
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1. Considérons -déﬁi. foﬁtiéns réeﬁ el R B
= en es f(x), g(x), définies et R-i ,
bles sur I'intervalle fini et ferme [, B] (a <b). Si nous désignon::):::?ife
moyenne des valeurs de f(#), donc un nombre tel que i 4

inf )y =F < sup
Y€ [a, b] - x@[al,)b] f(x),

nous avons la premiére formule de la moyenne

b : b
(1) Sf(x)g(x) dx .—_-/‘Sg(x)dx, A L) sl 8l

qui est valable si g(x)‘rne lchange paé de si\gne (est-éoust;\;;lment =00
_ =0 ou

constamment < 0 sur [a, b]) et f(x) est quelconque. G
d On peut démontrer que, sous I'hypothése de sa continuité, I'invariance
U signe de g(x) est aussi nécessaire pour la valabilité de la formule 1),
pour f(x) quelconque.. : P ol et | o
En effet, supposons que g(x) soit continue et qu'il change de signe sur

F“:b]- Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que

: b
@ | t Sg(x) dx=0, "

a

(c"!f dans le cas contraire il suffit de prendre —~g(x) au lieu de g(x)) et il
€xiste alors un point xp€ (a, b) tel que g(xy) < 0. Par suite de la continuite
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st assez petit on 2 A< Xy —€< %< X +e<b et o)
rvalle (% — & % T £). . o
niaintenant une fonction f*(x) qui soit :

1°. Continue, positive et au plus égale a lbsur (xy — &, 5, <

.)-' Nulle sur [4, % — ¢] et sur [, + €. t] ) 7 .

HLa: fonction f*(x) est R-intégrable sur [, b] et nous avons 0 < f* < 1

On peut, par ex., prendre

1' pOlll' xe (xo —& xo + i):

3) . f*(x) =_{0, pour %€ [4, b] % (%5 — & % + ).

9
£

i-g>0e

de g(x), ste> ¥ ©
est c'r(légatif sur l'interva
Nous allons construire

Si'nous cherchons 2 appliq.u.er-la; formule (1), en prennant pour 1(x)
1a fonction f*(x), nous avons, compte tenant de (2),

b Xots b
() gtz =( P gla) dx < 0, T (g dx 20,

a Xo—s @

ce qui nous montre que I'égalité (1) est impossible.

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante : _
Y. Potir gue la premiére formule de la moyenne (1) soil vraie pour
boute fonciion combinue g(x) et pour toufe fomction R-imtégrable f(x), il faut
et il suffit que g(x) me change pas de signe sur [a, b].

2. A la formule intégrale (1) correspond la formule de la moyenne
»en termes finis” s .

)

. n -
tlg‘ bi = b(
o = lgl ’

ou les suites (a;), (b;) sont rééllé_s et

M=

| min (a,, 4y, ..., an) £ @ < max (a,, 4y, .. ., an).
Nous désignons par (c) la suite & » termes 83,5y vy Eny (025 1)

- Laformule de la moyenne (4) est vraie pour toute suite (a;) si les termes
de.lalsmte (B;) sont glu méme signe (tous = 0 ou bien tous < 0). :
saﬁeI ;:ls; encolreffacﬂe de voir que I'invariance du signe des &; est neces:
En o fIf) ; que ‘2 formule de la moyenne (4) soit vraie pour toute suite ()

€%, SUppOsons que les bi ne soient pas tous du méme signe. On peut

s : : ; n
upposer, sans restreindre 1a généralité, que ¥ b; =0 (car dans le cas
5 ; i=1 ;
meme maniére sur la suite (—&;)). I existe alO;:
- Si nous prenons alors ap =1, a; =0, pour 1 7= &

nous avo & 7 .
; ‘ s0<a Slet Y e b =b;<0,a i.. b; =0 et I'égalité () e
1mpossible, ibka ety o) : = - o,

e e e i e
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Nous pouvons donc énoncer la Propriété suivante :

I’. Pour que la formule de la Mmoyenne 4 sott vraie o e :
il faut et il suffit que les termes de g se;ite( (%;) soientl;zfofzgniiujggﬁzte o
La propriété 1 peut d’ailleurs étre dédujt de la propriété 1/
passage a la limite, en tenant compte de g définition dé) l’iggéegtfalfa lgars =
insister plus en de’:taﬂ, dlso_l}s que les propriétés IJ, IT1, IV ‘qui vont :e,uians
résultent de la méme maniére respectivement ‘des propriétés I1 Inr I“:'r’e
a démontré [1] que la -premiére formule de la
moyenne (1) est vraie pour toutexfonctxo_n monotone f(x) si g(x) esf_; Rfintég-
rable et si son intégrale G(x) = Sg(t)

3. C. BONFERRONI

dt reste comprise entre 0 et G(b) pour

LY . a . . £
xefa,b]. La derniére propriété signifie que nous avons 0
pour xe[a,b] resp. G(d)
resp. G(b) < 0.

On peut encore démontrer que la cond
saire. Pour cela prenons la fonction .

S G(x) <6G(0)
= G(x) £ 0 pour Xela,b] suivant que 0 < G(b)

ition imposée & g(x) est néces-

1, pour x , AJ,

fl) ={ ]y Pon el )

0, pour xe (A 8],
ota < A £ b (nous avons f(x) =1 sur [e, b] lorsque A =b). Cette fonction
est monotone (donc a fortiori R-intégrable) et nous avons 0 <fL1 La
formule (1) nous donne alors G() =7 G(b) pour Ae[a, b], ce qui démontre
la propriété. '

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

1. Pour que la premiére formule de la moyenne (1) soit vraie pour toute
X
fonction monotone f(x), il faut et il suffit que Uintégrale G(x) =Sg(t) dt, de

a
la fonction R-intégrable g(x), reste comprise entre 0 et G(b) pour xela, b]

4. C. Bonferroni obtient la suffisance de la condition de la PTOI_’riét’,é
IT par un passage a la limite de la propriété correspondante relative a
la formule (4). TR :
. Si nous considérons les sommes partielles s; =& +0, + ... + by,
*=1,2, ..., n de la suite (b;), la formule de la moyenne (4) est vérifiée
Pour toute suite monotone (a;) si les termes de la suite (s;) restent compris
au sens large) entre 0 et sp. ‘ e yab Bloan ot
i1 La démonstration de C. Bonferronives% lat‘ suivante; .Rz_emaiqgolls quz
Stles §;,4 =1, 2. ... ompris entre 0 et $p, Sp—Si, 2 = L & -0
sont _aU::SSi coéfpri,s en’t:: %0211;; sc,! LI; monotonie de la suite (a;) .nous montre,
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¢ 7 est compris entre a; et an ef, d’autre part, qu'en utilisant
qu

d’une part, ation d’Abel, nous avons . St et

la formule de transform

‘ (i“rb; ’-'-ansn) (é‘,lal b — alén)z

i=1

n-'l ‘ =1 o o i
j Y (sn — 1) (@it a;)] < 0.

La formule de la moyenne (4) en résulte immédiatement.

La nécessité de la condition. résulte en prenant la suite monotone
(aj) olt a; =G = ... =a; =1, ﬂ}.}.] =ﬂ;+2.= .. =ag =0.

Nous pouvons énoncer la propriété suivante :

me (4) soit vraie pour toule suite

II'. Pour que la formule de la moyenie ( t v ' :
monotone (a;) iquaut et il suffit que les termes de la suite (s;) des suttes partiel-
les de la suite (b;) restent compris entre 0 et sp. .

5. Considérons maintenant la seconde formule de la moyenne

: b L H ey gyt b
O (el ax =g(e)  12) dx +g(®) (1(x) dx,
a a ‘ §
o )7 THM] {
a<E L

.. Cette formule est valable pour toute fonction f(x) R-intégrable si la
fonction g(x) est monotone sur [4,b]. )

Supposons que g(x) ait une dérivée continue g'(x) sur [a,b]. Nous
pouvons ‘alors démontrer que la monotonie de g(x) est nécessaire pour que
la formule () ait lieu pour f(x) quelconque. En effet, si g’'(x) est une fonc-

. > - x - &

tion continue et si nous posbns Fl#) — Sf(t) dt, nous avons

.

b ‘ b . ’

(/=) e ax = F5) gio) — § £ g as
et la form.ule ‘(5) devienf _‘ | )
B AP S itk | _
(P g ax = Fig) (e ax,

vient 3 la premisre formﬁl ) - P,
e de 1 =5

Dans notre il )
" que la dérivée o'(y
condition que

donc re

prendre la fonction £(%) au vue résulte comme au nr. 1. I1 faut seulement

S —

S
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convenable. Puisque par construction F(x) est une inté .

: e v e 4 d grale, pour satis-
faire aux conditions 1°, 2° du nr. 1, il suffit, par
1a fonction : _ P | X dé prendre pour F(x)

2 S y ] |
.y (x — x, -1—.3)2 (xo —x +;), pour xe (x5 —e¢, %1, g

# =d{ 2 €
f (x) ‘_e;“ (x-— Xy —8)2 (x “x.o +"2—)s pour xe (x()' %o +'S)'V .

0, pour xe[a, 8] — () —¢, 2, +¢).

Ceci revient, d’ailleurs, 4 prendre pour f(x) 1a fonction

e

g 1 e 4 i@ 8
— (% — %) (x — x, +¢), pour xe(xy —¢, x,], .

f2) =15 (5 — &)

’: (¥ — xp — £), pouf Xe€ (%5 %5 -;!- £),

0, pour xe [a,B] — (%, —¢, 7, +¢).
Nous pouvons énoncer la propriété suivante i onln '

II1. Pour que la formule de la moyenne (5) soit vraie pour toute fonc-
tion g(x) ayant une dérivée continue sur [a,b] et posr toute fonction f(x)
R-intégrable sur [a, b], il laut et il suffit que g(x) soit monotone sur [a, b].

6. A la formule (5) correspond également une formule de la moyenne
»en termes finis”

] —:‘ .n | v~_—
(6) S o b =75, +{[):la, —r} bn,

o ; -
oit 7 est une valeur moyenne des | prémiérS“term“es de la suite (:r,«)
des suites partielles 7, =a; +a, + ... +a, i =12,..,7 de la suite

(a;), donc

‘min * (g, 4 e, 4.0 Fa)S FE max (a, +a, + ... +4a)
i=1,2,...,.n—1 '3 i il R li=l ) s K ;

La formule de la moyenne (6) est vraie pour toute suite (a) si la
Suite (b;) est monotone. Ia démonstration est sm1p1e, puisque si nous
Temarquons que '

' n—1 :
S a b —by Y = %, 7106 — i)
i=1 i=1 i=1. L .

On revient i la premiére formule de la moyenne.

La nécessité de la monotonie de la suite (b;), pour quf 1(6)arest§__ "_'fa‘
Pour toute suite (a;), résulte immédiatement en prenant a; 1d i g
® a, =0, pour k%4, i + 1, successivement pour ¢ =1, .0 %~

167
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¢ la. propriété suivante:

oyenne (B) soit vraie pour foute syise
soil monotone. It

Nous pouvons donc énonce Lk

III. Pour que la formule d_(;g Tb)
(a)), 11 faul ¢ il suffit que la surte (O B il et

K : dans son travail cité [ gf ; stre

ik fC- E;); ?;rﬁnzlovenne (5) est valable pour toute fonction f(x) dont
que la form : 3

si g(x).reste compris (au sens large)
ﬁm@mfm=5mwaymm@m_ﬂ) _

2 :
9 xE al b]' . i . -, .
entre g(a) et g(bt): p((:;rcouti[nue’ la condition énoncée est aussi nécessaire.
Entsuppoza;l(lmsg que g(x) soit continue et prenons pour (%) 1a fonctlc_)n

En effe ) su}zp oint de (a, b) et ¢ un nombre p051.t1f s’uff%s‘amment petit.
gl)]. gltllpggszsntugulg la formule de la movenne (5) soit vérifiée, nous avons
I'une des égalités

g(b), pour E £ % —¢,
e (x)dx = (%t e)g(@) + (%o +e—880) | pour te(x — e, 2o +¢)
2¢ S o CY 2

g(a), pour E= %, +E,
On voit donc que pour ¢ positif et assez petit,

Y xetw

Xo—8

It

Teste compris entre.g(a) et g(b). Mais si ¢ - 0, la moyenne intégrale (7)
tend vers g(x,), qui reste donc aussi compris entre g(a) et g(b).

Nous pouvons donc énoncer la propriété ‘suivante :

IV. Pour que la formule de la moyenne (B) soit vraie pour toute fonclion
g i

1(x), dont Pintégrale Sf(i)dt’est monotone, il faut et il suffit que la fonction

a
8(x), supposée continue, reste comprise entre gla) et g(b) pour xela, bl.

8. Tci encore C. Bonferronj obtient la suffisance de la condition de
la propriété IV par un Passage 4 la limite,
s tfrin i(s)rz)tiedde 1% moyenne (6) est vérifiée pour toute suite (@) d.on_is?
i U méme signe si les ter.mes de la suite (b;) restent compri
. 1€ 0y et 0. La démonstration est la suivante, Lorsque les 4; sont du meme
t compris entre b, et b,, nous avons
) . :
) =1 4 e n
Em@—m+@_m2mugmm-m+m—mw,=
AR = :

B (5 o] <o

LA PREMIERE ET LA
” | SECONDE FORMULE DE 14 MOYENNE

Ia nécessité de la condition résyi

. te en prenant @ =1etgqg, —
k 7 1. Nous avons alors 0 < 7 S 1 et la formule (6) nous donn é‘ b—& _pour
+ (1 —7)bn, qui montre bien que b t=rb 4

i est compris
Nous pouvons donc énoncer Ia pmpriétépsuivzr;ir:- by et b,
IV'. Pour que la formule de lg my )
(a;) dont les termes sont tous
1 =1,2,...,n restent compy

yenne (6) soit vras -
du méme Signe, il)f e pour foute suile

: aut et 7 't o
IS entre b, et b, wosuffit que les p,,
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