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SUR UN THEOREME DE W. A. MARKOV

par
TIBERIU POPOVICIU

a Clnj

W. A MARKOV dans son travail [2] sur la généralisation de la célébre
inégalité de A. A. Markov a donné, comme lemme préliminaire, le théo-
reme suivant :

St les vacines de deux polynomes de degré n, ayant toules lewrs racines
véelles, se séparent, il en est de méme pour les racines des dérivées de ces
polynomes.

Dans la seconde partie de ce travail nous donnerons une démonstra-
tion de ce théoréme. Notre démonstration différe un peu de celle de w. a.
MARKOV et aussi de celle de p. mONTEL [3] donnée, il y a prés de 30 ans,
dans cette méme revue.

La démonstration que nous donnons est basée sur la continuité
et la monotonie des racines de la dérivée d'un polynome ayant toutes
ses racines réelles, par rapport aux racines du polynome. Dans la
premiere partie de ce travail nous analiserons un peu cette propriété de
monotonie,

Enfin, dans la troisiéme partie de ce travail, nous donnerons un nou-
veaux théoréme sur les polynomes ayant toutes leurs racines réelles, ana-
logue & celui de W. A. Markov, cité plus haut.

Nous considérons seulement des polynomes d’'une variable ayant
leurs racines toutes réelles et par le degré d’un polynome nous entendons
toujours son degré effectif, méme si ces propriétés ne sont pas spéci-
fies expressément. Les accents désignent des dérivées. Nous pouvons
considérer comme égaux deux polynomes qui different seulement par
une constante multiplicative non nulle.
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I

1. Si un polynome a toutes ses raciues réelles, sa dérivée a également
ses racines toutes réelles. Il existe une importante propriété, bien connue,
de séparation des racines de la dérivée par celles du polynome. Dans la
suite nous utiliserons cette propriété.

T.es racines d’un polynome dont le plus haut coefficient est égal a
1 (donc de la forme #" - polynome de degré << n) sont des fonctions con-
tinues par rapport aux coefficients du polynome et les coefficients sont
des fonctions continues (des polynomes) par rapport aux racines du poly-
nomes. Si nous tenons compte des relations qui existent entre les racines
et les coefficients d’un polynome, nous en déduisons la continuité des racines
de la dérivée par rapport aux racines du polynome.

2. La propriété de monotonie des racines de la dérivée par rapport
aux racines du polynome peut étre énoncée de la maniére suivante :

Les racines de la dévivée sont des fonctions non-décroissantes des racines
du polynome.

Cette propriété est bien connue et a été beaucoup utilisée, par exemple
par Laguerre dans ses recherches sur les polynomes ayant toutes leurs
racines réelles.

Pour mienx mettre en lumiére la propriété de monotonie, nous intro-
duisons la relation P—C>Q entre deux polynomes, qui a lieu si et seule-
ment si:

1° Tes polynomes P, Q sont du méme degré » =

2° Tes racines respectives

(1) ) e

< X Y1V =< = Yn
de ces polynomes vérifient les indgalités
(2) <<y, t=1,2, ..., %

Cette relation est (reflexive et) transitive. Il est inutile de considérer

le cas n = 0 lorsque la relation précédente n’a pas de sens. Si n =1 il

suffit de mentenir sculement l'inégalité (2) de définition et on voit que
. . C c . .

daus ce cas I'une au moins des relations P -—(Q, Q-> P est toujours vraie,

Pour tout # >1 on peut construire des polynomes P, Q) tels qu'aucune

. c c . .
des relations P —» Q, > P ne soit vraie.

Ia propriété de monotonie des racines de la dérivée par rapport a
celles du polynome, s’exprime alors par le

|
!
|
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-, S raet . | , . c
THREOREME 1. Si P, () soni deux polynomes de degré n >1, de P —Q

C
il résulle que P'— Q.

Nous introduisons également la relation PS:)Q entre deux polymnomes,
qui a lieu si et seulement si:

1° Les polynomes P, Q sont du méme degré n =1 ct ont tous les
deux leurs racines toutes simples.

2° T,es racines respectives

1) Xy << Xp << . < Ky YT Y sen < Y

de ces polynomes vérifient les inégalités
’ ) g -
(27 R Ml 9 LI A

Cette relation, qui est aussi transitive, est un cas particulier de la
relation précédente et sobtient lorsque partout dans (1) et (2) le signe
= est remplacé par <.

T,es deux relations considérées sont lides aussi par une sorte de transi-
tivité mixte, analogue & la propriété correspondante des relations d'inéga-

. ce c ] ; L
lité < et <. Si P>R, R—> Q et si Q a toutes ses racines simples, nous

ce cc 5 ce : } ree
avons P> (. De PS> R, R—S, S>Q il résulte que P - 0.
Si les racines de P, () sont des fonctions continues d'un parametre

R i . cc
) sur un intervalle qui contient le point 2y et si la relation P - Q est

C L 1113 s ce
vérifiée pour Az£ Ay, nous avons P -+ (), mais non pas en général P - Q,
pour A = A, Cette propriété est vraie aussi pour les couples de relations

S S8 m inm mce mcemge % : !
5, 5 o —»: —3, —s , que nous introduisons plus loin.

Nous avons lé
IR O R ST . A e
VHBOREME 2. Si P, () sont dewx polynomes de degré m >1, de P - 0
. . cc
il résulte que P'—> ()’
3. Nous allons d’abord démontrer que le théoréme 1 résulte du théo-

réme 2. En effet, solent Pi@, (1) les racines des polynomes P, Q, n > 1 et

(3) =f=...=& 1, H=nN=. - = fn—1

les racines respectives des polynomes P, Q'. Considérons les polynomes
P., Q. de degré n, ayant respectivement les racines x; 4 te, ¢ = 1,2, ....%
v+ (¢ +1)e i =1,2,..., n olt & est un nombre positif. Les polynomes
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. . ce .
P, Q. ont toutes leurs racines simples, nous avons P, = (), et si

O P < < B g P e

sont respectivement les racines des polynomes P, (;, nous avons

(4) lim P =&, lim 4" ==, i=1,2 ..., n—1.

e~+0 e~+0

. Ve Y . L » rd I CC
Si nous supposons que le théoréme 2 soit vrai, il résulte que Ph— QL

r. . ! ¢ P e
et de (4) on en déduit, en faisant ¢—0, P’ » Q. On a donc démontré
que le théoréme 1 résulte du théoréme 2,

%. 11 reste a démontrer le théoréme 2. Soient P, Q deux polynomes

de degré n > 1 tels que PESQ et soient (1') les racines respectives de ces

polynomes. Soit P; un polynome de degré » ayant comme racines

X1o Xy v v oy Xp—is Ynecibts Yn—id2 -« ¥ pour 2 =1,2, ..., n Le polynome

Py oest égal a P et P, est égal & Q. Tes polynomes P; ont toutes leurs

racines simples, mais nous avons, en général, seulement P; i Py, 1=0,1,
., n —1. Si nous démontrons que

o peein :
(O) Pi—)Pi—Hﬂ 1 =0, 1, ...,n——],

alors, par suite de la transitivité de la relation counsidérée, il résulte que
N Cc z A e Ve
P Q" et le théoréme 2 est démontré.

I1 reste a démontrer les relations (3). Ces relations résultent du

Liemme 1. Les racines de la dérivée d'un polynome dont toutes les
racines somt véelles et simples, sont des [omctions croissantes par rapport
@ chacune des racines du polynome.

Soit g un polynome de degré » (==1) ayant toutes ses racines o, << g <

< ... << oy réelles et simples, T,a propriété du lemme 1 revient an fait
que chacune des racines de la dérivée du polynome f, = (¥ —a)g est
une fonction croissante de «. Ces racines B, < £, < ... < B, sont des

fonctions continues de o et restent distinctes. Nous pouvons démontrer
d’abord qu’elles sont des fonctions strictement monotones de «. Iin
effet, si, par exemple, B, ne serait pas une fonction strictement monotone de
«, nous pouvions trouver deux valeurs différentes o', o' de o« pour
lesquelles les polynomes

(6) fi=(r—a)g+g fo=(—ag+e
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(14

aient une racine commune égale a B4 Ceci est impossible car toute racine
commune des polynomes (6) devrait étre une racine commune des poly-:
nomes g, g ce qui contredit 'hypothése que g ait seulement des racines
simples. La monotonie stricte des racines p;, fonctions de «, est ainsi
démontrée. 11 reste seulement a préciser les sens de cette monotonie. Si
nous remarquons que les racines de la dérivée sont séparées par celles du
polynome et si nous temnons compte de

nous trouvons bien que les f8; sont des fonctions croissantes de «.

Le lemme 1 est donc démontré.

On peut, donner d’autres démonstrations au lemme 1. On peut, en par-
ticulier, donner des démonstrations basées sur des considérations analogues
a celles utilisées dans la seconde et la troisiéme parties de ce travail
Nous n’insistons pas sur ces démonstrations.

Remarque. Si o< 05< ... < ag—y sont les racines du polynome g/,
les racines P;, 7==1,2, ..., n, varient respectivement dans les intervalles
(— oo, af], [&—1, @{], ¢=2,8, ..., n—1, [oap—g,00), sin>2 Sin=1,1la
racine B, varie de —oo a oo et si m =2, les racines ,, B, varient

. . 4 3 o [+
respectivement dans les intervalles ( — oo, 01:”2], [ "2|_ 2 oo].

I

5. Nous allons nous occuper de la démonstration signalée du théoreme
de W. A. Markov. <

Nous introduisons la relation P - Q entre deux polynomes, quia lieu
si et seulement si:

1° Les polynomes P, @ ount le méme degré n’>= 1.

2° Les racines respectives (1) de ces polynomes vérifient les inégalités

(7 =y PR P - R D

S s B .
Si P —=Q ou Q— P nous pouvons dire que les racines des polynomes
S C
P, Q se séparent. En général, de P —Q il résulte que P —(Q et, pour

s C !
n =1, les relations. P—(Q, P —(Q sont équivalentes., Compte tenant
d’une remarque précédente, nous pouvons trouver, pour tout n >1,

S
deux polynomes P, Q de degré n tels quaucune des relations P — (),

S . N S
Q = P ne soit pas vérifiée.
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I,e théoréme de W. A. Markov peut s’énoncer de la maniére suivante :

- N e I3 5
THHOREMIE 3. Si P, Q sont deux polynomes de degré n >1, de P — ()

. o S
il vesulte que P — Q.

Sin = 2 le théoréme 3 résulte du théoréme 1. Tn effet, dans ce cas,
S B e @ A z by . s
de P —Q il résulte que P —Q d’ot, en vertu du théoréme 1, il résulte
c . . 5 . s
que P’"—= Q. Mais cefte relation est équivalente a P’ — (' et la pro-
priété est démontrée.

: : ) . s
Nous introduisons également la relation P — Q entre deux polynomes,
qui 2 lieu si et seulement si:

1° Les polynomes P, Q ont le méme degré # =1 et tous les deux
ont letirs racines toutes simples.

2° Tes racines respectives (1’) de ces polynomes vérifient les inégalités

(7") X <Y< sl Rk . <<alin

ss _cc :
De P —Q il résulte que P - Q et pour n =1 ces relations sont
équivalentes.
Nous avons le cas particulier suivant du théoréme de W. A. Markov:

o ) ss
THRORBME 4. St P, Q sont deux polynomes de degré n >1, de P— ()
A ; SS
i rvesulte que P — (',

On démontre, comme plus haut, que pour # = 2 le théoréme 4 résulte
du théoréme 2.

6. 11 suffit de démontrer le théoréme 4 car alors le théoréme 3 en
résulte. Pour le voir, nous procédons comme au nr. 3, oft nous avons
montré que le théoréme 1 résulte du théoréme 2.

. S . .
5i nous avons P — (Q et si nous prenons maintenant les polynomes
P, Q. ayant respectivement comme racines x; + (27 —1)e, ¢ =1, 2, ..., #,

i} N S ss
Yi-+ 2,10 =1,2, ..., n olt ¢estun nombre positif, nous avons P, — Q..
SS
»i nous supposons que le théoréme 4 soit vrai, il en résulte que P;— QL.
Si nous faisons e -—»0, les racines de P, Q) tendent vers les racines

. ’ » S z .\
respectives de P’, Q' et nous déduisons que P’ —(Q’. Le théoréme 3 est
done démontré,

7.  Nous pouvons démontrer le théoréme 4, en nous basant sur le théo-
reme 2, sur le lemme 1 et sur la continuité des racines de la dérivée.
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. ss , ) ce ] c 4
Si P —Q il résulte que P — Q donc aussi P’ ?—>Q’. Pour démontrer

SS
que nous avons de plus P'— Q" il suffit de montrer que les dérivées des
polynomes P, Q (qui ont toutes leurs racines simples) ne peuvent avoir
des racines communes. En effet, il est facile de voir qu’alors la relation

ss . »
P’ — Q' se mentient pendant que les racines de P croissent vers les racines
respectives de Q.

Mais, si (1’) sont les racines des polynomes P, O de degré #, la rela-

S
tion P —S>Q est équivalente a 1'égalité

(8) Q:P(m-i ai),

i=1% — %

olt @ est une constante différente de zéro et a,, a,, ., 4y, des constantes
différentes de zéro et du méme signe. D’ailleurs, le produit aa; est de signe
contraire avec le plus haut coefficient de P, donc avec P pour x trés
grand.

Par dérivation de (8) il résulte que

n

(9) Q:P@+Z~2J—Pi—i~

j=1% — % =1 (v — x)?

On voit que si P’, Q' aurait une racine commune, cette racine devait
annuler aussi le polynome P, ce qui est impossible puisque, par hypothése
P n’a que de racines simples.

8. Les relations P Q et P 5 Q peuvent &tre étendues au cas oll
le polynome P est de degré » et le polynome Q) de degré # —1. Sin >1 et si

(10) X = =X Y=V = =Y

: . ; 8 .
sont respectivement les racines de P et de @, la relation P = Q a lieu
si et seulement si

(11) B = Hg, 2 =12, U0, =1

On peut encore dire que les racines des polynomes P, Q se séparent.

La relation P S—S>Q a lieu si et seulement si, -de plus, les racines des
polynomes P, Q sont toutes simples et si au lieu de (11) nous avons les
inégalites
(]1/) X<y << x,-+1,17:],2, ERALAAAY [} —1.

8 — Mathematica
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Nous avons alors la

Conséquence 1. Si P est un polynome de degré n et Q un poly-

s | , S 1y,

nome de degré m—1, n >1, de P— Q 1l vésulle que P'— Q.
T,a propriété résulte du théoréme 3 par un passage 4 la limite. Pour

. s
le voir soient (10) les racines de P et Q qui vérifl(*/nt la f_elatmn P = 0.
Considérons le polynome R = (x —¥u)¢ de degré n. S1 x, =<y, nous

S
avons P—S>R, d’otr, compte tenant du théoreme 3, P - R’. Si nous
faisons y, —» oo, Uune des racines de R’ (la plus grande) tend vers oo et
les autres vers les racines respectives de Q’. Compte tenant de la con-
tinuité des racines de la dérivée par rapport aux racines du polynome

s X j IV
on voit que si nous faisons v, — oo, de P’ — R il résulte que P’ — Q.
Nous avons aussi la
Conséque nce 2. Si P oest un polynome de degré n et Q un
Ss g L Hssll
polynome de degré n—1, n >1, de P— Q 1l vésulte que P’ — Q'

Cette propriété résulte du théoréme 4 de la méme maniere que la
conséquence 1 du théoréme 3. Nous construisons, comme plus haut, Ie

ss : s .
polynome R. Si P —=Q et si &, <y, nous avons P - R, donc par suite
' sS A4t : .
du théoréme 4, P'> R’. De 13, si nous faisons 3y, —» oo il résulte que

85
S A ) . NGTN
P'5(Q'. Pour démontrer que nous avons méme [ "> Q" il suffit de

démontrer que si PS—S>Q, les polynomes P’, Q' ne peuvent pas avoir des
racines communes.

Si Pﬁ Q nous avons la formule (8), olt a =0 e_t ArisE= 1528, ¥, n
sont » constantes différentes de zéro et du méme signe. La formule (9)
nous montre que P’, Q' ne peuvent avoir des racimes communes.

l.a conséquence 2 est démontrée. ;

9. Comme une application, considérons une suite de polynomes
orthogonaux :

H(); II]_; svey Hll—li HHJ a. o]

On sait que les racines de II, sont toutes réelles, si'mples et que les
racines de IT,—; sont séparées au sens strict par les racines de II,. Nous

SS ’ 4 £ ol
avons done TT, — IT,— pour 7 > 1. De la conséquence 2 il résulte donc la

. - ’
Conséquence 3. St Il,_y, I, sont deux termes conséculifs d’'une
S

S
’ !
suite de polynomes orthogonaux (n >1), nous avons Iy = Jl—1.

T Vo
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III

10. Nous allons nous occuper d’'un théoréme analogue au théoréme
de W. A, Markov.

Nous introduisons la relation PﬁQ entre deux polynomes, qui a
lieu si et seulement si: :
1° Tes polynomes P, @ sont du méme degré » =>=>1.
2° Tes racines (1) de ces polynomes vérifient les inégalités

(12) w42+ oo =y F vty i=1,2, ..., 0—1
et 'égalité
(13) Mt =y vt o

Si n =1, nous avons seulement Iégalité (13). Si # =1 la relation

m
P = Q signifie que P, ) ont la mémie racine, done, d’aprés le sens adopté
au début de ce travail, qu'ils sont égaux. On voit facilement que pour tout
n >1 nous pouvons trouver deux polynomes P, Q de degré n tels qu'au-

m mn
cune des relations P — (), Q —» P ne soit pas vérifiée.

D’aprés ¢. H. HARDY, J. B. LITTLEWOOD et G. POLyA [1], la relation
m

P — @ est équivalente au fait que les racines de Q se déduisent de celles
de P par une sorte de procédé de , médiation”. Ceci signifie qu’il existe
une matrice (a;,;) a n lignes et # colonnes, avec des éléments non-négatifs,

la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne étant égale 4 1,

n n
Z”i,v: Zﬂv,j=], 1, 1=1,2, ..., n
v=1 v=1

et telle que
n
yi: Z a,"]-x]', 'L':], 2, ook o 105
i=1

Dans la suite nous n’utiliserons pas directement cette propriété.

Ta relation considérée est (réflexive et) transitive et nous-avons le
théoréme suivant, analogue au théoréme de W. A. Markov :

THEORLME 5. St P, Q sont deux polynomes de degré n >1, de r3 Q
tl vésulte que P’ﬁQ’.

mnm X .
Nous introduisons également la relation P — Q entre detix polynomes,
qui a lieu si et seulement si:
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1° Les polynomes P, Q sont du méme degré n =1 et ont toutes
leurs racines simples, .

2° Les racines respectives (1’) de ces polynomes vérifient les inéga-
lités

(129 % f %+ .o+ x < VitV ooy, =12, ..., n—1

et T'égalité (13).

Pour n =1 nous gardons pour la définition seulement I'égalité (13)
mm 1
et alors la relation P — Q est équivalente a P — (.

min )
Ta relation — est transitive. Nous avons aussi des propriétés de

, min m

transitivité mixtes entre les deux relations considérées. Si P—> R, R— (
R ' . 1 mm

et si ) a toutes ses racines simples, nous avons P —> (. De P — R,

m mm min
R —>S,5 —Q il résulte que P — Q.
Enfin, nous avons le :
; o 5 ) 3 ' min
THEOREME 6. St P, Q sont deux polynomes de degré n>1, de P — ()
mm
1l vésulte que P’ —> Q.

T.a démonstration des théorémes 5 et 6 est immédiate pour n = 2
puisque la racine de la dérivée d’'un polynome de degré 2 est égale a la
demi somme des raeines du polynome. Dans ce cas les théorémes 5 et 6
résultent de I'égalité (13).

11. 11 existent deux cas oll la démonstration du théoréme 5 ne pré-
sente pas de difficultés. Ces cas ont lieu si I'un des polynomes P, Q a
toutes ses racines confondues.

Nous allons faire d’abord quelques remarques. Si

(14) K== xb =<V yii<thy)

sont les racines du polynome P, nous avons

x14—x2<x1—|-;v2+x3 <x1+x2-[—...-|—,1<,,

= 4
= 9 == 3

il
I

H

m
Si (1) sont les racines des polymomes P, Q) et si P — (), nous avons
X1 ==Yy, Yn = x,, donc aussi

(16) X — %1 = Yn— Y1 = 0.
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mim
Sim>1ct P ->( nous avons les inégalités plus précises
(16") Xn — X >Yp— Y >0,

Démontrons maintenaut le théoréme 5 dans les deux cas particuliers
signalés.
| [ ; . m
Cas 1. Le polynome P a toutes ses racines confondues. De P — ()
et (16) il résulte alors que @ a également toutes ses racines confondues
ct notamment avec l'unique racine distincte de P. Dans ce cas P’, ('

ont également toutes leurs racines confondues avec 'unique racine distincte
de P et le théoréme b en résulte.

Cas 2. Le polynome () a toutes ses racines confondues. Soient (3) les
racines des polynomes ', Q" et tenons compte des inégalités (15) corres-

n
pondantes a ces racines. Alors si P — (Q, nous avons

& +4&, — G+t 6,y

€1§ 9 = ... = g = N = Ny = . = fp—y,

- | z 111 z I ~ ’ e
d’ott il résulte que P'— (' et le théoréme 5 est démontré.

12. Pour aller plus loin nous introduisons deux opérations sur les
racines d’un polynome. Nous appelerous ces opérations: la dilatation et
la contraction de deux racines. Ces opérations ont déja été utilisées par
G. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD ct ¢, porva dans leur livre cité,

Une dilatation de deux des racines x" == x’’ d’un’ polynome revient
a la substitution de ces racines par &' — p, ¥’ + p respectivemnt, oi
p >0 et les autres racines du polynome restent inchangées.

Une contraction de deux des racines x’ < " d'un polynome revient
a la substitution de ces racines par x' - p, a” — p respectivement, oi
p >0 et les autres racines du polynome restent inchangées.

Le nombre p peut étre appelé le cocfficient de la dilatation res-
pectivement de la contraction correspondant au couple des racines
considérées.

Dans la suite, a2 moins que le contraire ne soit pas expressément spé-
cilié, nous considérons seulement des dilatation et des contractions qui
ne dérangent pas l'ordre des racines du polynome. Ceci signifie que le
coefficient est soumis & la restriction que, dans le cas de la dilatation les
intervalles [x' — p, &'), (&', ¥'" 4 @] et dans le cas de la contraction les
intervalles (&, "+ p], [#" —p, #’') mne contiennent aucune racines du
polynome initial ou du polynome transformé. Si (14) sont les racines du
polynome initial et si # >1, avec la restriction précédente, 1'opération
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de lﬂ, dllatathll CS‘L app ca e au S H > C
11 bI ux racines xr KXo 1 S ueu1L 8 ¢ 3
cas suiva nts . 3 L] S < 111(111 daans 1 S

r=1, s =n, pour 0.< p quelconque,
r=1, s << m, Si % << ¥, << ¥4y, pour 0 < p < Xgpp — X,
r >1, s=m, si ¥ < 2, =%, pour 0 < p << Xp — Xp_q,

Ay sl silia, P ah <Dxg <Dyl Spour

0 < p <min (¥, — %y, ¥51g — %)

] A ]: PR . .
bl l 1 d I'CL C()]][:I aCthl1 e)t ap )IIC( b]. ll[()lll I]t (131]5
—)e meme o) )erat on (§] b aple seul (¢

§ s X — X,
s —r =1, 81 & <%y, pour 0 < p< FL_7T,
2

s — i :
r>1, 8l & < Hpp Z Ky < X5, pour 0 < p < min (%41 — xp, &5 — X5_q).

Les olfémtions de dilatation et de contraction étant ainsi précisées
on voit qu'une telle opération est parfaitement caractérisée par le coupi-c’-
de racines considérées et le coefficient p correspondant. Fn particulier, si
nous pouvons appliquer une opération de dilatation ou de contraction
de coefficient p, nous pouvons aussi appliquer aux mémes racines, toute
dilatation ‘resp. contraction de coefficient < o S

On en déduit que si nous appliquons aux racines &, %, # < s du poly-
nome, une dilatation ou une contraction, les racines du polynome devien-
nent des fonctions continues du coefficient o. Il en est de méme pour les
sommes Xy 4 %, + ... + x;,7 =1,2, ..., n. Cessommes se transforment en
X + &y 4 e + % —p respectivement en x, + % -+ ... 4 %+ p pour
1=+ 1,...,s—1, suivant qu'il s’agit d’une dilatation respectivement
d'une contraction de coefficient p des racines x,, x;, 7 <s. Les sommes
¥+ % + ... - %, pour les autres valeurs de 7 restent invariables 1l
faut retenir, en particulier, le fait que la somme de toutes les racines
reste \mvar;able par une dilatation ou une contraction de deux 1'aci11e.§'.

S P* est un polynome qui se déduit du polynome P par I'application
d'une dilatation ou d’une contraction de coefficient p, les racines de P*
tendent, pour p -0, vers les racines correspondantes de P. Ln méme
temps les racines de P*, qui sont également des fonctions contintes de p
tendent vers les racines correspondantes de P/, V )

. Il est important d’étendre ces propriétés 4 la limite, au cas oft P* se
déduit de P par l'application successive d’un nombre fini de dilatatioacs
ou de co11trgctions_re}atives a divers couples de racines du polynomeh.
Sette extension dq1t étre fa}it_e avec c}ertaines précautions car I'application
guccessive de plusieurs opérations dépend de leur ordre. I,es opérations

13 SUR UN THEOREME DE W. A. MARKOV 311

de dilatation et de contraction ne sont donc pas commutatives lorsqu’clles
s'aprliquent & des couples de racines différentes. '
@

Exemple. Soient n =3 et %y =0, %, = %3 =2. La premiére racine
est donc égale 4 0, la seconde et la troisieme a 2. Sinous appliquons d'abord
alix racines &y, %, (3 la premilre et a la troisi¢me) une dilatation de coeffi-
cient 3, les racines deviennent —3, 2, 5. En appliquant ensuite une contrac-
tion de coefficient 1 aux racines x,, %, (a la seconde et a la troisiéme) nous
obtenons les racines —3, 3, 4. I ordre des opérations me peut &tre inter-
verti car l'opération de contraction ne peut étre appliquée aux racines
%y = 2, &y = 2, si nous tenons compte de le restriction imposée de ne pas
déranger l'ordre des racines.

Toujours dans ce cas, supposons que nous appliquions d’abord aux
racines %, #; (& la scconde et a la troisieme) une cofitraction de coeffici-
ent 1. Les racines deviennent 0, 1. 3. Nous appliquons ensuite aux racines
0,1 (3 la premiére et a la seconde) une dilatation de coefficient 3. Nous
retrouvons les racines —3, 3, 4. 11 est & remarquer que chaque fois nous
avons dérangé l'ordre des racines.

De cet exemple on voit, d'une part, combien la restriction de ne
pas déranger 'ordre des racines apporte des précisions sur les opérations
de dilatation et de contraction. D’autre part, le méme exemple nous montre
comment il faut suivre les racines du polynome lorsqu’on applique sticcessi-
vement plusieurs dilatations ou contractions de deux racines.

Nous n'insisterons pas sur ce probléme de permutabilité car les propri-
étés a la limite de plus haut seront appliquées dans la suite seulement
dans des cas particuliers qui seront précisés lorsqu'ils interviendront effec-

tivement.

13. Nous allons démontrer maintenat que le théoréme 5 résulte du
théoréme 6.

Si le polynome P* s’obtient du polynome P par I'application d'une

m

dilatation de deux racines, nous avons P* — P. Cette relation est vraie
aussi Jorsque le polynome P* s’obtient de P par 'application sticeessive
Qun nombre quelconque de dilatations. .

Soient (14) les racines du polynome P et soit n >1. Désignons par
P, un polynome ayant comme racines les nombres

Q
. . : n(n — 1)

xl" = X{-— (% —1)9, v = l; 2; e M #1: 'x;l = Xn '—'l‘ 7—-‘2—91
oil p est un nombre positif. Le polynome P, s’obtient de P en appliquant
successivement les opérations de dilatation, de coefficient (n —i)p aux
racines #y, &, pour ¢ =1,2,...,n —1 (dans cet ordre). Nous avons

m
P, —*P. Remarquons que P, a toutes ses racines simples qui, pour p =0,
tendent vers les racines correspondantes de P. Fn méme temps les racines
de P} tendent vers les racines correspondantes de P.
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Soient P, ¢ deux polynomes de degré » >1, (1) les racines de ces

polynomes et supposons due Pﬁ@. Soient

&

W LAY <Ky, YIL YR L

les raci U iti i
acines des polynomes P,,, Qo Ol p est un nombre positif et qui s’obtien-

nent de P, O de la méme maniére que plus haut 1 ly 2) S
e 45,0 ‘ que p e polynome P,.de P. Nous

L L S T SRy i Y SE T + #t) =

AT AR e O PR MNP o R ot )

CF =TT SD L P AT S |

S il I e e G P B

mimn
Nous avons donc Py, — @,. En supposant donc que le théoréme 6 soit

I3 - ” ] min . .
vrai, il en résulte que Py, — Q. Mais, si p - 0, les racines de Py, Q, ten-
dent vers les racines de P’, (' respectivement. Iin faisant donc p—0,

o m
nous déduisons que P’ — Q'
Nous avons ainsi démontré que le théoréme 5 résulte du théoréme 6.

_ Remarque. La relation P* 5 P est vraie si P* s’obtient de.P par une
d1latati_on de deux racines, sans la vestriclion de la conservation de ovdre
des racines. En effet, on le voit facilement, si nous applfquons une dilatation
aux racines x' = x'' et si nous supposons que le coefficient ¢ croit, on peut
re_:mplac,er %" —p ow x4 p par une racine qu'il traverse, Convenons de
(f}lre qunne dilatation des racines x' = x'' ne dérange pas au sens large
lordre ‘des racines lorsque les intervalles (5" —p, 8'), (&, " -+ p) ne
contiennent pas des racines du polynome. Alors la propriété précédente
rfzs-ul‘_ce du fait que toute dilatation, sans la restrictiocn de I'ordre des racines
s’obtient par l'application successive d’un nombre fini de dilatations qui
ne dérange pas au sens large l'odre des racines. '

. . . ., m .
On voit aussi que la relation P* — P est vraie lorsqu’on obtient P*
5 ; S .
ge JE _lvpar Tapplication successive d’un nombre quelconque (fini ou non)
e di a‘ga‘uons, avec ou sans la restriction de la conservation de 1’ordre
des racines. '

14. Nous nous proposons: maintenant de démontrer le théoréme 6
. . y s 3 . . . .
Nous le déduirons d'une série de lemmes préliminaires.

Lorque le polynome P* s’obtient de P par une contraction de deux

. m ¥
racines, nous avons P — P¥*. Cetlte relation reste vraie si P* s’obtient de
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P par une succession d’un nombre fini de contractions. Si le polynome P,
a toutes ses racines simples, il en est de méme pour le polynome P*,

T,emme 2. Etant donnés un polynome P de degré n>1 el un nombre
positif e quelconque, on peut trouver un polynome de degré m tel que: 1° Ce
polynome - se déduise de P par I'application successive dun nombre fini de
contractions de dewx vacimes consceutives, 2° Les vacines de ce polynome
sotent toules comprises dans un intervalle de longuewr < e.

11 est clair que si P a toutes ses racines confondites nous n’avons rien
3 démontrer. Ici nous considérons seulement le cas ot P a toutes ses
racines simples, ce que nous supposerons plus loin. Il est d’ailleurs clair
que le lemme reste vrai aussi sans cette restriction.

Dans 'énoncé on a précisé qu’il s’agit seulement de contractions
appliquées & des racines comsécutives; donc si (14) sont les racines du poly-
nome seulenent & des couples de racines de la forme xy, ;4.

Nous démontrerons le lemme par induction complete.

Pour n = 2 la propriété est vraie puisque si x, << %, sont les racines
de P, il suffit de leur appliquer une contraction de coefficient p qui vérifie
les inégalités max (0, L;l:) < << xz;: 2y

Supposons maintenant que # >2 et que la propriété soit vraie pour
les polynomes de degré » — 1. Démontrons que la propriété sera vraie
aussi pour les polynomes de degré .

Nous allons d’abord démontrer que si P est un polynome de degré n
ayant les racines (14) (x, < x,), en appliquant un nombre fini de contrac-
tions de racines consécutives, on peut en déduire un polynoine dont les

Fn— %1 e
I~ By
2 4
En effet, par hypothése, par 'application d'un nombre fini de contractions

de racines consécutives, nous pouvons déduire de P un polynome P, dont
. s epe . £
les racines x| < %j < ... < xp vérifient les relations xj = &y, ¥, — 43 <

Tes contractions sont appliquées seulement & des couples de la forme

%i, %41, olt 4> 1. Ensuite nous appliquons au polynome P, une contrac-

_ o N \ B e % = 7]
tion des racines x4, x5 de coefficient p, olt max [0, —— — — .
2

racines soient comprises dans un intervalle de longueur <

Les racines du polynome ainsi obtenu sont alors COI[]pI’iSGS dans un inter-
x! — %! € yI = iyl
2 1 n 1

4+ —=—-

valle de longueur << &, — (%, 4 p) << &y —%{ — "
, 2 8 ’

X?‘% £ n T M SR ) . .
—~ 4+ —< L 4 —, justement ce qu’il fallait démontrer.

2 8 2 4

11 en résulte que si un polynome de degré » a toutes ses racines compri-
ses dans un intervalle de longueur <4, par lUapplication d'un nombre fini
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de contractions de racines consécutives, on peut en déduire un polynome
s : : : _ 1
dont les racines soient comprises dans un intervalle de longueur < - 1 £,
2 4

En répétant ce procédé, on voit que, pour tout nombre naturel % on peut
déduire, par 'application successive d'un nombre fini de contractions de
deux racines consécutives, un polynome de degré n dont les racines soient
comprises dans un intervalle de longueur plus petite que

4 1 g 1

1 €

ok Ty

) 0 ! 1 .

I1 suffit de choisir le nombre %2 de maniére qQUE < £ ¢t le lemme est
, " 2

démontré. 3

\

Remarque. On peut faire une remarque analogue & celle faite au no. 13.

m

La relation P — P* est vraie aussi lorsque P* s'obtient de P par umne
contraction de deux racines x’ < x’, sams la restriction de la conserva-
tion de ovdre des vacines, mais avec la condition que le coefficient o soit
< #” — &', La démonstration est analogue, en remplagant »" + o ou & — ¢
avec toute racine qu'il traverse et, en particulier, en permutant ces raci-
nes lorsqu’elles se traversent, pendant que p croit. Ici encore on peut con-
venir de dire que les racines &' < &'’ ne dérangent pas au sens large 1'ordre
des racines lorsque les intervalles (#/, ' 4 p), (¥ — p, #”') ne contien-
nent aucune racine du polynome transformé et lorsque 0 << p < &/ —«’.
Alors la propriété précédente résulte du fait que toute contraction de
deux racines, avec la seule restriction que son coefficient p vérifie les inégali-
tés 0 << p << &” — &', peut étre obtenue par un nombre fini de contrac-
tions successives qui ne dérangent pas au sens large 'ordre dcs racines.

On voit aussi que la relation P B P* est vraie lorsque P* s’obtient
de P par l'application successive d'un nombre quelconque (fini ou nomu) de
contractions avec la conservation de l'ordre des racines ou seulement avec
la restriction imposée plus haut aux coefficients des contractions.

15. Du lemme précédent il résulte le

" . .

Lemme 3. St P, Q sont deux polynomes de degré n>>2 el si P—> (),

on peut trouwver un polynome R de degré n, qui s’obtient de P par I'application
successive d'un nombre fini de comtractions de dewx vacimes consécutives,

] m . mm | AL 8
tel que V'om ait R — Q, sans que la relation R — () soit vérifiée.

Solent (1) les racines des polynomes P, Q ot 2, < 2, < ... < 2z, les

m
racines de R. Nous avons P — R et, en vertu des hypothéses vérifides par
R, nous avons les inégalités

A7) ztzm+ o, =E vy Yt =4, 2000 =,
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dans 'une au moins la relation d’égalité étant vraie. Bien entendu, nous
avons aussi 2, + 2, - ... + 2 =9, + Vs + ... + Vn

Pour démontrer le lemme prenons un nombire positif = tel que
(18) €< Yn — Y1

En vertu du lemme 2, nous pouvouns trouver une suite finie de poly-
nomes de degré #,

IPINMIPRN. ) Py

tels que:

1° Chaque terme P; s’obtient du précédent P, par une contraction
de deux racines consécutives.

2° Le premier terme P, est égal a P et le dernier I, a toutes ses
racines comprises dans un intervalle de longuewr < e.

Par hypothese POIEI;Q. Il existe donc un plus grand indice 7 tel que

mm © A 5. N
P, — (). Nous ne pouvons pas avoir » =k, car autrement I'inégalité (18)
serait en contradiction avec les inégalités (16'). Nous avons douc 7 < &,
douc aussi » +1=*% et le polynome P,;; ne vérifie pas la relation

mm « . . ) . .
Priy—> Q. Soit p; le coefficient de contraction par laquelle Pry(s obt1?_nt
de P,. Soit P* un polynome qui s’obtient de P en appliquant au méme
couple de racinmes (consécutives) une contraction de cogfficient p << p;.
Torsque o -0, les racines de P* tendent vers les racines correspondantes
de P, et lorsque p — py elles tendent vers les racines correspo_ndallltes de
P,y En vertu de la continuité par rapport a o des racines, il existe un

m ) ! , mm
nombre positif p << p; tel que 'on ait P* — (), sans que la relation P* — (@
soit vérifiée. En prenant le polynome R égal au polynome F* correspon-
dant a ce p, le lemme est démontré,

16. Nous avons aussi le
niny
T,emme 4. St P, Q sont deux polynomes de degré n>1 ¢l st P—> (),
on peut lrouver une swite finic de polynomes de degré n,
(19) P ikl 4Py
lels que

1° Chaque terme P s’obtient du lerme précédent Py par une conirac-
tion de deux vacines comsécutives.

2° Le premier tevme est égal a P ct le dernicr terme est égal a Q.

Nous pouvons faire la démonstration par induction compléte.
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de contractions de racines consécutives, on peut en déduire un polynome

! ; : : i
dont les racines soient comprises dans un intervalle de longueur < - SR
2 4
En répétant ce procédé, on voit que, pour tout nombre naturel % on peut
déduire, par l'application successive d’'un nombre fini de contractions de
deux racines consécutives, un polynome de degré # dont les racines soient

comprises dans un intervalle de longueur plus petite que
! 1 1 1 1 e
S !’E(E‘Fz—a+---—|—2k—+f)<m+*~'

ok 2

; o6 el l €
I1 suifit de choisir le nombre % de maniére que —<—ct le lemme est
démontré, A 3

Remarque. On peut faire une remarque analogue & celle faite au no. 13.

m

La relation P — P* est vraie aussi lorsque P* s'obtient de P par une
contraction de deux racines x' < %'/, sans la restriction de la conserva-
tion de Uovdre des racines, mais avec la condition que le coefficient p soit
< 4" — «'. La démonstration est analogue, en remplacant &' -I- p ou x —

avec toute racine qu'il traverse et, en particulier, en permutant ces raci-
nes lorsqu'elles se traversent, pendant que p croit. Ici encore on peut con-
venir de dire que les racines &' < &' ne dérangent pas au sens large Uordre
des racines lorsque les intervalles (&, ¥’ + o), (a” — p, ') mne contien-
nent aucune racine du polynome transformé et lorsque 0 < p << &' —x«,
Alors la propriété précédente résulte du fait que toute contraction de
deux racines, avec la seule restriction que son coefficient p vérifie les inégali-
tés 0 < p << 4" — &', peut étre obtenue par un nombre fini de contrac-
tions successives qui ne dérangent pas au sens large I'ordre des racines.

On voit aussi que la relation P —n—1> P* est vraie lorsque P* s’obtient
de P par l'application successive d’un nombre quelconque (fini ou non) de
contractions avec la conservation de Uordre des racines ou setilement avee
la restriction imposée plus haut aux coefficients des contractions.

15. Du lemme précédent il résulte le

. . . nm
Lemme 3. St P, Q sont deux polynomes de degré n>2 el si P —> Q,

on peut trouver un polynome R de degré m, qui s’obtient de P par I application
successwve d'un nombre fini de comtractions de dewx racimes consécutives,

] m A L. ' AL TS
tel que Uon ait R — Q, sans que la relation R —> Q soit vérifiée,

Soient (1') les racines des polynomes P, et z, < 2, < ... < 7, les

m
racines de R. Nous avons P — R et, en vertu des hypothéses vérilides par
R, nous avons les inégalités

A7) 2tz + ... SR L H M e et sl St g el
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dans I'une au moins la relation d’égalité étant vraie. Bien entendu, nous
avons aussi 2; + 4y -+ ... 2=y + v+ ... I+ vu
Pour démontrer le lemme prenons un nombre positif ¢ tel que

(18) 5_ < Yu 0 Sk
FEn vertu du lemme 2, nous pouvons trouver une suite finie de poly-
nomes de degré #,
PESPWES L By
tels que:
1° Chaque terme P; s’obtient du précédent P;—; par une contraction
de deux racines consécutives.

2° I,e premier terme P, est égal & P et le dernjer P, a toutes ses
racines comprises dans un intervalle de longueur < e.

Par hypothése Polg{). Il existe donc un plus grand indice # tel que

Prnil>nQ. Nous ne pouvons pas avoir » = k, car autrement l'inégalité (18)
serait en contradiction avec les inégalités (16’). Nous avons donc 7 < &,
donc aussi # 4+ 1=k et le polynome . P,;; ne vérifie pas la relation

m .« . ) .
Pr+11—‘; Q. Soit p; le coefficient de contraction par laquelle Ppyqs obuAent
de P,. Soit P* un polynome qui s'obtient de P en appliquant au méme
couple de racines (consécutives) une contraction de cogfficient p = p;.
Lorsque p —0, les racines de P* tendent vers les racines correspondantes
de P, et lorsque p — p; elles tendent vers les racines cor.respo‘ndaqtes de
P,,. En vertu de la continuité par rapport a p des racines, il existe un

: | yin : ) § 5
nombre positif p << p, tel que l'on ait P* — @, sans que la relation P* — ¢
soit vérifiée. Fn prenant le polynome R égal au polynome P* correspon-
dant a ce p, le lemme est démontré.

16. Nous avons aussi le
h11801 8
T,emme 4. St P, Q sont deux polynomes de degré n>1 ¢ si I’—> Q,
on peul trowver une sutte finic de polynomes de degré n,

(19) Do Dl R

tels que :

1° Chaque terme P; s'obtient du lerme précédent Pi_y pay une conlruc-
tion de dewx racines conséculives.

B b & 1 v ? i N
2° Le premier terme est égal a P ct le dernicy lerme esl égal a ().

Nous pouvons faire la démonstration par induction complete.
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Pour # = 2 il suffit de prendre & =1, donc Py =P, P, =(Q et le
lemme est démontré. '

Prenons » > 2 et supposons que la propriété soit vraie pour les poly-
nomes de degré 2,3, ..., #» —1. Démontrons qu'elle sera vraie aussi pour
les polynomes de degré .

Considérons donc deux polynomes P, Q de degré n et supposons que

min
P— Q. En vertu du leinme 3 nous pouvons construire une suite finie
de polynomes de degré #n,

(20) Py Py ..., P, R,

olt P, est égal & P et dont les termes vérifient la condition 1 da lemme 4.
De plus le dernier terme R, déterminé par le lemnie 3, vérifie la relation

m ) i mnl
R —(@Q mais non pas la relation R — Q. Nous continuerons de désigner
par z; < 2, < ... < 2y les racines de R.
Si R est égal a Q, la suite (20) vérifie toutes leg conditions imposées &
la suite (19) et le lemme 4 est démontré. e
Dans le_ cas contraire, seulement §, olt 1 =7 < n — 1, des relations
(17) se réduisent a des égalités.- Soient iy, 7y, ..., ¢; les valeurs de 7 pour
lesqu’elles nous avons l'égalité dans (17), pour les autres valeurs de ¢ I'iné-
galité au sens stricte (donc avec <) étant valable. Nous pouvons sup-
poser 0 =1y < 1 <ty < ... <ty < 1j4q = n. Considérons maintenant les
couples d’indices conséceutifs 7y, 4544 Ces couples sont de deux catégories:
- .
19 8i 4541 —14s = 1 les couples sont de la premiére catégorie et nous
avons z; 1 = Vi 4-1.
o § - . i i . .
29 Si 454 — 15 >1 les couples sont de la seconde catégorie et dans
ce cas 1ous avons '

Z1 T Zgge T oo+ gy < Vi Ve b oo Vg
vV = 1,2, o 0 ",L'S-I-lv —/L.s—v,l,
Bpr Tk Zgpe T g =Ygt Y+ b

Mais, NOUS aVons fsyq— ts <n et,’en vertu des hypothéses faites le lemmie
4 est vraie pour les polynomes de degré < . Il en résulte que nous pou-
vons apphqu?r succesivement 4 R un nombre fini de contractions de deux
racines comsecutives z;, zyy, olt 4 + 1 =<7 =45, ;—1 de maniére que
les racines Fidl 4 e Zi deviennent respectivement égales 4

Yitr Yigw oo yr’,ﬂ' laissant les autres racines inchangées. Il en résulte

done que nous pouvons prolonger la suite (20) tel que

PyiPing spBenRuRpob qlRpn,

e — e ———
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oit les termes vérifient les mémes conditions que ceux de la suite (20), sauf
que le dernier terme R, a un nombre @' une unité moindre de couples d’indi-
ces conséeutifs de la seconde catégorie. _

Puisque évidemment, seulement un nombre fini de couples d’indices
consécutifs 75, 7,41 de la seconde catégorie existent, on voit que, en
répétant éventuellement un nombre fini de fois le procédé de plus haut,
nous arrivons A construire une suite (19), en prolongeant convenablement
la suite (20) et qui vérifie toutes les conditions du lemme 4.

T,e lemme 4 est donc démontré.
17. Enfin, nous avons le

T,emme b. Si P est un polynome de degré n >1, ayant foutes
ses racines simples et si le polynome Q) s’oblient de P par une contraction de

. min
denux racines consécutives, on a P'—>Q".

Avant de démontrer ce lemme nous allons montrer qu'alors le théo-
réme 6 en résulte. En effet, soient P, Q deux polynomes de degré » >1 et

supposons que Pnil;Q. Nous appliquons le lemme 4, en construisant la
suite (19) qui vérifie les propriétés 1°, 2° de ce lemme. En vertu du lemme

mm ! .

5, nous avons alors P’.y—> P}, 1=1,2, ...,k doti, compte tenant de
eIy A mim J ] ,mm :

la transitivité de la relation —», nous déduisons Pj —> Pj, donc aussi

~ mm
P - Q" et le théoréme .6 est démontré.

18. 11 reste a4 démontrer le lemme 5.

De ce qui précede il résulte qu'il suffit de faire la démonstration pour
n > 2. On voit alors facilement que le lemme 5 est équivalent au

Lemme 6. Si a< b 0< p<”_§lets¢f=(x—a)(x—b)h,g=

= (x—a—p)(x — b p)h, ot h est un polynome de degré n>0 ayant toutes
ses racines véelles, simples et situdes en dehors de Uintevvalle fermé [a, b],

’ HIVR ’
nous avons [ —>g'.

Le polynome g résulte du polynome [ en appliquant une contraction
aux racines a et b.
Désignons par

By < Ky < e Ky V1< V<< e << Y
les racines de h et A’ (si # >1) et désignons par

!
4 << 2y < oo < Zngs <2< o < Zngd
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les racines des polynomes /', g’. Soit k lindice déterminé tel que
By << Ky < o < X << A<D X< K1 << << Xy

sil< k< n4- 1 et posons k =1 si toutes les racines x; sont a droite de
b et k= n.—|— 1 si toutes les racines x; sont 4 gauche de a. I,e nombre natu-
rel % est bien déterminé et prend les valeurs 1,2, ..., # -+ 1. Alors z, est
la racine de f’ qui est comprise entre a et b et z; la racines de g’ qui est
comprise entre a + p et b — p. Les autres couples de racines z;, z; sont
respectivement compris dans les intervalles ouverts :

(%1, Xiq4), pour ¢ =1,2, ...,k —2,

b ;
Xp—1, a—:—), pour ¢ =k —1,

(a : b, x/(), pour ¢ =k -1,

A0 7 sl enin Ry A ) DAL L LT UL AR A (S |

Dans ce tableau nous supprimons les deux premiéres lignes si £ = 1,
la premiére ligne si & = 2, la derniére ligne si & = n et les deux derniéres
lignes si £ =n 4+ 1. Enfin, pour » =1 et n = 2 nous gardons 'une ou
les deux de la seconde et la troisiéme lignes.

Les formules
1) {f’ = (x —a)(x —b)h' + 2% —a —b)h,

g=(x—a—p)(x —b+ o)+ (2% —a —b)h,

nous montrent, puisque %, 4’ ne peuvent avoir des racine$ communes, que

' ' . - a-+b % v 5
/', g’ ne peuvent avoir que 2 comme racine commune et ceci si et seule-
q b )
ment si 4’ s’annule pour x = 415 Alors 2 = 2p =& i b. Si 2 £k, nous
2

avons zy =2z et pour un tel 7, z;, 2; ne peuvent étre des racines de A’. D’ail-
leurs nous avons la formule

(22) ['=g—plb—a —p)l,

qui résulte de (21).

4 Pour étudier encore les couples z;, z; pour 7 52 k, nous allons distinguer
eux cas: '
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L.

Cas 1. Supposons que & >1 et examinons les racines z, 7; pour
i < k. De la seconde formule (21) il résulte, pour un tel 7,

(23) hp) W(zf) >0

et de la premiére formule (21) et de la formule (22) il résulte que

(24) sg [(x) = sg W' (w), sg ['(z1) = —sg W' (z1),

en utilisant ici la fonction sg » qui, par définition, est égale & —1, 0 respecti-
vement 1 suivant que x est <, = respectivement > 0.

De (23) il résulte que z; est dans le voisinage droit de z;, plus exacte-
ment dans lintervalle (x;, y;). Nous avons alors. ;

(25) W (%) B (21) >0
et de (24) il résulte que
(26) | sg f(w) ['(z) = —1,

ce qui nous montre que f a au moins une racine dans Pintervalle («;, 7).
Mais, nous ne pouvons avoir qu'une racine qui n’est autre que z vérifiant
cette propriété. Il résulte donc que nous avons

@mn b gt et W B A el
Si k= #u -+ 1, comme y, nous pouvons prendre le point impropre oo
dans les considérations précédentes.

Cas 2. Supposons que k< n-+1 et examinons les racines 2;, 2i
o ¢ ] ]
pour i > k. En procédant comme plus haut, nous voyons quau lieu de
(23) nous avons, pour ces valeurs de 7, :

(23" h(zi) h'(21) < O
qui nous montre que z; est dans le voisinage gauche du point x—, plus

exactement qu'il est dans lintervalle (y;_ xi—1). Au lieu de (24), (25)
et (26) nous avons respectivement .

(24) . sg f'(x1) = sg B (xi—1), sg ['(z) = —sg h'(z),
(25') B (i) B (2}) >0,
(267) sg f'(%i—) ['(z1) = —1

et on déduit, comme plus hau‘c; que z; est dans lintervalle (81, %i—=1).
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Nous avons donc,
(277) a<i, t=k+1,k4+2 ...,0+1.

Si k=1, comme y, nous pouvons prendre le point impropre — oo
dans nos considérations.

Tes inégalités (27), (27') et I’égalité
e R T TR I Sl - N L)
démontrent le lemme 6, En effet, en vertu de cette égalité, les inégalités
I i A +zi<zi.—{—z§—|— ooz, 1 =1,2,..., un,

sont €équivalentes avec les inégalités

fz1—|—22—|—... 42 <2z 4z, i=1,2, ...,k —1,

28 " : E :
(28) g1t 2ot 2y < Ziprt2igat o 2pgn, i=R L, L0
Si k=1 on supprime les inégalités (27) et les premiéres inégalités
(28) et si & =n 4 1 on supprime les inégalités (27") et les dernieres inégalités
(28). T.e raisonnement reste toujours valable,

I.e théoréme 6 est donc complétement démontré.

Remarque. La cas 2 peut étre déduit du cas 1 si nous utilisons la propri-
€té que lorsque les racines d’un polynome sont soumises & une transforma-
tion linéaire, les racines de la dérivée de ce polynome souffrent la méme
transformation. Pour la méme raison il suffirait de démontrer le lemme 6
seulement pour des valeurs particulieres quelconques de a et de b (par
exemple pour a =10, b =1 ou bien pour a = ~1, h = 1).

19. Des résultats précédents nous pouvons déduire des conséquen-

ces pour le cas oft nous avons (12) ou (127), mais I’égalité (13) se transforme
dans une inégalité. !

mc
La relation P —> Q signifie que les racines (1) des polynomes P, (
de degré n =1 vérifient les inégalités

Xl_l_x2+"' +xi_£_yl+y2_l_"‘—l_yl'li:]J2;-"1%

imncem
et la relation P —>CQ signifie que les racines (1') des polynomes P, 0
de degré n =1 vérifient les inégalités

Mo <y e g 21,2000
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nicic
La relation 2> est (reflexive et) transitive et la relation —— est

ce h ; me
également transitive. De PiO respectivement P — @ il résulte P — @

meme m . ) me "
respectivement P — Q et de P — @ il résulte que P —> @), etc.
Nous avons alors la

Conséquence 4. St P, Q sont deux polynomes de degré n >1,
mce ) me 0
de P —>Q 1l vésulte que P' —> Q.

En effet, si R est un polynome de degré s ayant comme racines
Ky Xgy ooy Xy, ¥y Yo+ oo F ¥ — (% + %+ ... -+ %), nous avons

c m A , me ,
PS5 R, RﬁQ. Nous avons donc P'—» R/, R'—»(Q’. Il en résulte que P’ —> R/,

me me = o ]
R — (@', d'ot P'— @', ce qui démontre la conséquence 4.
Nous avons aussi la

Conséquence 5. Si P, Q sonl deux polynomes de degré n >1,
ncmec , .

de Picic)Q 1l vésulte que P'—— Q" e

Soit R le polynome précédent. Nous avons, dans ce cas, P’ — R/,

mm i .
sans que 1’égalité (13) soit vérifiée, et R' — @’. On voit facilement que

(o}
la relation P’ g@' en résulte. . ‘ ] s (17
La conséquence 4 peut étre déduite d’e la conséquence 5. Des1gno(1115
par (14) les racines du polynome P de degré n \et soit P, un pcﬁynome.t' fe
degré n ayant comme racines x; — (n — t)p, olt p est un ieuibine p35111).
Le polynome P, a toutes ses racines simples et si p — 0 les racines de ;
respectivement celles de P, tendent vers les racines de P respectivemen

vers celles de P’. Un calcul simple, analogue a celui du no. 13, nous montre
i = i S En supposant donc la con-
que si P —> Q nous avons aussi Pp,—> (,. En supp
g z e d’ot, en faisant ¢ —0, on
séquence 5 démontrée, nous avons Py, ——> @, d’otlt, P !

déduit P’ ic)Q’, ce qui démontre la conséquence 4. .
Enfin, la conséquence b peut étre démonj:ree aussi en tenant compde

du lemme 1, du théoréeme 6 et en faisant C.ro1tre la dgmere .ra.cule X, du

polynome P. Nous ptions le lecteur de faire cette démonstration.

“
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