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+ Q3-3c),,-t(þ -7) l- Q?,-': Qil--?,

ol'KyÄa creÄyer (6).
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aBeÄJ-n4BocTb cÃeJIALIIIOTO yTBep)K/teÉIl'Ifl ßbnel(aeT I43 TOI'O' 111'6 1¡1rt'

ouerrr(r4 CBepxy 14 CIII43y COBnaÄaIo'l'L) w. a ìfAr{Ks1r clans sorr travail [2] sur 1a généralisation de la célèbrc
inégalité de A. A. Markov a donné, cornme lemme prélimirraire, le théo-
rème suivant :

.IIøTEPATYPA Si les rctcines d,e deu,x þolynornes de degrë n,, aya,nt í,oules lewrs røciu,es
rëel,les, se séþørent, i|, en csl cle m,êm,e þo,tn, l,es røcincs dss dëiiuëes dc çes

þolynontes.
IffaBpü,rosM.A,,Aat'o¡to'rwçatt'1'e./tcilexoHttrca,17,No'2,1092'(1956)'
[Zj f oop,nno¡ M. Â.. - f, A. LLIacrona, C6,Ceccun AH CCCP, lxo tlcttltLHbl.¡t

rtpo6nenan, a.o'to.4.Lãruraquu ttpousaoðc'raa l5-20 orcrn6ptt 1956. Ifay'tttt¡e

npo6.nelri,r reJreMexaru3aur.rì npol3Bo.qcrBeÌlr'rblx rrpoueccoB, 4, I4zl, AI-ì CCCP,

À1. (1e57).

[3] 13apxraMoe P. P., ÃAH, l17, No.5,739 (1957) .

ta] BapruaMos P. P., C6. t'pgôoa HãgqHo-rext.LLLqect(o¿o o6u¡ecraa paõuo'tc.rrtttrcu u

a.LeKl-pocanstt u¡t. A. C. ITonoca, nun. I, (1958).

[5] Ilarnrnirg R. \Ã¡., BSTJ,2C, No.2, 147 (1950).

t6l Shapiro l{. S., Slotnick D. Ir.. IBII Jour[a1 of lcscalch aud ilevelopernent 3
No. 1, 25 (1959).

fIocryLru.no, 18. VI, 1960.

Dans 1a seconcle paltie c1e ce tr¿rvail rrous clonnerorrs une démonstra-
tion de ce théorème. ITotre dénotrstration diffèrc u11 peu c1e celle cle 14r. 4.
r\{¡\tìr{ov et aussi de ce1le de p. uoNTEr, [3] clonnée, il ¡. ¿ près cle 30 ans,
dans cette nême revue.

Ira démonstration que ltous donnons est basée sur 1a continuité
et 1a monotonie des racines de 1a dérivée d'un pol¡'norrr" ayant toutes
ses racines réelles, par rapport aux racines c1u polynomc. Dans la
première partie de ce travail nous analiserons un peu cette propriété de
monotonie.

Enfin, claus 1a troisième partie de ce travail, nous donnerons un norl-
veaux théorème sur les polynomes ayant toutes leurs racines réelles, ana-
logtLe à celui de \,V. A. I\4arkov, cité plus haut.

Nous consid.érons seulement des polynomes cl'une variable ayant
leurs racines toutes réelles et par le degré d'un polynolrre nolls entenclons
loujours sorl degré effectif, même si ces propriétés ne sont pas spéci-
fiées expressément. Ires accents clésignent cles- dérivées. Nous pouvnns
considérer conrme égaux deux po1 zne6". no' diffèrent seulerrent par
une constante nrultiplicative non. nulle.
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îHlll,ORÈlvIÐ L Si, P, Q sort,i dcux f¡ol)tttontes tic degrë n )I, rte e 3f¿
c

il résttlLc q'ue P' -> Q' .

Nous i¡trocluiso¡s égalenrcnt 1a relc.tioir l-t"S0 eutre clettx pol¡'11si¡1"',

qni a lieu si et seulenrenb si:
I " I,es polynomes P, Q sont r]u urême cleg;ré u,21 ct ont tous 1es

rlenx lerrrs racines toutes siniples.
2 " Ircs racines respectives

(1') K1I xz < ...

c1e ces poh'nomcs vérilicnt 1es inéga1it<is

(11') t:t 1l¡ i :'1, 2, ., 7t

cette relation, qui est aussi transitivc, cst t1n cas palticulier de 1¿r

relation précéclente ôt s'obtierrt lorsctrrre partont clarts (1) et (2) le signc

.__{ est rcmplacé par <.
I,es cleix reiations consiclérées sont 1iées aussi pal une.sorte de transi-

tir¡ité mixte, analogue à 1a propriété corresponclante cles tel¿rtions d'inéga-

lité < et {. Si /,1; R, R :} Q et si Ç a toutes ses racines simPles, nous

Avol1s p'3 ç De P 1ï¡t, lrås, s30 i1 résulte.qlue P..!rQ
Si les räcines cle P, Q sonb cles fouctiolls co[tinues d'un paramètre

I snr un intervalle qui contient 1e pcint lo et si 1a reiation P T p est

rrérifiée pour ll= lo, nous â\¡o11s eSrf¿, mais non pâs en généra1 l'38'
polr À I ro. Cãtt""propricité est vraiä aussi potir: les couples c1e rclatious
S SS Ír Ílu1 mc mcmc
-+, -ti -+, ->; ->, --) , clue nous rntroduisons plus loin'

Notts ¿Lr¡ons 1e

lniioRÈivlE 2. S,i P, Q sont cler,tx þolynott'tes de clegré n )7, dLt P": Q

'il réstil,te qu, P''3Q'.

3. Nous alions cl'aborcl clérnontrer clue 1e théorème.l résu1tc clu théo-

rènre 2. !)n effet, soient p3Q, (J) les racines cles 1¡o1),nontes P, Q, t't' >.1 et
Cctte re1a1.jon es1. (r'eflexive et) trarrsi.tir.'e. Il est intt1.i1c c1c consicléler

le cas n - 0 lors<1ue la relation précédcute ir'a pas c1e sers. Si i¿ :1 i1

suffit cle ¡rentcnir sculem.ent f inég:r1ité (2) c1c cléÎini1-ir.rl et on voit clue

c1¿urs ce c¿rs 1'une a-u moins des relatiot,s På Q, QÎrP est toujours vraie.
Ponr tout n >'I on peut construire des Pol),nomes l), Q tels c1u'aucunc

cc
cles relations P + Q, Q -+ P ne soit r.i'¿ie.

Ira propriété c1e monotonie des racines de 1a c1érivée par rzrpporf à

cc1les du polynorne, s'explime alors par le

2 a)
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(1)
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xr{fr2 < ...

I

1. Si u1 po1¡,1ent" a toutes scs raciues téellcs, sa cléril,ée-a également
ses raciles toutes réel1es. 11 existe une imltortante propriété, bien co1lnL1e,

c1e séparation des racines c1e 1a dérivée par celles clu po1¡'161n". I)ans la
suite nots utiliserons cette propriété'

I,es racines d'¡n polynõme dont 1e plus ¡aut coefficie't est égal à
1 (clonc de ia - de clegré I n) sont cles fonctiolrs colr-
tiiues par ra d1 poly'ome et 1es coefficients sont
clcs folitions mes) par rapport aux racines du polr'-
lrornes. Si no relations citli c,tistent entrc 1es racincs
et les coefficients d'un polynolne, noús en déduisons 1¿r continrrilé des racines

cle 1a dérivée par rapport aux Lacines du poiynome.

2. I,a propriété de monotonie des racines de 1a dérivée. par rapport
aux racines clu po1¡'1epe peut ê.bre énoncée cle 1a manièr-e suivante :

Les racines de tø déyiuëe sont cl,es fonctiou,s'ttoto-décro'is:;øntes tles rctcitt,cs

l.r,t þolyu,orne.

Cctte propriété est bicn conuue et a rité l¡e¿rtrcoup ttilisée, ltilr- exetuplc
par T.agu.eì're- dans ses rechcrches sur ies polr.uorrres arzalrt touttts leurs
lacirres rée1les.

Pour lrieux mettre en lumière la propriété de rnonototrie, nous irttro-

cltrisous 1a rclation P:>Q eutre clettx po1¡r1e1o"., clui a lieu si et seulc-
rnent si :

.t" Ires po1¡,1otrt". P, Q sont du ntêttre degré n ¿l'
2 " Ires racines resPectives

\ )tl

cle ces poll,noures r'ér'ifielri; 1es inégalités

(2) x¡1)t¿,'i : I, 2, ...,'t'L

(3)

les racines respectives cles polynornes P', Ç'. Considérons.les polynorucs
I'", Q"ciecle.";rdn',ayant respectivenrent lesraciues x¿lie,.i:l'2, ""tt''
t,i'-f"þ -1 1);; 'i : l',2, ..., tl' oit e est un notrrbre positif' fes p.lyrto'rtr:;
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P", Q, orlt torltes leurs racines simples, notls avons P,3g" et si

1\"'<"cL"\ <... <
sont respectivement 1es racines des polynomes P!, Qj, nous avons
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aient une racine comnrúne éga1e à p¿, Ceci est impossible car toute racine
comürrlne des polynomes (6) clevrait être une racine commulle des poly-
nomes g, 8' ce qui contredit 1'hypothèse clue g ait seulernent des racines
simples. Ira monotonie stricte cles racines P¡, fonctions de ø, est aitrsi
clémontr-ée. 11 reste seulement à préciser 1e seris de cette monotonie. Si
llous remarçLt1ol1s que 1es racines de la dérivée sont séparées par ce1les c1u

polynome et si nous tenons compte de

TIBERIU POPOVICIU c4

(4)

Si nous supposolls rlue le théorèrne 2 soit vrai, i1 résultc qne P,¿"3 Q'"

et c1e (.t) on en cléduit, en faisant e -+ 0, P' l, Q', On a clonc clémontré
clue 1e ihéorène I résuite c1u théorème 2,

4. fl reste à clémontrer 1e théorème 2. Soient P, Ç deux pol¡'no-"t
cle clegré n )I tels que p'3ç et soient (1') les racines respectivcs cle ces
polytromes. Soit P¿ ü11 poh'uome de degré n a),a:ît coÍtrrre racines
:Y1, X2, .,., Xtt-.i, !n--i¡l, ))rt_.i¡2, ...,\n, pOUf a :7,2, ,,., n. Tre polynOme
Pn est ergal zì 1) et P,, est égal à Q. I,es 1to1¡'nomes P¡ ont toutes leurs

racines sinrples, rnais nous avolls, en généra1, sculement P¡1', P¡¡1 , ,i : 0,1,
..., 1x -1. Si rrous c1étnoutrorrs clue

(5)

I1or1s trorlvolls bien clue les p¿ sont tles fonctions croissantes de a.

I,e lernme l. est donc démontré.
On peut donner d'autres clémonstrations au lemme 1, On peut, eu pat-

ticulier, donner des clémonstrations basées sur cles consiclérations analogues
à celles utilisées dans 1a seconde et la troisième parties cle ce travail.
Nous n'insistons pas sur ces démonstrations.

ILernørque. Si ø.i 4 u2{ . . . l oir-t sont les racines du polynome g',
1es racines þ,, i ---1,2, . . .,1'1,, yarient respectivement dans les intervalles
(-co, oi),la!¿, e^'¡], i-2,3, ...,%-7, Lui-t, oo), si n72. Si ø:l,la
racine p, varie cle -"o à co et si n-2, les raciues lir, þ" varient

rt,spectivenrent clans lcs irrtcrvalles ( - - - a'' t uz1 la1 * ct'2 ìr.-' ,"1'll"'æ)'

II

5. Notrs allons r1or1s occrlper cle la c1émonst¡ation signalée cltt théorèmc
c1e W. A. Markov.

Nous introcluisons 1a relation p 3 ç entre cleux poly11orues, <1ui a lieu
si et seulement si:

1o Les polynomes P, Q ont. le même degré ø2I.
2n I,es racines respectives (l) cle ces polynomes r'érifient 1es inégalités

(7) \1!t{ xr=tz{ ... { x,,{1,.

Si P å Q otr Qå P ,too, pot1vo11s clirc clue les racines cles polynones

P, Q se séþarent. En général, cle P å9 if résu1te clue /'l,Ç et, pottr

n:7, les relations p 3f¿, p 3ç sont écluivalentes. Compte tenant
cl'une remarque précéclente, 1lot1s pot1vo11s trouver, pour tout n ) 1 ,

cleux polynomes P, Q de clegré ø tels c1u'auctt¡c cles relations l? \Q,

Q \ l' ne soit pas r,érifiée.

lim (Í'): (¡, 1im "qÍ"):"n,, i,:I,2, ..., n,- 7.
e-r0 e-hO

i:0,7,...,11,-1,

1im pr:¿,, i:I,2,
q-lq¿

cc
P'¡-+ P'¡¡1,

f., e nr nr e 1. Les rc¿cines de lø clériuée tl't,t,n þolynome d,ottt loutes les
røci,nes sot'tt yéelles et simþl,es, son,t clcs fonctions croissalxl,es þar rtrþþort
à chacttne tles rct,cines tl,tr, þolynome.

alots, par suite de la transitivité cle 1a r"elation collsidérée, il résu1te clue
cc

P'-+Q' et le théorèrne 2 est clémontré.
fl reste à clémontrer les relations (5). Ces r-elations résultent du

Soit g un polynome de degré n (21) ayant toutes ses racines u1 { ct2 1
clne chacune des racines c1e la dérivée du polynome lo : (x - a) g est
urre fonction croissante de ø. Ces racines 0. { [ì, < . . .

fonctions continues de ø et restent clistinctes. Ncxrs pouvons clérnontrer
c1'abord. c1u'elles sont des fonctions stlictement monotones c1e ø. lìn
effet, si, par exemple, 9/. 1le serait pas une fonction strictement monotone r1e

d., 11otls pouvions trouver deux valeurs différentes ü' , øt' c1e d. Ilorlr
lesquelles les po15,nems5

(6) fi : (x *- n') s' t s, f!, : ('r - oJ') s' I g
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Tre théorème cle \\/. A. l{arl<or¡ peut s'énoncer cle 1a manière srlivantc :

TrrÍ1oRÌìl{rt 3. Si. P, Q son,t deu,x þolynonxes iLe flegré n, }1, fl.e p \O
s

i,l rést.t.lte qr,t.e P' -+ Q' .

Si ø - 2 le théorème 3 résrrlte du. théorème 1 En effet, clans ce cas,
sc

c1e P -+p i1 résulte clrie P -rÇ cl'oìr, en vertu du théorème 1, i1 résu.lte

c¡te P' 3 Q'. Mais cette relation est équivalente à p' 3 Q' et 1a pro-
priété est dénrontrée.

Nous introcluisons également la relation p 3 C entre cleux polynomes,
clti zr lieu si et seulcmeut si :

1" fres polynomes P, Q ont le même degré ø Þ I et tous les dcux
ont leurs racines toutes simples.

2 o f'es racincs respectives (1 ') cle ces polyuomes vérifient les inéga1ités

Q') xr1!t.1. xz{ lzl ... 1 un{ ?-tt.

ss cc
De P -+ Q il résulte clue 1:) -+ Q et l)oír rL: 1 ces relations sont

écluivalentes.
Nous avons le cas particulier suirralrt clu théorèrne cle W. A. Markov:

T r-rÉonÌtuE a. S'i P, Q sont d,er.tx þolynontes rle clegré n, >-1, tle p\q
il, résu,lte que P' \ ç'.

On démontre, colnlrre plus haut, clue poul lx : 2 le théorème 4. résulte
clu thcjclrèrne 2.

6. I1 suffit de dérrrontrer 1e théorème t[ car alors le théorème 3 en
résulte. Pour 1e rroir, nons procédons col11ne at1 nr. 3, oìt nous ¿rvotls
r.nontr:é que le théorème 1 résulte du tiréorènre 2.

Si nous avons p 3 ç et si nous prellons uraintenant les polynomes
P", Q" a>,ant respectivement conrme racines x¡ -l (2i -l)", i :7,2, . . .,,1,1,

y¡ {2ie, i:1,2, ..., n, oìt e est utr nombre positif, roüs avons .P" 30..
Si nous supposolls que le théorème 4 soit vrai, i1 en résu1te ciue Zitå p!.
Si nous faisons e -)0, les racines de P',, Çj tendent vers 1es racines

rcslrccti ves c7e P', Ç' t.t nous rlérlrrisorrs qrrc 1,' 32', 1.. théorème 3 cst
clonc clémontré.

7. l{ous pol1vo11s démontrer 1e théorème 4, en noLrs basant sur 1e théo-
rènrc 2, sur 1e lemtle 1 et sur 1a continuité rles racines de la clérivéc.
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Si P3Ç il résulte que P3g aon" aussi p'5Q'. pour démontrer
que noús avons de plus p'\Q'il suffit de montrer que les dérivées des
polynomes P, Q (qti ont toutes leurs racines simples) ne peuvent avoir
des racines communes. En effet, i1 est facile de voir qu'alors la relation

P'\ Q' se mentient pendant que les racines de P croissent vers 1es racines
respectives de Q.

Mais, si (1') sont les racines des polynonres P, Q c1e degré n, 7a reTa-

tion P3ç est écluivalente à l'égalité

7

(s) Q:p(,a-i 
a't ì

\ ¡:Jl * - *J'

oÌr ø est une constante différente de zéto et û.r, û,2, . . ., ar, des constantes
clifférentes de zéro et c1u même signe, D'ailleurs, 1e produit aa¡ est de signe
contraire avec le plus haut coefficient de P, cLonc avec P pour ø très
grand.

Par dérivation de (8) il résulte que

Q' : P' (,* É,

&t
(e)

) - " ¿,a:*
On voit que si P', Q' auait une racine comÍrune, cette racine devait

annuler aussi 1e polynome P, ce clui est impossible puisque, par h1'pothèse
P n'a que cle racines simples.

B. I,es relations p\ç-et f,3p peuvent être étendues aü cas où
le polyrlepe P est de degré n, etle polynorne Q de degré tt, -L Si ø ) I et si

respectivernerrt les racines c1e P et de Q, la relation p \q a lieu
seulement si

(11) x¡1!¡1x¡¡1, i:7, 2, ..,, n _ I.

On peut encore clire que 1es racines. des po1¡'1s6es P, Q se séparent.

I,a relation p '3 
O a fieu si et seulement si, de p1us, les racines des

polynones P, Q sont toutes simples et si au lieu de (11) nous avons les
inégalites

(11') )íi1 !¡ 1 xi+l, i, :1,2, , . ., u, - 7.

I - Mothematica

ß trí

(10)

sont
si et
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Nous avons alors la

conséquence 7. si P est u,tt, þolynontc de d,egrë n et Q trtr, þol'tt-

nom,e de d.egré n-1, n )1, de |t\Q 'it ré'søt'tte '¡,n' 
P'\ç''

I,a propliété résulte clu théorène 3 par ul1 passage à 1a limite. Porrr

le voir soient (10) les racines c1e P et çl ^qui vérifient la-relation l'\ p.

consiclérons le po1ylo¡re R : (, - yùQ cle clegró r. Si rr, { y,, ¡orts

avons p å n, c1'où, c dtl. théorème 3, ?' å ll'' Si notls

faisons y,, -+ co, l'une ' 
-(1a ^plus- 

grande) tend vers oo et
1ei autieÅ vers lcs ra d" 0'. Comptc tenant de la cou-

tinuité cles racines de rapport attx racirres clrr polynome

on voit clue si nous f4isons !r-¡.oo, c1e P'å R' i1 résu1te clue p'\Q'.
Notts avons aussi la

Conséc1 uence 2. Si P est tm þolynome de degrë n' et Q trn

þol.ynorne dc rlegrë n-J, n )1, de P\Q iL réstilte q'''' P'\Q''

Cette propriété résulte du théorèlile 4 de la mêrne rnanière- que 1a

"nnr",1.rån"ä 
l' ¿o théorème 3. Nous cot:rstruisons, corlme plus haut, 1c

pol),nor.-r" O. Si P3Ç et si tttl !n, nolls avo1ls p3 R, donc par suite

clu théorème 4, 1r'3 R'. De 1à, si nous faisorts J', -) oo il résu1te que

p' \ Q' . I'our clémontrer que 11ous avons mênre It'\ Q' il suffit cle

clér.rrorrtrer clue si p\Q, les polynomes P', Q' ne peuvent pas avoir cles

racines co1111Tr11nes.
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10. Nous a11ons 11o11s occtlller cl'un théorèrne analogue au théorème
cle W. A. Markov.

Nous introcluiso's la relation p\O entre cleux polynomes, clui a
lieu si et seulement si :

1o fres polynomes P, Q sont du rnême degté n2I.
2 o Ires racines (1) de ces polynornes vérifient les inégalités

(72) \ j- xz -F ... -l- x¡ {ltllz-l .,,Í),t, i:7,,2, ...,tr,-!
ct l'égalité

(13) xtl nz f ,,, j- xr: lt )- lzl- ,.. l-),u.

Si ø:1, nous avons seulement 1'égalité (f B). Si lt,:i la relation
111It -+ Q signifie que P, Q ont la mêrne l.acine, clonc, d'après 1e sens adopté

au clébut de ce travail, qu'ils sont égaux. on voit facilement clue pour tout
n > 1 noús porlvons trouver cleux polynomes P, Ç de degré n tels clu'au-

cnne cles relations P\8, ç\ p ne soit pas vérifiée.
ì)'après G. H. HARDY, J. E. r,rrrr,Ewoot et c: póril¿a [1], la relation

111

| - Q est équivalente au fait que 1es racines de Q se déduisent de celles
de 1) pal une sorte de procéclé de ,,médiation".-Ceci signifie qu'il existe
nrre matrice (a¡,¡) à ø lignes et ø colonnes, avec des élétrents noìr-négatifs,
la sonture des élérnents cle chaclue ligne et c1e chaclue colonne étant égalè à 1,

,t

I nr," - \ cLu,J :1, i, i :J,2, ..., tr,
v=1 v=l

et telle clue

TfRI.]RIIJ ÞOPOVICIU iì 0

III

Si /'3 Q nous avons la forrnule (8), -oìr ø : 0 et aI,

sont r¿ constäntes clifférentes de zéro et du mêru'e signe.
notrs nontre çlue P', Q' ne peuvent avoir cles racines

fra conséquence 2 est cléru.ontrée.

9. Cornme rlre application, consiclérons tlne suite c1e polynomes
ortho¡lonaux

llo, ll1, . ' ., IIn-l, fln, . . ,

on sait clue les racines de fIil sont toutes réelles, simples et clue les

raciles c1e tl,,-r sont séparées at1 sens strict par les racines de 1I,,. Nous

,rvo11s clorrc flr¡ S f{r-r poLlt 'n > 1. De la consécluence 2 il résulte clonc la

conséqtrelce 3. Si fI¿-1, fl,rsont deu'xtewttes consécr.tti,fs d'r,nt'c

sttile rle þolynomes ortlt'ogonøux (tr' >1), notts auons TIh9 n;-,'

Yi:\ a'¡,¡x¡, i : 1, 2, ..., 11..

i=l

J)ans la suite nous n'utiliserons pas clirectement cette propriété,
I,.a relation considérée est (réflexive et) transitive et nous a\¡ons le

théorènre suivant, analog,ue au théorème cle W. A. l\larkov :

THÉoRÈIuÐ 5.Si P, Q sont d,er,tx þolyytontes de cl.egré n )1, il,e p\q
il, résttlte qw P'\Q'.

Nous itrtrocluisons également 1a relation p 3 ç entre cleux po1¡,nornes,
clui a lieu si et seulement si :

i,:1,2,...,tt'
fa formule (9)

co1n1ÍrLl11eS.

,,
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1" I,es polynomes P, Q sont c1u même degré u,Þl et ont toutes
leurs r-acines simples,

2 " fes raciues respectives (1 ') de ces po11.¡s1¡es rrérifient 1es inéga-
lltes

11

(10')
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Si ø ;> 1 ct P -> Q nous avons les ìnégalités plus précises
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(12') \-lxz +..,ix¡ <lt-l-!z +,.. -l ,'¡, i:1,2,,,.,tt,-1

et l'égalité (13).

Pou n:1 nous gardons pour la définition seulernent l'égalité (13)

et alors la relation pYç est écluivalente à p\ç
mm

fa relation + est transitive. Notts avons ârlssi des propriétés cle

transitivité mixtes entre les cleux relations consiclérées. Si p Ïj n, n\ ç
et si p a toutes ses racines simples, nous avolrs ftÏTQ. De P$n,

m mm fitm
R -+ S, S + I il résulte que -P --> Q.

Enfin, nous avons le :

rrrrlonÌinE 6.,Si P, Q sont tlear,x þolttn.ontes ¿l,e degré n,)1, tle p\O
mnl

il résulte qr.Le P' --> Q'.

I,a dérnonstration des théorèmes i"r et 6 est immédiatê ponr tL :2
puisque la racine de la clérivée c1'un polynome c1e clegré 2 est égale à 1a
clelni somrne des racines c1u polynor-ne. Dans ce cas les théorèrnes 5 et 6
rósultent c1e l'égalité (13 ) .

11. I1 existent deux cas oìr la clémonstration du théorème 5 ne pré-
sente pas de difficultés. Ces cas ont lieu si 1'un cles pol1'nomes P, Q n
tclutes ses racines confondu.es.

Nous allons faire cl'abord cluelques rcmarclues. Si

l)émontlons tnaintenaut le théorème õ cl¿r"ns 1es cleux cas par.ticuliers
signalés.

Cq.s 1. Ire polynome P a toutes ses racines conforrcltrcs.lle I'\ (¿

et (t6) i1 résulte alors clue Q a également toutes ses racines confo¡c1uei
et rrotarnment ar¡ec l'unique racine distincte de l?. I)ans ce cas It,, Q,orit également toutes leurs racines confondues avec l'uniclue racine distirrcie
de P et 1e théorème 5 en résulte,

Cas 2. fe polynorne Q a toutes ses racines confonclucs. Soiclt (J) les
r¿rcines cles polynones P', Ç'et tcnons corupte cles inégalitós (15) coïrcs-

1-ronclantes à ces racines. Alors si P 
tå 

Q, nous avons

Kn -. xr ) !,r- ),t ) 0

, L, L ),
/\L I b2 | ¡b¡¿-l

n-7

tr tç
,-51152qt1-a

2

(.r4)

(15)

x7<frz 1...{x,,

c1'oìr i1 résulte clue /'5 9' .t le théorèure 5 cst c1éurottré.

12. Pour aller plus loin nous introcluisons cleu.x opérations sur les
racìnes cl'un polynome. Nous appelerons ces opérations: lø diløtal,í,o,tt, et
lø. contrøc{,ion de cleux racines. Ces opérations ont c1éjà été utilisées par
c. tr. FrARDv, J. n. r,rTTr,Ewoor et c. rórN,c dans leu.r livre cité.

Une dilatation de deux des racines x' 
= 

x" cl'un polynome Levietrt
à la substitution de ces racines par x' - p, x" + p respectivetnnt, oìr
p > 0 et 1es autres racines du polynome restent iuchangées.

IJne contraction d.e deux des racines x' < x" d'un pol¡rnorne revient
à 1a substitution de ces racines par x' )- ?, ," - p respectivenent, oÌr
p ) 0 et les autres racines du polynome restent inchangées.

J,e nombre p peut être appeTé le cocfficient de 1a clilatation res-
pectivement tle 1a corrtraction correspondant at1 couple cles racines
c¡nsicléiées.

Dans la srrite, à lrroins que le contraire ne soit pas expressémelt spé-
cifié, nous considérons seulement clcs dilatation et des contractions clui
ne c1érangent pas l'ordre cles racines du polynome. Ceci signifie qu,e le
coefficient est sournis à la restriction c1te, dans le cas c1e la clilatatiol les
intervalles lr'- p, x'), (x",x" +pJ et dans le cas de la contraction 1es
itrtervallcs (x', x' I pf , fx" - p, x") ne corrtiennent aucrlne racines du
polynome initial ou dri polynome transformé. Si (.14) sont les racines du
polynone initial et st n ¡ 1, avec la restriction précédente, l'opération

sont 1es racines c1u pol1,nome P, notts avons

x., ! xr! x"

Si (.l) sont 1es racines des polynomes P, p et si p\ç,
wt3!t, )t1¡1Kr, donc aussi

(16) xn-xt/yn-!t20

110115 aVOrS
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de la clilatatiorr est applicable aux racines x,r, xs, j. ç s seulcrnent claus les
cas suivants:

r':7, s: n, pour 0 ( p c1ue1cont1ue,

r:'I, s1n, si ør{ xr{ frs¡1, pour 0{ p{ rsfl -ffs,
/ >7, g : /t,, si xr_1 I rrSl x,tl, porrr 0 < p { rr - xr_l,

/ >7, s I %, si xr-1 .!. )ír1f* {fsa1, porlf

0 < p < rnin (*, - frr_1, frs+t- ø") .

ï)e même, .l'opération de la contraction est applicable seulemcnt clansles cas suivants:

s -/ :'1, si r, {A.rt1, l)our 0 {p-- 
ir+t- rt',

2

s-r>1, si r"1>xrtrSf"-l<,rs, llour0<p< min (ør-,r1 -xr,K" -,xrr_t).

o11

cle
lto
11e

dil
On en {g-auit.que si nous appliqllons aux racines frr, ft,, r, < s du po11,_

nome, une dilatation ou une contraction, 1es racines clu pôlynorne ¿evieí-
n'ent des fonctions continues du coefficie¡t p. 11 etr est .i" mêtn" pour les
sommes \I xz + ... + xi,i:I,2, ...,,n. Cessommcssetransfor-*menten

en xrl xz* ... 1- xi * p pour
git d'une clilatation respectiverr.ent
racines frr, xs, r a s. Ires so11l1nes

JJ 
t 

Ì i". 
" 
å",,:',ïå' îål,ri']" îå :""i?"I

tr une contraction de deux Lacines,
Si 3* est urr polynone qui se p par l,applicatiorr

d'une clilatation ou d'une contract jeê racinãi c1e 1j*
tendent, pour p -+0, veLS 1es racin c1e p. En mênre
tenrps les racines de.P'k', qui sont é ons continu.es de p,
tendent vers 1es racines cor-responcla

- - - r1 est iru.portant d.'étendre ces propriétés à la limite, ar1 cas orì p* se
cléduit cle P par 1'application suc"èssiìe rl'un nombre fini .1" ciilatations
ou de contractions relatives à divers couples c1e racines c1u polynonre.
Cette extension doit être faite avec certairies précautions car t'appíicatiort
successive de plusieurs opérations clépend dd leur orclre. çes ô1iérations
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clc clilatation et c1e contraction ne sont donc pas commutatives lorsclrr'clles
s'ap1:liquent à des couples de racines différentes,

Dxentþ|,e. Soient z¿ : 3 et xt: .0t xz . xs - 2, La prenrièrc raciue:

est clonc égale à 0, la seconde et la troisième à 2. Si nous appliquons d'abord
aux racinei xt, x" (à 1a première et à 1r

cient 3, 1es racines deviennent -3, 2,
tion c1e coefficient 1 aux racines xr, x
obtenons 1es racines -3' 3, 4. Ir'ord
verti car 1'opération de contraction
", -- e ry compte dehZ 

- 
2, eg

déranger 1

'Ioujo Posolls ç[L1e noús
racines ir, à la troisième) I
ent 1. Les 1, 3. Nous aPPli
0, 1 (à la prernière et à la seconcle) une dilatat
,átroù.ronr'1es racines -8,3, ¿t. 11 est à reru.arquer que chaque fois nous

avons d.érangé 1'ordre des racines.
De cet 

"exemple on voit, d'une part, combien 1a restriction de rte

pas déïanger l'ord?e des racines apporte des précisio1ls stlf 1es opétatious
cle dilatatiãn et d.e contraction. D'autre pal't, le mêrne exemple notls urontre
comment i1 faut suivfe les racines du polynome lorsqu'on applique stlcccssi-

vement plusieurs dilatations ou cotlttactions cle deux racines.
No13 f insisterons pas srlr ce problènle de permutabilité car 1es prolri-

étés à la limite c1e plus haut serõnt applicluées c]1.ns l¿L suite seulemertt

clans d.es cas particuiiers qui se-r-.ont preõisés lorsqu'ils intervienrlront elfec-
tivement,

18. Nous allons clémontrer maintenat cluc le théoròme fi résulte c1u

théor'ème 6.
si 1e po11'nome P,r s'obtient clu 1to1),nome P par l',application c1'trne

clilatation c1e cleux racines, l1ot1s avons /t''\ 7t. Cette relation est vraic
aussi lorsclue le pol1,none P'F s',obtient dc _P par l',application successive
11'urr nonlbre cluelconque de dilatations.

soie¡t (1a) 1es racines c1u polynome P et soit n, ) 1 , T)ésig1lolls paf
l)o un polyionre ayant coÍlu1e racines 1cs nomllres

xi: x¿ -(n-i)e,'i -'.f,2,.'.,11 -7, xl,: xn ¡L(!-;)r,

orl p est un nourbre positif. f,e poi-r'nonre. Po s'obtielrt.d.c P cn appliclttant
strccessivenrent 1es oþérations de clilat4tion, de coelficieut Ul,--¿)p âux
racines r¿, fr,il, potrr 'i : I,2, . . ., tt' -7 (dans cet ordre) ' Nous avotls

i11

Ite'J I?. Re'rarqtto's clue Po a toutes ses racines sinples c1ui, pour. p --"0,

terrd.ent vers les racines corresponclantes de P. Qn trrême temps 1es racines

cle 7']i tendent vers 1es racines correspondantes d'e 7?'.
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Soient P, Ç deux polynomes de degré n )7, (1) les racines c1e ces

po11r11s1n". et supposons qtle p\ç, Soierrt 
¡

xi<xL1 ... 1xlt, yi<yL{ ...1y',,
les racine_s ctes_polynonres P2n,.9c, orì p est un nonbre positif et qui s,obtìen-
nent de !,Q a" la même maìrièie que plus haut le polj,1e-" froia" l. ño"ì
avons aloLs

. ),iIyL+ .., I yi- (xi,t x5 + .., i ri):

ì:1,2,...,n -J,
xi -l- xL-l- .., I xi,:yi-l t,6+ ... -lyi,

Nous avorrs donc Prn J 0n. En supposant donc que le théorème 6 soit
vrai, i1 en résu1te c¡tte P'2n iT O; Mais, si p + 0, les racirres de p:2n, 

Q,n ten-
dent vers les racines de P' , Ç' respectivemerrt. rìn faisant clonc p - 0,

nous décluisons que P'\ 8'.
Nous avons ainsi démontré que le théorème 5 résulte du théorème 6.

... .Rr.rrorq,ue.,Ina relation pr'\ p est vraie si P* s'obtient de.1i par une
clilatation de cleux racines, sans lø vestriction de l,ø conseruøtion d,à t'orctre
cles røcines. En effet, on le voit facilernent, si nous appliquons une dilatation
aux racines x' { fr" et. si nous s1lpposo11s que le côefficient p croit, on peut
remplacer x' - p o17 fr" * p par une racine c1u'il traverse. convenonr' d"
clire_ qn'rrne dilatation des racines x'{1' ne dérønge þøs øu sens Lørge
l'ordre des racines lorsquc lgr intervalles (x' - p, i,),' (*,,,,,; -¡ pl-,ìÀ
contjennent pas des racines du polynome. Alors ia piopìiété précédente
rfs-ul_te du fait que toute dilatatioir, sans la restricticn dì liorclre dies racines,
s'obtient par l'application successive d'un nombre fini c1e clilatatiour qoi
ne dérange pas au sens large l'odre des racines

- -on voit aussi que la relation rr+'\ P est vraie lorsqu'on obtient p,r'

-de 
r-'].-lar.l'application successive d'un nombre quelconqùe (fini ou non)

c1e dilatations, avec ou sans la restrictiorr ile li conseñatiòn c1e l'orché
des racines.

14. Nous notls proposons' traintenant de démoutrer le théorème 0.
Nous 1e déduirons d'une série de lemmes préliminaires.

rror{ue le polynorne P+ s'obtient de P par une contlaction de deux
racines, nous avons p\ frr'. Cette relation reste vraie si pr s,obtient de
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P par une succession d'un nombre fini de contractions. Si le polynoruc 1i
a tbutes ses racines sinples, il en est de même pour le poh,flome P{'.

I, e m me 2. Etq.nt donn'és un þ tt'ombre

þositiÍ e quel,conqwe, on þeut trouaer : I" Ce
)porynonoel se dédiise cle 

^P 
þør t'øþþt f.ini tle

iontrøctions de deu,x røcines consòcu ol'ynont'e

soient toutes comþrises døns u,n itt'teraal,le de longr,teur < e.

11 est clair que si P a toutes ses racines confonclues uotts n'artons rien
à démontrer, Ici nous considérons seulement 1e cas oÌr P a toutes ses

racines simples, ce ql1e nous sllpposelons plrrs 1oin. 11 est d'ailleurs clair
que 1e lemme reste vrai aussi sans cette restriction.

Dans l',énoncé on a précisé qu'il s'agit seulement de contractic.¡ns
applicluées à des racines consécut'iu¿s,' donc si (1a) sont 1es racines c1u pol-v-

nõme-setrlement à des couples de racines de la forme xi, xi+1.

Nous démontrerons le lemme par induction complète.

Potu n : 2 7a propriété est vraie puisque si ø, {- xr. sottt les racitres
c1e P, il suffit d.e leur aþpliquer tlne contraction de coefficient p qui vérifie

les irrésalités max (0.x"- xt- eì < o < þ-*'.-lt2l 2

Supposons maintenant q17e n > 2 et que la propriété soit vraie pour
les polliomes de degré n )1. Démontrons clue 1a propriété sera rrraie
aussi pour les polynomes d-e degré tr'.

Nous a1lons d'abord démontrer clue si -P est u11 polynome cle clegré rø

ayant les racines Q\ @, :-xn), en appliquant un nombre fini cle contrac-

tions c1e racines consécutives, on peut en déduire un pol1'1e¡re dont 1es

racines soient cornprises clans un intervalle cle longuetr t a Ti ) +
En effet, par hypothèse, par i'application d'un notrbre fini c1e contractions

c1e racines consécutives, notls potlvo11s déduire de P un polynome Pr dont

les racines xi<xL< ...
Les contractions sont applicluées seulement à des couples de 1a forme
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:lt-llz-l 1-y¡-@tl *ri

)íi, fr+r, oir ¿ > 1.. Ensuite nous appliquons at1 polyuome P. une contrac-

tion cles racincs xl, x!2 d'e coefficicrrt p, où rnax (0,:f:i- ål a P.5=
\ 2 8) 2

I,es raciucs c1u polynome ainsi obten' sorrt alors_comprises dans un inter-

valle clclongueur .1 xit-(r, l- p) < t'h-xí-:?-i I ; - 
4tll 

I

l- 
*i *i 

+'-.a 'Y"- xt 
1 

t, 
.iustentcttt cc qtr'il Îallait dénrolrtl'cr.t 2 , g - ,2 , .l ' ¡*---'-'

11 en résulte clue si u1 polynome de clegré ø a toutes ses racines compri-

ses dans un intervalle de longueuf < 1,, par l'application d'un nombre fini



l_

314 TIBERIU POPOVICIU JO

de contractions de racirres consécutives, on peut en clécluire un poh,nome
dont 1es racines soient comprises dar.s un intervalle de longueru < 1 +:.-2'4
rrn répétant .ce procédé, on voit .ç[ue, potlr tout nonrbre naturel å on peut
déduire, par llapplication successive d'un nombre fini de contractioni de
deux racines consécutives, un polynome de degré n cront les racines soient
comprises dans un intervälle de longueur pluJ petite clue

t +.(r l1r r-1 ì- t -t-12r .' lz, -Fl_ "' r2k+t)'-;r, z'
I1 suffit de choisir le nombre /¿ de ru " t '

clé'rontré, 
tsrr Ie nombre /¿ de manière que I {: et 1c lernrnc cst

Remørq'ue. on peut faire une remarqrle analogue à celle faite au no. 13.

I,o. relation p \ p* est vraie aussi lorsque P,È s'obtie,nt de p pal rrue
contraction de deux racines x' < x" , søn,s lø restriction de lø ionset,t;cr-
tíon del,'ordre des ra.cínes, mais avec la cond.ition que le coefficient p soit
< fr" - x'.La d.émonstrationestanalogue, 

"nrempfaç"nt x'l p o[ fr',,- p
avec toute racine qu'il traverse et, en particulier, eir permutant ces raci-
nes.lor_squ'e11es se. t?aversent, pendant .lto" p croît. rci Ën"or" on peut con-
venir de dire.que les racines fr' < x" ne d,é,ra.ngent þøs øct, sens lørþe 1'ordrc
des racines lorsque 1es intervalles (ø', x' I-p), @" - p, fr,,) ne"contien-
nent aucune racine du polynome transformé et lorsclue 0 < p 1 x,,-x,.
Ä1ors la propriété précédente résulte du fait clue toute coirtraction c1e
cleux racines, avec la seule restriction que son coefÎicient p vérifie les inégali-
tés 0 < p 1 x" - fr', peut être obtenue par ut1 nornbie fini de conirac-
tions successives qui ne dérangent pas au iens large l'ord.re d.cs racines.

On voit aussi que la relation p\ p* est vr¿rie lorsclue irt, s'obtient
de P pa1 l'application successive d'un nombre cluelconcluJ (fini ou norr) c1e
contractions avec 1a conservation de 1'ordre deslacines-ou seulement avcc
la lestriction imposée plus haut aux coefficients des contractions.

15. Du lemme précédent il résulte le

frenrrne 3. .Sr. P, Q sont deux þolynontes cJe dcgrët.t,)2 cl, r¡ ¡r\ç,
on, þeu.t trottaer u,n, þol,ynonr,e R de degré n, rrli s'obt,ient Ce p l>nr l,'øþþlicøliort,
strccessiac d'tt'n nonobre lini de contrøtl,ir¡ns de cle,ux røcitces consécu,liues,

tel qu,e l,'on ait n\Q, saixs qtle lø reløt,iott. n!9ç soit uérif,iëe.

Soient (1') les racines cLes polynomes P, Q ct ,:, 122 1... <
racines de 11. Nous avons p i n et, en vertu cles ln,pothòses vériliées p¿rr
1?, nous avons les inégalités

(17) 4lzz +.,. Izt{ltl-!z+... l),,, ,i:'I,2,...,11 -.'I,
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cl¿rns l'urre au moins 1a lelatiou d'éga1ité étant rrraie . Bien entenclu, nous
avolrs attssi z, ) zz 1.,.1 zr:lt1-!z-|...*)'r.
, Pour clémontrer 1e lemrne T)renons un nombLe positif e tel clue

(18) e1!n-!t

En vertu c1u lenrme 2, nous po1lvo11s trottver une suitc finie c1e poly-
11ones de degré n,

lro, I,r, , . ., Pt

tels que:

1o Chaque terrne P¡ s'obticnt du précéc1ent P¿-1 pal ulre conl.raction
c1e deux racincs consécutirres.

2" Ire premier terme Po est égal à P et 1e clcrrrier- ?¡ a toutes ses
racines comprises dans un intervalle dc longueur < €.

Par hypothèse P.trSA. 11 existe clo,nc un plus grand indice r te1 rlue
m11l

Pr > Q. Nous ne poüvons pas avoir',,:k, car autrement f inéga1ité (18)
serait en contradiction avec les inégalités (16'). Nous avors donc r t h.,

douc aussi r _| 1 < å et 1e polynome Pr11 ne vérifie pas 1a relation
mm

P+t-5 0. Soit p, le coefficierrt de contraction par laquelle Pr¡1 s'obtient
de Pr. Soit ¡* un polynoru.e clui s'obtierrt de P en appliquant øu tnênt,e

couþl,e de racines (consécutives) une contraction de coefficient p É er.
forsque p -o 0, 1es racines cle P'k tendent vers 1es racines correspondantes
de P, et lorsque p + pr e1les tendent vers les racines correspondautes de
P¡¡y. En vertu de la contirruité par rapport à p des racines, il existe urr

uornbrepositif plprtelquel'onait p"'\Q, sans qlle 1¿r relation lt*^:Q
soit vérifiée. En prenant le pol)'11epe 1l éga1 au polr,nome 1)'r' cotLespou-

clatrt à ce p, le lemrue est clémontré.

16. Nous aYons aussi lc

I,ernme 4. Si P,Q sonl, rJeux þol,yn,outes de degrë nll t:l' s¿ f'lÏ?,
r,nr,,þeut lrottucr u,ttc sttite lirtic dc þolyttom,es tle tlcgré n,

(19) P, I?¡, . , ,, P*

lcLs qu,c :

1" Ch,arltt: ternte f)¡ s'obt'íent cltt, lernøe þrécëtlen[, P¡-1 þør Ltu,e uo1t,l,i'trc-

tiott. tle dett,x raci,nes consécutiues.

2" Le þrcru,ier lcrrne est ëgat à P ct I.c tlcrnicr lernte esl, égøt, à Q.

Nous pouvons faire la clénionsftation par induction complètc.
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de contractions de racines consécutives, on peut en cléc,luire un pol¡.ne¡1q
dont les racines soient comprises dans un intervalle de longueru < ! -r a.-2 

4
En répétant 

_ce 
procédé, on voit .que, _pour tout nombre naturel n J," p"t t

déduire, par llapplication successive d un nombre fini de contractioni de
deux racines consécutives, un polynome de degré u, d,ont les racines soient
comprises dans un intervälle de longueur pluJ petite que

t 
'll--r 

1 - -r 1 ì2k "[2, rF-r"'-rV¡)

11 suffit de choisir le nombre /e de rnanière clue
c1émontré.
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c1¿rns l'une au moins 1a rclation cl'égalité étant rrraie. Biett eutencltt, nous
avons atrssi z. Izr)-...+ zr:lt1-y, l.'. )-)'u.
, Pour c1émontrer le lemrne llrenons un nourbre positif e te1 clue

(18) ¿1!,-!t.

En rrertu clu lenrme 2, nous potlvorls trouver une suitc finie de poly-
11ones de degré n,

Ito'P1"''''Pt

tels ç1ue:

1" Chaqu.e tertne P¡ s'obticnt du précédettt P¿-1 par ulle conl.raction
de deux racines consécutirres.

2" Ire prenier terme Po est éga1 à P et 1e derrricr' ?¿ a toutes scs

racines comprises dans un intervalle de longtteul < €.

Par leypothèse PoTS. Il existe donc un plus grancl indice z tel <1ue

m1l1Pr; Ç. Nous 11e pouvons pas avoir r : k, car autret.nent f inégalité (18)
serait èn contradiction avec les inéga1ités (16'). Nous avons donc r 1k,
donc aussi r * I < å et le polynome Pr11 ne vérifie pas 1a relation

mm
P,*r S 0. Soit p, 1e coefficieut de contraction par lac1uelle Pr¿1 s'obtient
de Þr. Sóit ?* uu polynome clui s'obtierit de P en appliç1uant au tnônt'e

couþl,e de racines (consécutives) une contraction de coefficient p-l Pr.
Iroisclue p -' 0, les racines de P'k tendent vefs les racines corresp_ondantes
c1e P, et'lorsque p + pr el1es tend.ent vers 1es racines correspo.ndantes c1e

Pr-,.1, En vcrtì de la contirruité par rapport à p des racines, il existe urr

uonrbte positif pl prtelque l'on ait p''\ 8, sans qlle la relation p.38
soit vérifiée. ]rn prenant le pol)'uome -R éga1 atl llolynome P'{' coLrespolt-

clant à ce p, le lenrme est dénrontré.
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{ 3 ct 1e lenrrnc cst
2

lÊ
</_ l_ _-2k'2

2k

Rent'a'rq'u,e. on peut faire une remaïque analogue à ce1le faite au no. lB.
r'a reTation p \ p* est vraie aussi lorsque p'* s'obtient cle p par une
contraction de deux racines x' < x" , san,s lø restriction rl,e la ion,set,aø-

ndition que le coefficient p soit
en remplaçant x' I p ot fr" - p

rticulier, en perrnutant ces raci-
p croît. Ici encore on peut con-

des r o;'rrå::' 
r?.?,' 

:"r,';':i 'i[r'"J#rt;':nent formé et lorsque'O <'p < x,,,_x,.Alors du fait que ioute coitraction c1ecleux )n que son coefiicient p vérifie les inéga1i-
tés 0 < p 1 .x" - x', peut être obteìrue par un nornbie fini de 

"orrtíu"-tions successives qui ne dérangent pas au iens large i'orclre dcs racines.

on voit aussi que la relation p\ p* est vraie lorsclue p* s'obtient
de P pa1 l'application successive d'un nourbre cluelconclue' (fini ou uá") .1"
contractions avec la conservation de l'ordre des iacines^ou èeulement avccla restriction imposée plus haut aux coefficients des contractions.

15. Du lemnre précédent il résulte le

I,,enr.rne 3. Si P, Q sont r]eu,x þol,y,r,o,tytes de dcgré,)2 el.r, pSC),
on' þertt l,rocner u.n, þolynom,e R dc degré,n, qrú s'obtient de p þar l'a1,tþl,ícølion
stt,ccessíae d,'tt'n n,ontbre lini de cotttrøctir¡ns tl,e d.e,trx røcin,es cor.rsëuttiles,

tcl rltte l'on øit n\Q, s&1xs q,,'e lø rekúiot,t, ¡t 3C soit uérifi.ée.

Soierrt (1') les raci'es cles polyno'res p, Q ct ,:, 1zz{... <
racitres de 11. Nous avo_ns,¡' 5 n et, en veltu cles li1,pothòses r.érifiées par
.R, nous avons lcs inégalités

(17) ztlzz+ ... 1- zt S ltltzl .., )-1,, i :1.,2, ...,,1,1, _--J,

16. Nous a\¡orls aussi 1c

f, e mnre 4. Si P, Q sott'{' d,t:ux þ01'1tt¡e11ræ d.e degré n'> ! r:l' s; f']li ?,
nrt,,þerL[, lrowucr u,ne sttite fin,ic tle þolynontns de degré n,,

(to) I'0, 1", , , ,, Pk

lcls tpro :

J" Char4te ternr,e P¡ s'obtien'{, du, lert'ttn |x'écódent P¡-1 þur utte cott,Lt'uc-

tiou, de d ettx t'aci,u.es consëcul'iaes .

2' Le þrattúer tc.rm,e esl égat ìt P at Lc tlcrnicr l,erme esl, égat à Q.

Nous pouvons faire 1a clémonstration par induction complètc.
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Pot;r n:2 iI suffit de prendre k:7, donc Po - P, pr: Q et le
lernme est d.émontré.

Prenons n > 2 et supposons que la plopriété soit vraie pour les poly.
r1o11r.es de degré 2,3, ..., h - 1, Démontrons c1u'el1e sera vraie aussi pour
les polynomes de degré n.

Considérons donc deux polynolnes P, Ç de clegré ø et supposol-rs qrle
mû1It-lQ.En vertu du lel¡rme 3 nous llotlvorls construire une suite linie

de polynomes de degré ø,

(20) Ps, I'1, . . ., Pt., Il,

oìr Po est éga1 à P et dont les terues r¡érifient 1a conciition 1 clu le¡rnrc .1.

De plus le detnier terme R, déterrniné par 1e lemrue 3, vérifie 1a relation
mm111

R-+Q mais non pas la relation R--> Q.Nous contilluerons de désigner
par zr1 zz 4 ... <
. si R est éga1 à Q,la suite (20) vérifie toutes les conditions imposées à
la suite (19) et le lemme 4 est démontré.

Dans le cas contraire, seulernent i, où 7.<i1u, -] , cles relatiors
(17) se. réduisent à des égalités.. Soient ir, ir, . . . ,' i, les valeurs de i pour
lesquelles nous ãvons 7'égalité dans (1?), pour les aútres valeurs de i liiné-
galité au sens stricte. (donc avec < ) étant valable. Nous pouvolls srlp-
poser 0:io<irlir<...
ccruples d'indicesoconsécutifs i*, i"ir. ces'coulrles sont d-e deux catégories:

1" Si ?is+r - i* : 1 1es couples sont cLe la première catégorie et rrous
aVO11S Zi"+t :. !i"+t.

2' Si is+l-i" ).]. 1es couples sont cle 1a seconde catégolie et dans
ce cas 110us avons

z¿"+r * zi,+zl ,,. + zi"+r{ 11i,+r 1- }i"lz-l .,. -l- j,¡o+u,

l0

oìr les terrrres vérifient 1es rnêmes conlitions q11e ceux de 1a suite (20), sauf
que le d.ernier terme Rr,, a tnr nontbre d,.'ttne wnité moindre cle couples d'indi-
cles consécutifs de 1a seconcle catégorie.

clernment, bre fini de couples d-'indices

"+r 
de 1a existent, on voit que, en

ãiement u fois 1e procédé de plus haut,
construire (19), en prolongeant convenablement

la suite (20) et qui vérifie toutes 1es conditions du lernme 4'

f'e lemme 4 est donc démontré.

17. Enfin, nous avons 1e

J, e m m e 5. Si P est un þolynome de degré n' 2 !, ayønt toor'tes

scs røcines s,in'tþles et si le þolynome Q s'obtient de P þar tnte contraction de

rl.eux rctcines cotosticttt'ittes, on o p'^$' ç' .

Avalt c1e c1érnontrer ce lernme 11or1s allons rnontrer c1u'alors le théo-

rèrne 6 en résulte. En effet, soient P, Q deux polynomes de degré n >L eL

mln
srlpposolrs que P 5q. Nous appliquons le lemne 4, en construisant la
suite (19) qui vérilie 1es propriétés 1o, 2" de ce lernme. Envertuclu lemme

õ, nous avons alors P',-,1¡n Pi, i:7,2, ..,, Þ, c1'oìt, compte tenant cle

la transitivité cle la relation \n, nous rléduisons Pô-i P[, donc aussi
mm

P' -è, Q' eï 7e théorème 6 est clémontré.

18. I1 reste à clémontrer le lemme 5.

De ce qui précède il résu1te qu'il suffit de faire 1a démonstration pour
n, 2 2. On voit alors facilernent que le lemme 5 est équivalent au

I,emme 6. Si a,<b,0< p ="=etsif 
:(x-ø)(x -b)h', g:

: (x - e- p)Ø --b + 9)h, où h est un þol,ynonr,e de degré %> 0 a4)ønt tou'tes

s¿s recines réel,l,es, sirnþles et situëes en dekors de l'interaalle f ermé lo, bl,
mm

l,t,otís tll)ons Í' -> g'.

I,e polynome g résulte c1u polynorne f en appliquant ur]e contraction
attx racines ø et b.

Désignons par

%t 1 Xz< ...

les r¿rcines cle h et h' (si n ¡1) et désignons par

ztl zz< ...

SUR UN TH.ÉORÈME DE W, A. MARI(OV t).L ¡

zi,+t )- zi"+zI .'.. + zí"rr: J/¿"+r -l- !i"+zI ... l- /i"_.r.

Mais, nous avons ds+r- i,qn, et,.en vertu des hl,pothèscs faites 1e lern¡re
4 est vraie pour les. polynomes de degré < n,. rl en réstrlte que norls po11-
vons appliquer succesivement à ,li un uornbre fiti cle contr¿rc-tions c1e deux

+ 1 < ø {i'+t--I de nranière clt1e
eviennent respectivement égales à

ies racines inchangées. 11 en résu1te

suite (20) tel clue

v:1,2,...,/s+t-1"-1,

Ps, P7, ..., Pr, R, ftl, . ., Rr,,

l

)
l
i

I

,
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les racites des polynomes f', g', Soit /¿ f indice déterminé tel que

xt1 xz < ...

gi 1< k<n f1 et posons h,:I si toutes 1es racines Í¡ sont à droite de
b et k : n i 1 si toutes les racines r¡ sont à gauche de ø. r.e nombre natu-
rel i€ est bien déterminé et prencl 1es valeurs 'I,2, .,,, n -l l. Alors zp est
la racine tle l' qui est comprise entre ø et b et z'¡, la racines de g, qui est
comprise enTre ø * p et b - p. Ires autres couþ1es de racines 

"z¡, 
2,¡ sont

respectivement compris dans les intervalles ouverts :

(xt, xr+t), pour ri :7,2, .,,,h -2,
I alh\
l*o-t,ij, nour t : tt -f ,

(Lj], *r), 1'rottr i : k + 1,t2 )

(x¡-2, x¡_ì, potr i: h + 2,lr )- B, ... ,lL +7.

Dans ce tableau nous supprimons les deux premières lignes si ,4 : 1,,

la première ligne si k, :2,1b clernière ligne si h : n et 1es cLeux clernières
lignes si å:n+L Enfin, poLtr n,:1et n:2 nous gardons l'une oLr

les deux de la seconde et la troisième lignes.
I,es formules
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Cøsl,Supposonsclue,Þ>leexaminonslesracineszbzlpolol
i < h. De 1a sie-concle foinrule (21) i1' résulte, pour u'rt tel f'

(2s) lt(zi) h"(z'¡) > 0

et cle la première fornrule (2.1) et cle la formule (22) il résulte que

(2+) sc Í'øi) : sg h'(r(¿), sg Í'(z'ù : - sg h'(zi),

en utilisant ici 1a fonctioll sg Í qui, par définition, est égale à - l, 0 respecti-

vetuent 1 suivant que r èst <' : respectivement- >-0'-
-D; (28) il résulte q1¡.e zi est dans le-voisinage droit cle e¿, plus exacte-

ment claus' f intervalle- (x¡, y ¡). Nous avons alors

(.26) h" (x¡) h'(z'¡) ;> 0

et c1e (24) il róstrlte que

(26) ss l'("í¿) l'@i) - -1,
ce qui noúS montre qrle f' a at moirs une racine clans f intervalle (x.¡,.2'¡).

Mai-S, nouS ,t" po.trronis avoir qu'une racine qui n'est autre que e¡ vérifiant
cette propriété. 11 résulte donc que nous avons

(27) z¡121, i:1,2,...,h -1'
si Þ : n + I, comme /n noüs poüvons prenclre le point impropre oo

dans les considérations précéc1entes.

cøs 2. supposons que h I n ¡ I et examinons les racines z¡, zl

pour-i > A. Eri'procedani "o-rrì" 
pius haut, nous voyons qtl'au lie1 de

(zs¡ nous avoús, pour ces valeurs de i,

Í' : (x - a)(x -b)h' + (Zx - a -b)tr,,g': (x -6t. - p)(x -b * p)h' + (2% -a -b)k,
I
Ì

(21)

notrs montrent, puisque la, /ø' ne peuverrt avoir d.es racines communes, que

Í' , g' ne peuvent avoir quc o * ó 

"o-rrre 
racine commune et ceci si et seule-'z

ment si h,' s'annule porlr r : t+f. Alors zn: ¿n: t+] $ i 1Æ, nous
22

avons Al zi et pour un tel i, z¡, z! ne peuvent être des racines de h,'. D'ail-
leurs nous avons 1a formule

(22) Í' : g'- p(ó - e - p)k' ,

qui résulte de (21).

Pour étudier encore les couples n, zi poLu i + lr, nous allons clistinguer
deux cas:

(23') h(z¡) h" (z'¡) a 0

qui nous montre qtte z! est dans 1e .voisinage gauche du. poiut ø¿-1'

";;"t.;"ttt qu'il Ëst däns f intervalle (y,-r, *,-t). Au lieu cle (24),

et (26) nous avorls respectivement

(2+') " sg l'(x¡-,t) : sg h'(xi-t), sg Í'(zi) : - sg h" (zi) 
'

plus
(25)

(25') h'(xi-t) h" (z'¡) > 0,

(26') sg l'(ø¡-r) Í'(zi) : -1
et o11 clécluit, comme plus haut, que zi est clans f intervalle (zi, xtt)'

I
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Nous avons clonc,

(27') zí12¡, i: k )- j,h +2, ...,n +I.
Si h : 1 , comme y0 norls poltvolls prenclre 1e point i'-rpropre _ oo

dans nos considérations."
I.es inéga1ités (27), (27') et l'égalité

zt I zz-1 ... I ztt+t : zi+ zii- ... I zi+t

démontrent le lemme 6. En effet, en vertu cle cette égalité, les inégalités

zt I zz + .,. I z¡ <zi 1_ zL + ... -l zi, i :J,2, ..,,fr,
sont équivalentes avec 1es inégalités

eB\ [r,-f zzl ,..lzt <,.i) zi+...) zi, i:1,2,..,,h _i,
\ / lzí+t-l zí+zl.,.lz'r+t l zi+t|z¡+zl ...*zttj-1, i,:k,h]1 , ...,11,

si Æ : J on supprime .les inégalités (27) et les premières inégalités
f33ì "t,.-i 

A 
-: 

, f 1 oãìupprime les inégalitd s el;l"il..'ã"t"iè;. il¿s;ii;¿;
(zð). tre ralsounement reste toujours valable.

fe théorèrne 6 est clonc cornplètement démontré.

Rernørque. La cas ? n.o1 être déduit du cas 1 si nous utilisons la propri-
ilé q.q" 

.1o¡sqr1e les racinês, d'un polynome sont son-is"i á """ transfor,ra-tion 1inéaire, les racines de 1a cl¿riv¿e de ce polynáirr" *.ittr"rrt la mcÃetransformation. Pour la même raisorr i1 suffiräit 
-de 

clémontrer le lemme 6seuleme't pour des- valeurs particulières quelconqo"" å" o et de b (aar
exemple potrt &:0, b: I ãu bien poui a: -1 I, b : fl -- " \'r'-^

19. Des résultats précédents nous porlvons cléd.uire cles consécruen-
ces pour le cas ot'r nous avons (12) ot (12'i mais l'égaritã (jBi; i;;;fä;;;
clans une inégalité.

r,a relation ,î"g signifie. q..t".].ï racines (J) cles pot1,¡6mes p, 
Qcle clegré n27 vérifiênt-les inègalités

xtI nz + ... I xi 1lt*lz -l- .,. )- yi, i:7,2,...,n
mcmcet la relation P ---¡-Ç siglifie c1ue..les racines (1,) cles poll,nomes p, 

Qc1e clegré n2I r¡érifient 1es iné:galités

xtl xz+,.. i x¡ < lt-llz+ ... +yî, i :7,2, 1..,n.
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T,a relation 5 cst (reflexive et) transitive et la relation "'"'^'i est

égalenrent transitive. De P å p respectivement p\ ç il résulte P y> 
A

mcmc m mc
respectivement P -=Q et de -P +Q il résulte que P èQ, etc.

Nous avons alors 1a

Conséquence 4. ,Si P, Q sont den'x þolynornes de degré n >1,
mc mc

de P I Q il résulte qtte P' --> Q' .

En effet, si R est un pol1'nese de degré n, ayant' comme racines
x1, x2, ..., xn-t,Jtti- lz + ... -l !u- (xt* x, + '.. + øn-1), nous avons

cmcmmc
P -i R, RlQ. Notts avons cl.onc P'-r R', R'-)Q'. I1 en résulte que P' --> R',

R' 5 0', cl'orì P' 5 0', c" clui clénrontre la conséquence 4.
Nous avons aussi la

Conséquence 5. Si P, Q sont deor'x þol'ynotnes de degré. n>1,
lIlCmC lllcmc - -

de P---->Q iL révtltc qtre P'----+Q'.
Soit R le polynome précéd.ent. Nous avons, d.ans ce cas, P'\ t<' ,

sans que 1'égalité (13) soit vérifiée, et R'5 q'. On voit facilenrent que
mcmc

la relatiol p, -_> Ç, en résultc.
Ira conséquence 4 peut être déduite de 1a conséquence 5. Désignons

par (14) 1es racines du polynome P cle degré n, et soit Po un polynome d-e

degré n ayant comme racines xt - (n -i)p,oir p est un notr.bre positif.
I,e polynome Po a toutes ses racines sirnples et si p -> 0 1es racines de Po
respectivement òelles de Pi tendelrt vers les racines de P rcspectiverttcnt
vers celles de P'. Un calcul 

'simple, analogue à celui du no. 13, nous morrtre
mc mcmc -

clue si P ; Q noús avons aussi P2o + go. Et supposant donc 1a con-

sécluence 5 démontrée, nous avons Páe 
*l5Ç0, 

d'oìr, en faisant p-+0, on
mc

cléduit p' > Q', ce qui démontre la conséquence 4.
linfin, la conséquence 5 peut être démontrée anssi en tenant compte

clu lemme 1, du théõrème 6 et en faisant croître 1a demière racine rn dtt
polynome P. Nous prions le lecteur de faire cette démonstration.
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