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UNE PROPRIETE DES POLYNOMES DE BERNSTEIN
par

0. ARAMA et D. RIPIANU

a Clij

On connait [1—-3] ce résultat que si une fonction f(x) est non-con-
cave du premier ordre dans lintervalle [0,1], c’est-a-dire si toutes ses
différences divisées du second ordre sont non-négatives dans cet intervalle,
alors la suite des polynomes d’interpolation de Bernstein relatifs a cette
fonction et a l'intervalle [0, 1] est non croissante quelque soit x € [0,1]. On
sait également que la suite des dérivées du premier ordre des polynomes
de Bernstein posséde une propriété semblable au cas ot la fonction f(x) est
non-concave du premier et du deuxiéme ordre.

Le professeur TIBERIU POPOVICIU a proposé I’extension de ces résultats,
en posant notamment le probleme de l'étude des propriétés de monotonie
d’ordre supérieur de la suite des polynomes de Bernstein, c'est-a-dire le
probleme de 1'étude du signe des différences de différents ordres des termes
d’une telle suite.

En nous occupant de ce probléme, nous avons pu démontrer le

THEOREME. Si la fonction f(x) est analytique dans Vintervalle 0, 1] et si

dans cet intervalle toutes ses dérivées d’ordre supériewr au premier sont non-néga-

tives, alors I'inégalité suivante
Aan(x;f) = Bn+2(x;f) == 23n+1(x;f) + Bn(x;f)go

a liew pour tout xe [0,1] et pour chaque nombre entier ei positif n.

8si ; i ion de Bern-
Nous avons désigné par B.(x; f) le pO].Y}].OJ,:I.le d mterpolatlon’ g
stein de degré =, relatif 2 la fonction f(x) et & V'intervalle [0, 1], c’est-a-dire

B,(x; f = }E.O C, £l —x"" f(_::)
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THEOREME (¥). On a Vinégalité AyB,(x; x*) > 0 pour tout nombre entier

o ; -y = B,.(x: f) — B,(x; f) les différences :
Si I'on désigne par A,B,(x;/) = Bupa(¥;)) @ ]) k supéricur a Uunité et pour lout x ¢ (0,1).

du premier ordre des termes de la suite des polynomes de Bernstein B,(x; f)

(m=1,2,...) qui, ainsi qu’il a été mentionné précédemment, sont non- Démonstration. La démonstration de ce théoréme est basée sur 1’identité
positives aux hypothéses du théoréme dans l'intervalle [0,1], le théoréme suivante, appartenant au professeur TIBERIU POPOVICIU :
affirme que
i - s {n) ") An—i41
AB () <M Bo(w, ) < ... =MBu ) = ... = 0; 2 [0, 1]. (3) Bp.i(v:f) — Bulx: f) = ‘Z,l M=),
|
Il est évident qu’attendu que lim B,(x; f) = f(x), ona lim A, B,(x; /)=0. oty
f1—p 00 n—px

Le théoréme énoncé apporte cependant la précision que la suite A,B,(x; /) ; g Tt ; i
(n=1,2,...) tend vers zéro de maniére monolone alors que n croit indéfi- (4 A [f1=— priaryn B [--"1"- B e f]-
niment, pour chaque x de lintervalle [0,1]. '

Démonstration. Aux hypothéses du théoréme, la fonction f(x) admet o ] !, g ._’;_; 7] designe Ta différence d_ivisée i deudlbme srdpe

au voisinage de l'origine un développement de la forme St L i

de la fonetion f(v) par rapport aux noeuds

kg
M 1) =00 4 2P0 vee L PO +ues
: ‘ ) = ' i
. (5) =00 W= Ay .
dont tous les coefficients % 0 k=2a3, .. .) sont non-négatifs,
Par ailleurs on connait la propriété suivante: ) On déduit de (3) 'identité
Si une série " 3 ray ¢ L
: ,,);D ﬂ-!n.z a rayon de convergence R (0< R <o) posséde A,Bu(x; f) = Buialt: ) — 2Buy Ax ) + Bulx; f) =
uniquement des coefficients réels et non-négatifs, alors le point d’affixe ) c ‘
R est un point singulier pour la fonction Sz) =Y a,zr. = Biaglies F} — Buoie; ) — [+ (1 — 2)][Buia(%: f) — B,(x, /)] =
) ’ n=0 ’ e
gencildeen Izésﬁl'ﬁe Cal)'aux hypotheses de notre théoréme, le rayon de conver- n e
1 e W) est plus grand que 1. D’autre part, A,B,(x; ¢) est un " : M1 —x)",
Fpe.flatgur défini dax}'s l'espace C[0,1], 4 valeurs dans le ménﬁe espace. Il est (6) = x(l —x) . 120 IR
?:Cl € de Vvoir que c’est un opérateur linéaire, c’est-a-dire additif , homogene
et continu, relativement 3 Ia norme lle]| = max |p(x)|. ol .
x € [0,1]) .
) » had (k) "y (n+1) . (n) == l(_n) 1 = 1; 2: 2 el In)’
A T'aide de ces Iemarques et attendu que la série Y i",,(—o) x* est uni- 32 (fl =12, Lf] }“i+’[ﬂ i (/] ( ‘
; .. i=o ! y i
formément convergente dans 1'intervalle [0,1], on déduit de suite I'égalité ‘ @ kﬁ,)[ fl= A’n(u-i)-l[f ]=0.
2 L : |
AzB»(x,f) = :Z:'ZT <A B,(x; x¥), ; A 1'aide de la relation
- k
¥ 5 ) k xﬁ #3 e
valable pour toute fonction flx) qui remplit les conditions du théoréme, (8) [y, %2, ¥ ; %] - m m
Pﬁ) ur démontrer le théoréme en question, il suffira donc de démontrer v wpmine - GO
que chaque terme de la série (2 e : 5
démontrerons par conséquent('l)ees’c non-négatif, quelque soit x ¢ [0, 1]. Nous | - E o A,
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oir la somme s'étend 4 tous les groupes de nombres entiers non-négatifs
$, ¢, 7 qui satisfont & la relation p + ¢+ 7 =% — 2, k étant un nombre
entier supérieur 4 l'unité, on déduit de (4) et (7) que

ci
), * _— " G 7
(9) 8, [JL] "+12 ﬁ,q,r(T).
oil
o =52 e 2]

N n-1 n
(10) +L——i(i]P(i—+1)“ (iil]'__l_ iV (i)
ne \n n+1 n n+42 (n-{—l) (1;+2) [’H—l) ;

La sommation s'étend dans la relation (9) aux mémes valeurs des indices
#. 4,7 que dans la relation (8).

Pour démontrer le théoréme, il suffira donc de démontrer qu’au cas ol

f(x) = 2%, les coefficients 87)[x*] de la formule (6) sont tous positifs, A cet
effet, nous nous servirons du lemme suivant:

Lemme. On g
(1 : Gpanli) = 0

pour toutes les valeurs de ", p,q, 7,1 indiguées ci-dessous:

n=1,2,...‘:p=0,1,...; =0, L, ..o} #=10,1,cc.1 i=0,1,..

L, n—1,
Végalité ayant liew au seul cas o § — 0, p>0.

, (?emonstration. La relation (11) se réduit pour =04 I'identité 0=0 pour
>0 et 4 I'inégalité évidente -
>
‘ wa+ 17" " (n42)(n4-2)0 (n41) LG g hite oo
2,7=1, la méme relation devient —— 4 L [[i)q = (“2—)’J> 0
or 39 27 |13 3
pour p=0 et ()[4 _(2Y
‘ P e (2) (3 3] >0 pour p=1, les deux inégalités étant
évidentes aux conditions du lemme.

On supposera donc dans ce qui suit 4 > 1 et n >3

cas oll n =

L’on déduit.alors de (10) la relation
(12) sl =i 1 P g () Grati) =
i41 141

——”_+2 S aP
n2 [te! (2] ’3:'; + (u — i)ef'”gg] —1,
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ot

ou

(]3) 17— n+-2 4 nt1 4 741 __n+2'

6], 7 = Sy iy T, 6= C== Ty g

" i ntli-+1 . n i—H, n nt1

Il en résulte pour 1 <7 <<n — 1 les inégalités e; <Z e, < ¢, et e,<e,.
Par conséquent

(14) H,,.(0) = F(i) = n2 ,-(n+1 ’:_l] + ("_i)(”“n _,

ol s=p4+qg+r=~k—22=20. On a donc

20 — 5p — 2 -+ i(n+42)

n*n--1)

F() P o >0 F() l.-u: >0 pour n=2;

5ol n

£-2 ni(m- 1)

I(1) 1! s M (n2(n® + 6n% 4 14n + 16) + in*(n — 4)(2n* + Tn + 8) +
|

+ 20n + 4)itnt 4 (9n + 2(1 — )] >0

pour n = 4. Pour n = 2 i=letn=3 ¢t=1o0ui= 2, la relation

F(i) 1,2 > 0 est évidente. .
Nous supposerons donc dans ce qui suit s :

tout d’abord que la fonction F(i) de (14) est décroissante par rapport 4 la

variable 7. A cet effet, en remplagant i par %, on déduit de (14)

= 3 et nous démontrerons

A o 3 [TV oy e, [EEED (”_ﬂ)“__-"_
f1(6)=;—’__—2 (1)=—;[(T) (1—o0) ,,+1H+n at1)] w42

de sorte que

filo) = — o'fifo - () 01+ =t — o= G5

e n

falo) = — [":-1] s(s— o(l — o)t L0, si s>1;

n

n(n+-2)(n—1)

s (n—1)* 1 —_— .—s——— ———‘—"—]sl
fals) = (—ﬂ') ( o) fﬂ(n__f] =l n—2  |+1)2n—2)

n+41 n—=

\ _9)]s (u+1)2("—2)
L1 =] ey — 1 (2:1_)2_(’_‘_&] + =
o = [ 2 = el T e
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est décroissante paf rapport 4 la variable
(n4-1)% (n—2) 1
n(n+42)(n—1) '

11 en résulte que la fonction f4(s)
s, attendu que pour # = 3 onal<L

Considérons la fonction

_ _ (n1) (1 —2) li (nt1)* (n—2)
fs(’ll) —fd(z) = nt{n—1)4(n42)2 - n(n+2)(n—1)

On obtient de suite
f' (n) = 78 L 1207 - 370 — 308 — 90n! — 10123 —"84n® 4 201 + 16
o(n) =

) (n— 2)(n — 1)33(n + 1)(n + 2)° e
pour # = 3, d’ott il résulte que fg(n) < lim fg(n) = 0, et done que f4(2) < 0.
n—w

2) <0, d’ott il s’ensuit que fa(s) < 0 pour s =2 et
_ 1008 4- 2706 — 9t — 710® — 57n% — 24y — 4

1 B s 1 <0 pour
s = 3 et n = 3. Ainsi donc f, [—) <0 pour s=3 et #=3; le tableau 1

n—1

Par conséquent f,(s) < f4

(
que par suite f,(s) < /5(3)

1 1 1
donne alors — > ¢g,, donc —=— > ¢6,. On a obtenu en définitive

n—1 5 i n—1

I'inégalité F'(f) = — 222 f; ;
‘inégalité F'(7) o fife) 1 < 0. Si donc on démontrera que

s | 0 - 4 F(n—1)>0, il en résultera F(i1)=F(n—1)>
ITE e - >0, En tenant compte de cette relation,
4 ¥ - <0 on .déduira successivement, de (14) 1'iné-
f() = B b galité Hy,,(i) >0 et de (12) I'inégalité du

ey | lemme G,,.(1) > 0.

Pour démontrer 1'inégalité F(n — 1)>0,
on considére la fonction

(15)  fols) = F(n — 1) = fiz_[(n 1 [u+1)s (13h2)5+ (n+2]5] el

) n? n n—1 n41

ui s’obti . _
qui s'obtient de la formule (14) pour ¢ = — 1. La dérivée de cette fonction

o(s) = "E2[(n42)s, n+2 s ‘
fs(s) e [("—;] In :;—1 —(n—1) [n—H) fi A1) J
‘ % (n+1)(n—2)

n{n—1)

In —— 4 1
(16) $ = s1("1) =|In __(ﬂ'l)&‘ﬂ [111 n(n—1)(n+2) =i
m T2 (n4-1)2 (11—2)]
n4-1 .

-1
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On obtient
(17) Sols)) = e® — 1,

o1 I'on a noté

(18) B=m"2 4 0ln(n—1)— [0 0+ (1—0)In(l—0)

n?

et

(19) 0 = |In E_E] lln MJ—{
| 1

" (n+1)2(n—2)

Si l'on fait dans (16) la substitution n = L, on obtient s, w=tin 2%
" 13

4 ag+ am + ..., d’on il résulte que
(20) lim s; == o0,
ney X

Nous allons montrer que la racine s, est positive. Ceci revient a l'inéga-
o # -1 1 2 , .
lité f,(n) = In A= b %12 5 0. Pour démontrer cette incga-
(+1){n-—-2) n—1 no-1
lité, on tient compte que

. i e 2 =1 1_1‘:_2 _'(11--1)(3u2+81x—-4) ,
‘[8(”) (” l) f,(") H 7;(11+1)(1z-2)(ﬂ~]—2)

n-r 1

f:&(") — 258 o 11nd — 13n% 4 1203 + 7202 — 320 — 16 >0
ni(n + 1) (n — 2)* (n + 2)*

pour n = 3; il en résulte les inégalités
Sslm) < ilng: fsn) = 0, fa(n) < 0, f3(n) > 3_1:: fo(n) =0,

dont la derniére démontre la positivité de la racine s;. .

le tableau 2 de la variatiox} _de la fonction
fols) dans l'intervalle [0, ), duquel on déduit que le minimum de cette

fonction dans l’intervalle [0, oo) est atteint pour la valeurs, de 1a variables.
; Pour démontrer que la fonction fols) est

s 0 5 00 positive dans cet intervalle, il suffira donc
) de démontrer que ce minimum est positif.
fets ~ M cet effet nous allons démontrer que le nombre
2 : B qui intervient dans 1’expression (17) du
K| B P minimum en question est positif; il en
résultera la positivité de ce minimum.

On peut donc construire

Tableau 2
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Pour cela, nous remarquerons d’abord que si n=3, il résulte de (19)

que 0 < 6 < 1. Nous allons démontrer d’ailleurs que dans la méme
i gl £ 3

hypothése il existe la délimitation plus précise: 1—--<0<l A cet

n
effet, nous considérons la fonction auxiliaire

3 nin—1)(n+2)
= —fl — =] Iy ————
So(n) 'n[er ( ”” n 1 2)’
qu’on peut écrire, en tenant compte de (19)

fo(#) =3 1n an—1)n+2) _ % In n{n—1)

(n+1)2 (1—2) (n+1)n—2)
On obtient
f;(”) "+ —28412 In n(n — 1)
n(n—1) (n4+1)(n—2) (n+2) 1) (n—2)"

f;('") = 217 — 31% 4 88n% — 75n1 — 23613 + 21602 — 16n — 48 >0
nin — 1) (n + 1)% (n — 2)% (n + 2)° '
On en déduit successivement pour # > 3 les inégalités:

fom) < lim fo(n) = 0,  fo(n) > lim fo(n) =0,

N N0

dont la derniére démontre que 6> 1 — 3

n

N 1dé ) ¥
ous allons considérer dans 1 expression (18) de B, le nombre » fixe et

6 comme une variable indépendante qui parcourt l'intervalle |1 — 2 1
n )

ne

0 . .| En notant B = B(0), on
n . 5 ! obtient de (18) B'(6) =

B(6) T 5 _ 1—9
3 S = In [(n——l) - J On
B(6) B[1 s .;) A 3[1 _ %) ” lu(l M 11—2) ol peut donc construire le

4 tableau 3 de la variation
ableau 3 {
de la fonction B(8) dans

Nous allons démontrer que B] — 3 Vinteruille comsidens,
fn—] >0; en tenant compte du tableau 3,

il en résul itivité
n résultera la Posfcthe de la fonction B(8) dans I'intervalle 1 — 2 <

n
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< 0 << 1, par conséquent la positivité du nombre B douné par (I8), ou
0 a l'expression (19). A cet effet, on déduit de (18)

Fialt) = B(l — i) B e O i 3

n nwin — 3) " J(—u——-—l_)
de sorte que

20(2n + 1) n—3

fll(”) Sk ,;: f;u(”) = e b ee—

Sn—1)(n+2) 30n — 1)

D —p2 11 -3

f'u(fl) - — .

3(n—3)(n—1)*(u+2)?

On en déduit que pour n > 3 on a fu(n) > 0. On peut donc coustruire le
tableau 4 de la variation de la fonction fy,(n) dans I'intervalle [3, ).

n | 3 1] "y 7 ", o0
_,,._,,1____ B 1
fuln) | —oe - - - B R —;— In3>0 !
—— '
frol®) | 4 + + 4+ 0 - =
T 9
folm) | —In 2 0 7 fioln) > 4

J
Tableau 4

3

20 27 (27 _
Litant donné que f10(6) = In g < 0 et fiof7) =1n 12 (j] =

L M318907 _  j] s'ensuit que le nombre #n, qui figure au tableau

1 L v < 7. On en déduit 2 I’aide de ce tableau que

4 vérifie les inégalités 6 <3n| . ;
pour n = 7 on a B(l — :) > 0, ce qui, joint 2 la relatmg 0 >1— o
{e nombre B de (18) est

établie antérieurement, démontre que pour # = 7
positif. Il en résulte, en vertu de la relation (17) et du tableau 2, que la

fonction fg(s) et par consiquent F(n — 1) de (15) sont positives pour ﬂ.n_2_7,
ce qui, conformément 3 une remarque antérieure, démontre que Gpq, () > 0.
Le lemme est ainsi démontré pour # =7. La vérification pour les valeurs

h i i it:
3,4, 5,6, de n peut se faire facilement comme Su .
Attendu que dans 1’expression (16) de s,(n) figurent uniquement des

quotients de logarithmes, sa valeur ne change pas si ’on remplace les

i ci Si on fait cette sub-

“hmes naturels par des logarithmes décimaux. t 4

l:?tféit};? et on augmente, respectivement on diminue les I%gailtgr%(;sﬁic;e
maux qui interviennent dans les expressions de s4(n) (n =9, % 9
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[ I P e ’, 4 .
unité de U'ordre de la derniére décimale considérée, afin d’augmenter les

valeurs de ces expressions, on obtient de (16):
5 | -
og — o
3 15\-1 _ log2 + log 2
= | lo log =] <21 —= !
$109) £ ( A 0,27298
log I

log 3 0,47713

s;(4) =
1(4) 6  0,15834 ?
2 log —
5
10\ ]
4 log; ) " i
51(5) = [log { —— | [|log i bogd 4 gy —1
7 217 0,11269 - ’
log — '
6/
s T
! 5log1—:
— 301 1 5 - s () —
$1(6) = log = [log :—QJ < I_.M 1 < 6,
log e 0,08794
i
et de (15)
Fa—1 > EJri)— ] e B
s - 27" 3 486’
Fln—1 3 (125 5 | % :
: );=;>s E+l]—1=1;—2: Flu—1) >_{(@+i]_1_363,
= =4 8 (432 9 —3456,
! ’ s =4
F(n—1 > 2 [729 603 _—
)ﬂ=5 25 250+1)—1=~—; Fn—1 s 2 05‘)1_‘__3_ 1 9877
s=3 6250 n=5" 25|9500 2 = 62500’
s =4 &

Fin—1)| > 2 (2744 7
S B ——+1)~—1=ﬂ- 7 t oo 2 fHR1E . .
=6 9 {67 sors Tn—1) . Seeife BY, 4. Y6082
n=6" 9 \10125 . 2 91125’
3 ;

Fn—1) >3(5£7_8ﬁ 3 164398

fN= —_] — = pRRieE

=8 9 l\is1eys | g e

fofpe=1] ™ 2 (7—52_93@ 8) _ 1 — 1300322

sma  2\2278125 ' o T T T o

20503125

11 UNE PROPRIETE DES POLYNOMES DE BERNSTEIiN i

En tenant compte de ces inégalités, ainsi que du fait que fg(s) > 0 pour
s = o >s, si f¢(6) > 0 (ainsi qu'on peut le constater par une simple ins-
pection du tableau 2), il résulte que 1'inégalité I7(n — 1) > 0 se maintient
également pour n = 3, 4, 5, 6, ce qui compleéte la démonstration du lemme.

Démonsiration du théoréme (*). On déduit de la relation (9) et du lemme
précédemment  établi, les inégalités Bt =0 =0 1, senn = 1)
Pour démontrer le theoreme (*) il faut établir que les inégalités en question
sont strictes, ¢t que, de plus, on a 8%" > 0.

A cet effet, nous supposerons d’abord 0 <7 < n — 1. Si k= 2, alors

: . 1
dans la relation (9) ona p = ¢ = r =0, donc Gy,0(9) = L. ” =0, de
n 72

sorte que Sf"){_r'-’j ~ 0 et si k>2, alors conformément au lemime on a
Gpasl) = Opourt = 0 ct Gy,.(1) > 0 pour 7 = 0. Ainsi douc, les termes

;-

de la somme de (9) sont non-negatifs et parmi cux il existe des termes posi-
.n . k .

tifs, de sorte que pour £ = 0,1, ..., n—lona 3"2"] > 0. Pour 7 = n,

on déduit de (7) la relation

(21) [a'] = Al 4] — A

Mais, ainsi qu'il a été démontré dans [1]
22 VL) I o (,_L)___L,, (f‘:.‘)_ (_‘H
e win=alAeAm) w0 6

L’expression (21) devient alors

(23) 3] = (n+ -’)(7“‘“1 ]k' ik 1)(-»_:—1)k+ " [?_:71}":

2 -
N &

k
(%1, ¥, %35 % 1> 0,

n{n+-1)(n+2)

n—1 n . n+1

ainsi qu'il résulte de (8) si 'on y fait x; =—=, % = 775 %3 =0

Le thécréme (*) est par suite démontré.

(20) affirme qu’on ne peut indi_quer‘ un }mmbre
entier S, indépendent de n, tel que I'inégalité s, < S soit vérifiée pour
chaque valeur de #, en d’autres termes, tel que dans }e tableau 2, la fonction
fe(s) croisse avec s quand s=5. De I’hypothese de l'existence d’un te,l nom-
bre et de ’hypothese qu’on pourrait le Qrendre assez grand pour qu’on ait
f&(S) > 0 pour chaque valeur de #, il résulterait que fg(s) > 0 pour s=S

Remarquees. 1. La relation
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i ' 0, F(7) étant 14
de ». En ce cas, la relation F(:) > 0,
fcfnlg:ii; célc?r?;éee 1;)3;:111; fgrmule (14), resterait a vérifier pour les seules vg-
leurs s =0,1,...,5—1 de s et pour.n= 1,2,....

ion ¢ érifié s I pour ¢ = u, attendy
2. La relation (11) n’est plus vérifiée en général | r =,
que pour p et 7 suffisamment grands on déduit de (10) 1'inégalité

n ut Pt 2n 1y
" n Yo (n+1 ’Gp,q,'(%) =]— T ( = J [ — ) < O
n—1 7 nt+2\n2—1 ne4-2n

Pour démontrer que 8"[*]> 0, on ne peut done plus se servir de I'expres-

sion (9) de 3'[4"]; ona utilis¢ & cet effet son expression donnée par la for-
mule (7).

3. Il semblerait naturel d'utiliser directement pour la démonstrat.on

du théoréme (*) 1a relation (3). On en déduirait, 4 la place ‘de la relation
(6) la suivante:

A,B,(x; f) = 'él{l.!"“}[f](l—x) - ).,(")[f_]} x'-(ll—x)""'""_}._ )‘s:t:ll)[f] xn-H(l—x).

Il en résulterait

_ AB (%) o sle 18 . : .
S U LR G - g ey rik

par conséquent

g %

5 s 1=

B Pile) =t —i 4y g

o iy W MU= (r—i e 120407,
On en déduirajt

Sgn Pi(0) = sgn {Aﬁ"’[f] - 7‘4“”[_[]}

=) MO o 0 i
g ot N u - INsi an’il vs

1(4)_ elt 5(38). Si done l’inégalifé )F-"J’ré:":"]\ xk(:tﬁnS; Q0 il résulte des formules
=14, . o & Qéduirait -0 ~ AU <0, était verifice pour

-1, 0 :
2 2 ’ a-lt e 142
Par conséquent g (x) < 0. 71 e réls)t(:ifcrergif ¥=1 linégalité P;(x) <O,

R 1 n
(%) _%R(l) - ;“(lﬁl)[xk

]_ ;‘gln)[xkj - 8'(:;)[xk]-
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En vertu de 1'inégalité (23), il en résulterait R(x) > 0, ce qui démontrerajt
le théoréme.

Cependant, I'inégalité ).(,-")[.v"'} — "M <0 nest pas toujours véri-
fiée. On déduit en effet de (22)

winde ok Sty k
LR /.”"”(,\' ‘

: T . i . n- 1 i—1\k % 1 i YA—1
(26) Jia(l) = B e (—— ES—— ('—] o
C n—i 4+ 2 \ng2 n—1 42 \nd2

Sidans cette relation on fait par exemple ¢ = n — 1, on obtient

(27) Jalw) = frz(n — l) = 2“ IJ‘H"*' &[(H_z)k“ (u__-l)k‘IJ s

n-1 2

2 e R TEAL (.:;f by
i W SOV
-1 n

nd

d’ot il résulte que pour = N = N(k) on a fi4(n) > 0; dans ces conditions,
I'inégalité en question n’a done pas licu. De méme, si I'on fait parexemple
dans la formule (27) n =k —1, on obtient

Jrak) = fiak — 1) =2 (1 -

de sorte que lim f,,(k) = e P 0; il en résulte, pour & suffisamment grand,
k> &

les relations f,,(k) =fw(7z.)]n:k_l=f12(i)|,.="_1=k_2>O, par conséquent 1’expres-
sion 35" (4] — A, [4*] est dans ces conditions 4 nouveau positive. Aux cas
oil I'expression )\‘,-”)[x"} — w0 est positive, on peut prendre x assez petit
pour que l'expression P;(x) de (25) ait une valeur positive. En ces condi-
tions, le terme respectif de I'expression (24) de R’(x) est également positif.
Par conséquent, la simple inspection de 1’expression (24) de R’ (x) ne permet
pas de décider si cette dérivée a toujours une valeur négative, C'est pourquoi
on a utilisé dans la démonstration du théoréme (*) la forme (6) de I'expres-

sion A,B,(x; f).

2 — Mathematica



O. ARAMA ET D. RIPIANU 14 . ;

s MATHEMATICA VOL. 3 (26), 1, 1961, pp- 19 —38
BIBLIOGRAPHIE '

1JATr i 0., Proprietdfi privind monolonia strulut ',bo!ino(fmelor f{_c inh.:r;bol;'z'zrc' ale lui

- o nS I\; Bernsiein si aplicarea lor la studiul aproximdrii funcfiilor. Studii §i cercet,
de matematicd (Cluj), VI, 195—210 (1957). , :

(2] Apams O, OTHocuTestHo CBOUCTG HOHOTOHKOCTY nocﬂeﬁoaareﬂbﬁocm. ﬁHTLIjt;o-
Asyuonnely muoeovaenos C. H. Eepmu'reu_h'a u u:t npuﬁtie:{enuﬂ l»( uoccm(a- |
sanuro npubauxcenus Gyaxyud. Mathematica, 2'(25), 1, 25—40 (1960). |

[3) Lorentz G. G., DBernstein Polynomials. Toronto, 195..3. . .

[4) Schoenberg I. J., OnVariation diminishing Approxmmt':.on Mﬂtlm.ds.‘Ou Nl{,lll]tl’l:}ﬁl
Approximation. Proceedings of a Symposium, Madison, April 21 —23, 1058,

pp. 249—274. Publication nr. 1 of the Mathematics Research Center, U. S. Army. UB LR D I AD \‘\I'IC H UNLI[:N Z\VISCI’[EN DEN MIT
The University of Wisconsin Press, Madison, 1959. GLRADPROFILIGEN WER KZEUGEN BEARBEITETEN
[5) Widder D. V. Laplace Transformation. ][‘\\I\L\PROIILEN VON SCHNECKEN

R le 10. I. 1961,
e e l. GERGELY, D. MAROS

{ Lines der wenig bekaunten Probleme unserer Maschinenbauindustrie
’ { Lesteht in der Erreichung einer bestimmten Genauigkeit bei der Bearbeitung

der Schnecken.  Hierher gehoren dicjenigen  Abweichungen, die bei der
Herstellung von Schnecken entstehen
falls diese mit geradprofiligen Werk-
beugen  verschiedener  Konstruktion
bearbeitet werden.

Zur EFinleitung diene ein Trapez-
profil @ b ¢ mit dem Spitzenwinkel 22
und der Symmetricachse 0z normal
zur Qv Achse des Teilzvlinders der
Schnecke (Abbl). Die Profilebene un-
. i terschneidet orthogonal die mittlere
‘ Teilschr.eckenlinie E,, in demjenigen

Punkt, in welchem die Achse 0z den
Zylinder durchdringt.

Die durch den Durchdringungs-
punkt S, senkrecht auf die Oz Achse
gehende Gerade gibt den Flankenabs-
tand der Profilea d und 4 ¢ an, welcher
mit s, notiert wird. Die Schnecken-
linie E,, hat die gegeberne Neigung 3
gegeniiber der Oy Achse. -

Falls nun das Profil a bcd die
Schneidkante eines Drehmeissels dar-
stellt und dieser eine vom Parameter 4
bestimmte relative Schraubbewegung

- ausfiihrt, enstehen bei einer Bearbei
tung durch Drehen konvolute Regel-
flachen. Abb. 1
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