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SUR UN THEOREME DE W. A. MARKOV
par
OLEG ARAMA

A Cluj

1. On connait le théoréme suivant établi par w. A. MARKOV [6].

Si les racines des deux polynomes du méme degré, P(x) et Q(x) sont
tontes véelles el se séparent, alors les racines de leurs dérivées se séparent

anssi.

La démonstration donnée par W. A. Markov utilise le polynome d’in-
terpolation de I,agrange et une célébre inégalité établie par A. A. Markov.

On a écrit plusieurs travaux concernant ce théoréme.

Nous citons ainsi les résultats de p. MONTEL [8], obtenus a ’occasion -
de I'étude des propriétés des fonctions de la forme gtf-))— ot P(z) et Q(2)
2z

sont des polynomes d'une variable complexe z, dont les racines sont situées

sur une courbe (C) et se séparent sur cette courbe.

Dans un récent travail [10], T. POPOVICIU obtient une généralisation
du théoréme de W. A. Markov, en utilisant la propriété qui exprime que
les racines de la dérivee d'un polynome ayant toutes les racines réelles
et distinctes, sont des fonctions croissantes par rapport aux racines du
polynome considéré. A cette occasion, T. Popoviciu obtient dans le travail
cité de nouveaux théorémes du type W. A. Markov.

D’autres démonstrations du théoréme de W. A. Markov ont été don-
nées par F. CONSTANTINESCU dans les travaux [3, 4]. Le premier de ces
travaux donne une nouvelle démonstration du théoréme du W. A. Markov,

le théoréme de Sturm, concernant la séparation des racines

en employant
des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne du deuxiéme

ordre.
Nous citons aussi les résultats obtenus par I ruUsU [11], concernant

lextension du théoréme de W. A. Markov aux polynomes généralisés,

qui s’obtiennent au moyen de combinaisons linéaires & coefficients constants
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d’un systéme de fonctions formant un systéme Tchebycheff. I. Rusu étahj
dans le travail cité une telle extension, dans I'hypotheése supplémentq'lt
que 1'espace vectoriel des polynomes considérés se transforme en lui-mé:e
si on applique une translation a la variable indépendante. Comme ap )l]'e
cation, on étudie le cas des polynomes trigonométriques. i

_ Nous citerons enfin la remarquable généralisation du théoréme d
W. A. Markov, obtenue par ELENA MOLDOVAN [7], & I'occasion des rechere
ches concernant la notion de fonction convexe. On obtieut cette générql'-
sation en remplacant I'ensemble des polynomes de degré au pl—us n ; alr
un 'at‘ltre ensemble.de fonctions, non forcément linéaire, ayant ‘des, )pro-
priétés d’interpolation analogues a celles des po]vnomés. Te théérE‘enm
o})tenu par Elena Moldovan, contient en particu]ierdla majorité des théo-
rémes de type W. A. Markov connus et en méme temps il fournit d.e nou-
veaux théorémes de ce type pour les solutions des équations différentielles.
Ainsi, dans le cas particulier des équations différentielles linéaires et homo-

< ¢me
énes du ; :
'%2] on e:’t b(;rdlre, en employant quelques résultats supplémentaires
» peut obtenir le théoréme 1 énoncé daus le présent travail.

o N;léisc dlc_mn(zlns ici une autre démonstration du théoréme 1, propre au

Occag_on E 01&1' g: équations différentielles linéaires d’ordre . A cette

e 1115 obtenons aussi quelques compléments du théoréme 1, &8
ant les théorémes 2 et 3 du présent travail.

2. Nous comm
préliminaites don:ncerons par donner quelques définitions et résultats
, nous nous servirons dans cette exposition.

Soit e ¢quation différentielle linéaire et homogéne d’ordre #
1 ' =0
1) L=y + pi(#) " + . 4 pu(d) y =0 (n> 2),

ayant les coeffici o :
dZs solist icof;esfflier(l:tstfon‘gmus dans un intervalle [a, b) et soit @ I’ensemble
ette equation dans l'intervalle considéré.

Définition .
sont non—oscillati)i(;':c z}u Nous dirons que les solutions de Uéquation (1)
dans (a, b), si toute solutiosens large dans Pintervalle [a, b), respectivemen’
1 Y(%) € Yn, ne s’ annulant pas idantiguame';-zt dans

Vintervalle (a, b), ne \

s Y eut . g )
valle [a, b), rGSPectivgmen?U(CZT g)&_l“s-dg n —1 racines distinctes dans V'tHer”
En utilis A ;

ant les mémes notations que dans notre travail [2], nous

noterons dans ce qui ;
qui suit cet ‘2 3
§ymbole L,[a, b)."reSPECtivem;1§eI”1€;olg;1eté de  I’ensemble q/n par le

Définition 2. ;
ikt Sl L Sl\;oltf's dirons que les solutions de I équation (1) sont
(,a—, b), st pour toute solutz:o;zmm “ons Finlgnlls [a, ), msﬁgdiwmm dans
Vintervalle considéré, s; 1 () € Gl me s annulant pas identiquement i
du‘? s Vintervalle [a, b)z roegﬁistsff ne par x,, x,, ...; %, Ses racines distinctes
or gl erment ; o

7es de mult,"pliczte, a l'f«gu l,’iﬂégalite’ }ga,_ﬁ).,p e:_?a? _ZEI}JPPZI%- F) j)ml lgﬁ

1 2 DR m = n o
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Nowus nolerons celle propriété de Uensemble Yfn par le symbarle In{a, b),
respectivement I3(a, b).

iété de non-oscillation de I’ensemble Gy, exprimée

On sait que la propr
quivalente & la propriété suivante d’interpolation

dans la définition 2 est €
de 'ensemble @,

Quecls que soicnt les noeuds %y, %y, - - % situés dans Uintervalle [a, b),
respectivement (a, b) (m = n) et quels que soient les systemes de nombres
{0, ¥, Ty, i=1,2, ., m, 08 Py, P -+ » P SONE deS nombres

+pot+ - Pm=1 I’ équation (1)

naturels salisfaisant & la condition p,
admel une solulion y(x), wnique pour le choix fait, satisfaisant awx conditions

@) y(x) =y ¥ (x) =", oyt g) =T (=12, ..., m).

Dans ce qui suit nous nous servirons aussi des quatre théorémes sui-
vants, les deux premiers étant établis dans le travail [2], et les deux der-
niers appartenant a G. POLYA [972).

. Si Vensemble (Y, des solutions de I équation (1) posséde

THEOREME (*)
alors cet ensemble posséde aussi la propriété I (a, b).

la propriété I.(a, b),
. Si les coefficients de I équation (1) sont continus dans

rHEOREME (¥¥)
de Vensemble Y, 14 résulte

Vintervalle [a, b), alors de la propriété I.(a, b)
la propriété I.[a, b).

CHEOREME (¥**). Si Vensemble Qfy posséde la propriété In[a,b), alorslé-
guation (1) admet at moins un systéme de n—1 solutions hy(%), Bo(%), -.o s Buq()
satisfaisant dans Vintervalle owvert (a, b) aux relations
(3)  hu(x)5% 0, Wlh(%), he(2)]#0, -, Wki(%), Bo(%), -+ -, By (%) 1520,
Ici nous avons noté par Wihy(%), By(%), - - -, mi(%)] le wronskien des fonc-
tions A,(x), (%), - -, Bi(x). Un tel systéme est donné par exemple par un
systéme de solultons de I'égquation (1), satisfaisant aux conditions

e =K a) =0, K" V(@) =1,

_ hé"""(a) =0, hé”_z)(a) 1

n_y(a) =0, Bp-a(a) =1.

1) Voir aussi le mémoire de G. Mammana [3].
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_THEOREME (#%%%). Si I'équation (1) ayant les coefficients continus dg
un intervall (a, b), admet un systéme de n—1 solutions hy(x), hy(x), ..., h o
satisfaisant dans Vintervalle (a, b) aux relations (3), ators Pensemble (;/‘ l(gc
ses solutions posséde aussi la propriéié Ii(a b). o

Enfin nous démontrerbﬁé le lemxﬁc; suivai B :

; 1t, dont nous nous servirons
dans cette exposition. . RS

Cm_lLle)n me 1.. So.wn-t m fo'n,cfi'ons hi(x), o, hu(x) (m =2) de classe
(@, b) et -satisfarsant dans Uintervalle (a, b) aux velalions

(8) hy(x)720, W[lil(x)‘,_,lzz(x)]#_o, oy Wy (%), Big(#), - - -, Bo(2)]520, %€ (a, b).

(6) 131’(’;) = l; hl] ()'), l‘z(;\'), wow ey I]'{,(x), ]z'k II(A/)I (Ir T .l ) .3, . owiey m — ]‘)),

salisfont dans Vintervaile (a,-b) aux relations
(1) Hy(x)50, W[H,(x), Hy(6)] 70, . .., W[H,(%), Hy(x), - .., Hu_s(2)] 0.

Nous faisons la : i ‘ :
avi anmbre b AJ.SH];]} %irggnitmtllmf, dfti_ce I‘ilpme par induction relativement
St s . ol = atfirmation du -6 s s
tité suivante (voir le travail [9,]) ) lemme résulte de l'iden

R
,‘1 | hl R (—E) '= R I/V(hl’ h2’ £ Ry h’m): :\:E ({l; b);
] -

valable dans I'hypothése qu '
e dans 'hypothése que les fonctions hy(%), ho(x), - - -, b,(x) appartien-

nent 4 la classe C™! :
(,b) et que /(%) 20 dans l'intervalle (a, b). Ces con-

ditions sont assuré
. urées " - L
résulte aussitdt i dentaaér les hypothéses du lemme. De cette identite

(8) WIW(hy, hy), W(h A : .t 4
. 1 o) W(hy, hy), ey Wik, )] = B2 Wik, by, - - % Jom)-

Ensuite, en notant

gn : : ; . o
z (x) I/V [hl(x)‘ kg(x)], £ 2By H!():)—l(x) = W[hl.(x): h’m(x)]
et tenant s 2 .

compte que par hypothase, HY( %) 50 pour'.' xé(a ), on peut

appliquer de nouveau 1’j
: u ;
On obtient ajnsi lidentité (8) aux fonctions H(x), - .-, HG (%)

9 Wiw(HEM o '
(WERY, H), wED, By, g g )] =

- l (1}ym—
= (H,I) 3 W(Hsl)? HY L gw )

m—1
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En tenent compte de I'identité (8) oit on considére m = 3, on obtient

(10) WY, HYY = by Wy, by Bigy)  (£=2,3, .,

Iin tenant compte aussi de ’identité (8), le deuxiéme membre de 'identité
(9) est ¢ual & B My, he) Wby By, - -, Ba) €t ainsi Uidentité (9) devient
(1) W By WDy, Ry, Bg), By TV (B, Big, By, -y Ty Wk, s, b)) ] =

= 1 W My he) Wy, ey e e don)-

On vérifie facilement que si les fonctions u(x) et fi(x), -, fo(%) appartien-
nent a la classe C7 '(a, b), alors on a l'identité
{2 W afy, wfa - wh) =1 W fo - s Bl

u tenant compte de (12), on peut écrire Uidentité (11) sous la forme

(13) L Uy, o, Bog), W (g, By Big)s oo W By B, b)) =
= 0" 2y, By) Wy, Ty <o -2 T

Iinsuite, en notant

HP () = Wih(x), by(x), By(¥)], - HE (%) = W [hy(x), By(%), Fun(6)]

et en utilisant successivement les identités (8) et (13), on obtient

(1) wiw (HP, H), W(H, HEY, ..., WHD, Hyl2)]=

— (HOP wEHD, HY, .. )= Wy, Bg) W™ oy, By, Brg) X
X ‘I’V(hl, ]7/2, B hm)-

Mais, de l'identité (13), oir on considére m = 4, on obtient

(i=23,...,m—2)

w(H, H?) = W(hy hs) W (hy, b B30 Bosi)

ot on tenant compte de (12), on peut écrire l'identité (14) sous la forme

W W (hy, hs, b3, By), W (hy, by, Big, Bs), - s W(ky, By, by, Bn) ] =
= W" " (hy, by, By) Wby, By -, B
cest-a-dire, sous la forme ' ;
wE®, HY, ..., His) = W by by, ) Wby, By - ),

oit ona noté HE(x) =W [hy(x), ha(x), ha(x), Bssi(%)] (=1, 8, <o, m—3).

o Qi

T o
//"{%:r‘\mah:a M&lcmwca‘&_};
W BIBLIOTECA

SeA TEMATIcA-CLU
““’-\-T-I;:;:n_c.—: e
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Par répétition du procédé on obtient I'identité suivante, établie par
L1A ARAMA dans le travail [1]:

(15) WHEY, B, sy A = B s, sy w505 B) WP B = 5 5 B,
" oft on a noté
HO ()= W (o), b(®), -, We(®), si(®)] (G =1,2, ..., m —&),

Ici on a supposé évidemment 1 << k<<m —1 (voir I'énoncé du lemme)
De cette identité il résulte aussitét le lemme,

Observation. Ainsi qu'onla dé ré i

e ion. A montré dans le travail antérieu-

iie;ien%ate 1], 11dent1’tg_ .(’15) est valable aussi dans le cas out les rela-

i s (t') ne sont pas vérifiées. Cette affirmation résulte de la propriété
continuité des fonctions qui interviennent dans I'identité (15).

d t i Ji by .

HYPOTHESE. L'en - : N
propriéié I,(a, b). ensemble (Y, “des solutions de I'équation (1) posséde la

W 3{5 d‘; théoréme (‘P)‘ll résulte que U'ensemble ¢/, posséde la pro-
i I:(a, b), et du theo’reme (**) il résulte qu'il posséde aussi la pro-
0 admg*gf}a) 'et en conséquence, en vertu du théoréme (***), 1’équation
satisfaisant d:ﬁls li}iolscl:r\lzlifysmgle de n—1 solutions hy(x), v smy gl
de ces systémes. e (a, b) aux relations (3). Nous choisissons un

THEOREN
EME 1. Dans les hypothéses précédentes, soit f(x) et g(x) dewx

solutions non irivigle ' é )
: s de | /
acies goms Dot ;)q:)t_atf:%ygl-)’ ayant chacune n —1 racines drs-

1° La fonction F(x) — ' |
b distincteix)T— W(hy(x), f(x)] posséde dans Pintervalle (a, b);
- Loules ces racines sont simples et en conséquence,

elles corres s ;

ol pondent & des points @ extrémum de Ia fonction 'L dans Vinter-
G‘Ex;’ (a, T/f:’)[-hDes affirmations analogues somt valable i la fonction
= x : s ausst pour la foncit
1(%), g(%)]. Iei hy(x) représente une solution Z]bm' ne s annule

bas dans (a, b), co

o 1 ot o 27 2ol L fonkionde Cachy, a3 v
i = est-3-dj : s . ; :

satisfait 4 la premiere condition de 1'(2,))13 sl ¥ Wgmtiow U S

————o

%) L’existence de
tell i :
es solutions résulte de 1a Propriété I*[a, b) de I'ensemble UYn.

-
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9°  Si les racines des fonctions f(%) e g(x) se séparent dans (a, b), alors
los racines des fonclions I'(x) el G(x) se séparent aussi dans (4, b). ;

Démonstration. 1°. On observe d’abord que la fonction de Cauchy
Ji,(x) ne peut pas s'annuler en aucun point de I'intervalle (a, b), ainsi qu'il
résulte de I'hypothése selon laquelle I'ensemble (f, possede la propriété
I.(a, b) et des théoremes (*), (**), (***). Ainsi, les fonctions F(x) et G(x)
sont définies et continues dans tout I'intérvalle (a, b).

Ie fait que les fonctions F(x) et G(x) possédent dans I'intervalle (a, b)
au moins n — 2 racines distinctes, résuite immédiatement en appliquant
1) ot ﬂﬂ-, chacune d’elles possédant
hy(x)  hy(®)
par hypothése »n —1 racines distinctes dans lintervalle (a, b).

Montrons maintenant que les fonctions I(x) et G(x) n'ont pas plus
de 7 —2 racines dans lintervalle (a, b). En effet, en effectuant dans
I'égquation (1) le changement de fonction y = h,(x) z(x), on obtient

lo théoréme de Rolle aux fonctions

16 Laly]=h(®) B+ al® 7+ o+ fal8) 2+ gala) 2,

oit q;(x), - - -, quoa(¥) sont des fonctions continues dans {a, b) et gn(%) =
= L,[h(x)] =0 dans (a, b). En notant z’ = v, on obtient de (16)

(17) Lu[y] = h(x) [U(H_n + q:(%) " ea(®) 0]

En effectuant enfin le changement de variable v = _J_EIE—) Y, on obtient
ll x

de (17)

(18) L.yl= 71-:3 Y 4 Py Y0 Py () Y ]S ;T%E La_y[Y7.

La relation entre les variables ¥ et ¥ est la suivante :
(19) Y = W(hy 9)-
Considérons 1'équation différentielle

(20) Lo Y] =Y""" 4 Py(%) R L P () Y =0

En tenant compte de (19), on constate que 1'équation (20) admet comme

solutions les fonctions -

(1) Hy(x) = W (%), ho(#)], Hal#) = W [hy(%), Ba(%) ], - -
= W [hy(#), Ba-a(#)]:

Des relations (3), supposées vraies par hypothése, en tenant compte de
I'identité (8) ou on fait successivement m = 2,3, ..., n —1, il résulte
que les solutions H;(#) satisfont -dans ’intervalle (a, ) aux relations

(22) H,(%)540, W[H(%), Hy(%)]520, - - W[ H(x), Ha(#), I H,_,(%)]=0.

) Hu—z(x) =
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Ainsi, 1’équation (20) vérifie dans I'intervalle (a, b) les conditi
théoréme (****) et en vertu de ce théoréme il résul(te q)ue l’enscnﬂ?](én(; e
dfes' solutions de 1’équation (20) posséde la propriété I _(a, b), ce qui s,;_l
nifie que chaque solution non identiquement nulle de l’équa;;ion (20) .
l?eut pas avoir plus de # —2 racines dans (a, 0), chacune de ces rflcinl;(?
étant comptée autant de fois que I'indique son ordre de multi p]icité.k Mai:
les fonctions F(x)J = W_[hl(x),f(x)] et G(x) = W [h(x), g(x)] sont aussi
~des solutions de 1'équation (20). Ces solutions ne peuvent pas s’annuler
}iienthgement_da}%s (@, b), parceque si par exemple l'on avait J/7(x)=0
;,[aeiz resuiteraxt Tidentité J(%) = C f(x), ou C représente une constante.
Ea b)rp?;n ipothesel, f(x) s’annule en # — 1 points distincts de l'intervalle
A Koo :;—2 >Dl,1'_1c)1arc¢que (’iia’ns les hy_pothéses du théoréme
g s'aﬁnule _).d g 1Vent1té précédente il résulterait que la fonction
rélati ane aussi dans l'intervalle (a, b), ce qui contredit la premiere
e (;,n e (3). Donc la solution F(x) ne peut pas s’annuler identiquement
@lns éélg:zro\{age (a, b).'}':)n vertu de la propriété I;(a, b) de I'ensemble
e . deu;onsodel équation (?O), il en résulte que I(x) ne peut pas
Pl a:cd iadcme§ dans 1,}11te_rva11e (a, D), chacune de ces racines
i démopntré al ;11‘1. e fois que l'indique son ordre de multiplicité. Mais
B el 1'}1 tenciuremeut que F(x) posséde au moins, n — 2 racines
o 1’internrl ﬁrvalle (a, 0). 11 en résulte en définitive que F(x) pos-
r e \1a e (_a, b) exactement # — 2 racines distinctes et que
re elles est simple. En tenant compte de I'identité évidente

Flx)= hi(x LA )
1() 4 l , il résulte que les racines de la fonction F(x), situées

dx| h
dans l'intervalle 1a b : i
fdnction fx) (@, b), correspondent & des points d’extrémum de 3
hy(x) |

On obtient d el
e - :
s conclusions analogues aussi pour la fonction G(#).

2°. N i
solutions f?;l)s :tug%?)szr:?s‘ maintenant que # = 3 et que les racines des
Nous montrerons giie fes erCIugtlon (1) se séparent dans lintervalle (, b).
aussi dans I'intervalle (@ baci\?es des fonctions F(x) et G(x) se séparent
reme pour # =4, Ie cas )'_ ous donnons la démonstration de ce théo-
It e e Ao fin B oot et 1o

ST » Vo 5 Bompti
acines de la fonction g(%), situées dans I;’citx;:clflr{f(efl)lgt(ga%)sb\sle’l QUé 51’)';;

hypotheés i
€ Ces racines se sé :
tions suivantes : eparent, il résulte qu’il y aura 1'une des sita-

a ¥ S ¥ ‘ S b
= ]< 1< 2_<52'< «‘---_- <?,,..1<\,,_]<
ou bien
ags ¥ ¥
1<1<32< 2<....<3n.]<?‘”]<b-

Nous ferons d

’
; abord quel s .
dans ce qui suit. quelques observations dont nous nous servirons

- change de signe.
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o). La fonction f(¥) n'a pas dans Uintervalle [a, b) d’awulres racines que
plEe=1,2 .68 —1) el loutes ces racines sont simples. Il en résulle que
Une conclusion analogue

la fonction f(x) change de signe en chaque point 7i.
résulle aussi pour la fonction g(x).
Cette affirmation découle de I'hypothese que 'ensemble @, des solu-
tions de V'équation (1) possede la propriété I,[a, b).
B). Quels que soient les nombres véels A et w, lels que A+ p2=0, la
fonction ¢(x) = (¥) + ue(x) nme s'annule pas identiquement dans Vinter-
9 yacines distincles dans cet intervalle.

valle (a, b) ¢l posséde au moins n—=
Lin effet, supposons par exemple que A= 0. Alors, en tenant compte
de observation «) et du fait que les racines 7; et s; se séparent, il résulte

que la suite de nombres :

o(s)) = M (s1), o(sg) = M(sa)s -+, @(su—1) = W(Su-1)

présente n — 2 variations de signe. Il en résulte que la fonction ¢(x) posséde
dans chacun des intervalles (s, Sipg), =1, 28,000 — 2, au moins une
racine et donc qu'elle posséde au moins # — 2 racines distinctes dans
Iintervalle (a, ).

Siwz£0, alorsla fonction o
des intervalles (ri, 7i—y), 1 = 1,2,

). Quelles que sotent les conslanies t
condition »*—+ p*Z 0, la fonction

(x) aura au moins une racine dans chacun
ce, n—2.
delles n et p salisfaisant a la

O(x) = Wk(%), o(x)] = Wlk(x), ¥+ pg(x)] = 2F (%) + pG(%)

posséde dans Pintervalle (a, b) au moins n —3 racines distinctes ot elle

Démonstration. On constate facilement que la fonction ®(x) posséde
dans l'intervalle (a, b) au moins 7 — 3 racines distinctes, en tenant compte
® e théoréme de Rolle.

de 1a propriété p) et en appliquant & la fonction p
by

On a tenu compte aussi de I'identité

_gzd(e).
W(hl’ (P) =il dx ( Iy )
Nous démontrerons de plus, que la fonction ®(x) posséde au moins
n — 3 racines distinctes olt elle change de signe. En effet, en appliquant

e Rolle a la fonction 2-et en tenant compte que sa derivée, -
h P
3!

la théoréme d
ne s’annule identiquement dans aucun

.1
c’est-a-dire la fonction —5 W (hy, @)

1
sous-intervalle, on obtient l'affirmation ¥).
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(—;ﬂ) dans un sous-inter-

. @ : d
De 'annulation identique de la fonction—
Iy

dx
valle («, B) de lintervalle (z, b) résulterait 1’ident_ité-j-’@ =C (C étant
. (Y
une constante) et donc lidentité ¢(x)=C By (%), valablle dans l'intervalle
(2, B). Mais les deux membres de cette identité représentent des solutions
de 1’équation différentielle (1); en vertu de I'unicité du probléme de
Cauchy, il en résulterait que l'identité précédente aura lieu dans tout
intervalle [a, b). Etant donné que par hypothése on a A* +4 p2z£0, en
vertu de 'observation B) il résulte que ¢(x)==0 dans (a,d) et par consé-
quent que C 5= 0. Mais en vertu de Ja méme observation §), la fonction
o(x) devient nulle en # — 2 points distincts au moins, situés dans I'inter-
valle (a, b). Tenant compte de I'identité précédente, il en résulterait que
la fonction k() posséde n — 2 racines distinctes au moins dans I'inter-
valle (a,\b) et comme par hypothése » =4, cette affirmation contredit
Ihypothése selon laquelle %,(%) > 0 dans l'intervalle (a, b). Ainsi l'affir-

mation ¥y) est complétement démontrée. ’

8). Dans les hypothéses du théoréme 1 ew dw yelation
WUHCE, S0, 6(2)] 20 pour chague 2 6a 3y, | o T

Démonstration. Supposons au contrai i
P o e B aire que dans un point x,€ (a, b)
aurait lieu I'égalité W (4, f, g)|,_, = 0, Decela, en tenant compte de I'identité

(23) WIW(hy, f), W(ky, g)]= bW (hy, £, g),
qui résulte de (15) prenant m = 3, k£ =1, on obtiendrait que
WIF, G]L-:x, =0, %€ (a, b),

les fonctions F(x) et . ..
du théoréme 1(_ ) et G(x) ayant la méme signification que dans I’énoncé

De T’égalité précé 4 faend
b (2 4 p2£ ), %)el?;::dcfs;e résulte l'existence de deux constantes A et

(24) { M (%) 4+ pG(x) = 0,
AF' (%) + G () =0.

11:35{ egalités (24) expriment le fajt
1’1'11é§2?§2 1115@(;;) 2= CM; (%) + pG(x)
dans lintervalle (a, f)te fonction

que le point %,(€ (a, b)) constitue pour

une racine d’ordre p, satisfaisant 2

parceque age peut pas s’annuler jdentiquement
cas contraire l'on aurait

A £ (1) 2 g 4 (510
i )dx hx(x)]:—-uhf(x)d—x(f(:)))’
lx
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d’otr il résulterait que i f(x) = — pg(¥) + CMy(x), C étant ‘une constante.
Aucune des constantes A et p ne peut étre nulle, parceque si par exemple
p =0 ct A3£0, on déduirait de l'identite précédente :

— ou bien que f(x) ne posséde dans I'intervalle (@, b) aucune racine,

— ou bien que f(¥) s’annule identiquement dans (a, b).

Ces deux situations contredisent les Lypothéses du théoreme.

Donc A - n%£0.
Lusuite, de l'identité précédente on obtiendrait les égalités

) S0 =Sl ) =S hulsd. o S = alorm)

< s,. Alors de (23) il résulterait que les
valeurs de la fonction f(x) aux poiunts s; (=1,2,...,n—1) ont le
méme signe, parceque par hypothése, h;(x) conserve un signe constant
dans Uintervalle (a, b). 11 en résulterait que dans chaque intervalle (si, Siy)

itué entre deux racines consécutives de la fonction g(x), la fonction f(x)

posséde un nombre pair de racines, ou bien elle ne posséde aucune racine.

Cette conclusion contredirait le fait que les racines des fonctions f(x) et
g(x) sont simples et qu'elles se séparent dans l'intervalle (a, b). 11 résulte
ainsi que ®(x) 7 0 dans (4, b).

Ensuite, conformément & l'observation y), la fonction ®(x) posséde
dans Uintervalle (a, b), » — 3 racines distinctes au moins, oit elle change
de signe, Parmi les racines de la fonction ®(#) il y aura aussi la racine
%, dont 1'ordre de multiplicité p, satisfait a 'inégalité po° = 2. Nous distin-
guons les deux cas suivants, selon que le nombre N des racines distinctes
de 1a fonction ®(x) dans 'intervalle (a, b) est égal & n—3, ou bien il
dépasse # — 3. Nous montrerons que dans chacun de ces cas, la somme
des ordres de multiplicité des racines de la fonction ®(x) est égale & n —1
au moins.

Le cas N = n —3. Conformément 4 l'observation y), la fonction
@(x) change de signe en chacune de ses racines. Il en résulte que le nombre

o qui représente l'ordre de mu1t1p1%c1té de la_ racine %, de la fonction
®(x) est impair et en vertu des relations (24), il résulte que py = 3. Con-
sidérons le cas le plus défavorable, oit les autres # — 4 racines sont simples.
Effectuant la somme des ordres de ces racines et tenant compte de I'ordre de
la racine z,, on conclut que la somme totale est égale 4 # —1 au moins.

Le cas N > n —3. En ce cas, en tenant compte que l'ordre p, de la
racine x, satisfait 2 'inégalité p, = 2, il résulte que la somme des ordres
de multiplicité de toutes les racines situées dans l'intervalle (a, b) de la
fonction ®(x) est aussi égale 4 n» —1 au moins. _

Ainsi, dans les deux cas, le nombre des racines situées dans l'inter-
valle (a, b) de la fonction ®(x) est égal 4 » —1 au moins, chaque racine
étant considérée avec son ordre de multiplicité.

D’autre part, la fonction O(x) est une combinaison linéaire 4 coefficients
constants des fonctions F(%) et G(x), qui, ainsi qu’on l'a démontré anté-
rieurement, sont des solutions de l’équation_(ZO). Il en résulte que ‘la fonc-
tion ®(x) est aussi une solution de 1’équation (20). Mais on a démontré

Pour [ixer les idées, supposons 7,

e —————————"
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i ment qﬁe ’ensemble @1 des solutions de cette éguation possede
‘rienre 3 ; ,

antériew s It (e, D) Il en résulte que l'a solution ®(x) qui ne s’annule
la pf_OPﬂeffe ”;;ént’ ot peut avoir dans lintervalle (a, D) plus de n —9
e 1denhqume racine étant considérée avec 501’1_01'dre de multiplicitg,
racines, chaqu tredit le résultat ¢tabli antérieurement, selon lequel
des racines de la fonction ®(x), situées

Cette affirmation con e résul
res de multiplicité : et tu
la somme des ord {e 4 n —1 au moins. De cette contradiction

dans l'intervalle (4, b), est éga
résulte T'affirmation

venant 4 la démonstration Elu théoréme 1, nous montrerons
que si dans les hypothéses.du ce théoreme, les_racm(?s .dCb. f?nCL‘EOHSt j(x)
et g(x) se séparent dans 1’1_nterva1,1_e (a, b), alors les 121C1}1‘(.“.h _(_es 0(1112 jons
F(x) et G(x) se séparent aussl dansl'mtervalle (a, b). A cet effet nous démon-
trerons d'abord la propriété suivante:

¢). Dans V'intervalle ouvert silué entre deux
des fonctions F(x) ou G(x), il ne pewt pas y avor detx
racines de U'auire. '

Pour cela, nous supposerons au contraire gue par excip
racines consécutives p; et piy, de la fonction F(x), il y aur
plus de deux) racines de la fonction G(x).

Soient o; et o;,; deux de ces racines supposées consécutives. Nous

considérons l'intervalle (oj, oj4,). Dans cet intervalle la f011gti011 F(#)

’ ’ Y = d i i 2
ne s’annule pas. En vertu du théoréme de Rolle, la fonction -~ (—l—) s’annt
X =

D,iCi, en tenaﬂt

En e

x vacines conséculives .d'une
(ou plus de deux)

le entre deux
ait deux (ou

lera au moins en un point intermédiai
int intermédiaire %,€ (oj, Gj+1)
S en +1):
compte de l'identité it )

Fe(x)dii (f,i; ) = W[F(x), G(%)],

il’résulte‘rait égalité W(F,G)|__ =0 et en vertu de I'identite (?3)f’1]
iﬂe:l:.ltera;t Uégalité W(h,, f, ) lesn = 0. Mais cette égalité contredit1 affir
lon 8). De cette contradiction résulte I'affirmation €).

Enfin nous démontrerons 1a propriété

_ 9). Les foncti , ! '
Vintervalle (aj,- b)'wns F(x) e G(x) wont pas de racincs cormn.wwsv

; s,
évidfr:mZif:tf/Vs}jpposons que 'F(xo) = G(x,) =0, ol xoe (a, b). Al:;it
Uégalite wp 5’ ﬁ)l‘:”o =0 et en verty de I'identité (23), il r_ésultgette

' contradicﬁ(’ll,brésil‘gg xf’;f-o' ©¢ qui contredirait 1'affirmation 5). De
Des affir : ifmation v). R
mations €) et @) il résulte immédiatement la prop rleté

Vante :

e e ——
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, ). Dans Uintervalle owvert compris enlre deux racines comsécutives
d'une des fonclions I(x) onw G(x), il y a wne racinc et une seule de I'autre
Jonction. :

Nous démontrerens enfin la propriété suivante de monotonie :

oz Si les racines minines vy el s des Sfonctions f(x) respectivement g(x),
situdes dans 'intervalle (a, b) vérifient la relation ry << s,, alors les racines
minimes py el oy des fonclions F(x) respectivement G(x), silwées dans le méme
intervalle, vérifient la relalion py < 7.9

Pour démontrer cette affirmation, supposons au contraire qu'ont
licu simultanément les relations 7, < s; et o, << p;. Sans restreindre la
généralité du probleime, nous pouvons supposer que f(x) > 0 dans l'inter-.
valle (r, ry) et que g(x) > 0 dans l'intervalle (s, s,). Dans ces hypothéses,

§5 . flr x)
considérons les fonctions LG/ 1

By () (%)

flx ’s 5
— aura dans lintervalle (7}, 7;) un seul point

. En-vertu de l'affirmation 1° du

théoréme 1, la fonction :
RE

dextrémum x = py, qui sera évidemment un point de maximum (figure 1).

Tig. 1

A . 447 . .
De méme, la fonction -—]‘g(( )) aura dans lintervalle (s, s,) un seul point
(%
d’extrémum, ¥ = 6,, qui sera un point de maximum. Donc on a:

/(e > i pour x € [ry, 73],

Iylpy) T ()
(26)
g(a,) g(x) -
% o 220 pour x € [sy, S
b)) = B (51, 52

3) Un étude minuticuse de telles propriétés de monotonic au cas des polynomes, a été
faite par T. Popoviciu daus le travail cité [10].

2 — Mathematica
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. 5 h
Considérons la fonction 0(x) = f(x) — 2 g(x), ot % = Auley) , flp)
hile)  gloy)

Tenant compte de la valeur de la constante A et des inégalités (26), on

constate que

0(s) = fls) > 0,

[ fo) _ Mey)

< 0,
VGH) hylpy) '

B(oy) = flo) —L% flo) = hy(oy) -

hy(py)

hyio)  flpy) Hphi(a) [g(ul) .'-'fP.)J
] — _— L = ' = 0'
(Pl) f(Pl) 1‘1(91) g(ol) g(Pl) g(g-l.) III(GI) hl (py) =

B(r) = — rglry) < 0.

Il résulte de ces inégalités que la fonction 6(x) posséde dans l'intervalle
(51, 7,), donc dans l'intervalle (1, 7,) aussi, trois racines distinctes au
moins, Mais la fonction 6(x) posséde aussi dans chacun des intervalles
(2, 73), - -+, (a2, 74—y) une racine au moins, vu que par hypothese, les
racines des fonctions f(¥) et g(x) se séparent dans lintervalle (a, b). Enfin
il rg:splte.qtl_e la fonction 6(x) posséde dans I'intervalle [a, b), n — 3 + 3="7
racines distinctes au moins. Mais comme §(x) est une solution de 1’équation
(1), ne s'annulant pas identiquement, le résultat obtenu antérieurement

contredit la propriété I [a, b § et
résulte l'affirmation x). ala, b) de l'ensemble ¢/,. De cette contradiction

Ainsi, l'affi i ° Sors
» Taffirmation 2° du théoréme 1 est démontrée pour # =4

D i ; :
priétéa::)s (lgia%?-s n =3, cette affirmation est triviale. Pourtant, la pro-
1e antérieurement reste valable aussi dans ce cas.

Ainsi le théoréme 1 est complétement établi.

4. Iy .
Sopposons que 'équation (1) se réduit A I'équation
27)

(41

k4 0.

L'ensemble des .
b solutiong
dégré ay plus n. Nous P a ¢

le systéme des fonctions

ey ette équation est formé des polynomes de
Ons considérer comme systéme fondamenta’s

C8)  h(x) =1, nx) =,

”n

v by(x) = el Byl (%) = 2

On observe v
Ve que ¢ i i
aux IelathllS (3) :es fonCtlong? érlﬁeﬂt IQS relations STJi tes' 1 i
(29) Iy(x) 2
1(,\) ¢0» W [hl(x), I’Lg(l‘)]#ﬂ W [l (x)
e, 51 ,hhz(x)J R

15 3UR UN THEOREME DE W. A, MARKOV 211

pour x € (—eo, ). Le théoréme 1 énoncé pour ce cas particulier nous donne
le théoreme de W. A. Markov concernant la séparation des racines des
polynomes :

St fu(x) e ga(¥) sont deux polynomes de dégré an plus n, ayani loutes
les racines réelles el distincles, et si les racines des ces polynomes se sépa-
rent, alors les racines de lewrs dérivées se séparent ausst.

Ln considérant les fonctions de (28) écrites en ordre inverse, c'est-
a-dire
; " . n-1 3
(30) By(x) = 5", hy(x) = 2", .o, Ba(¥) = %, Bari(x) =1,
on observe que ces fonctions satisfont aussi aux relations (29), seulement
dans les intervalles (0, ») ou (—ow, 0). En appliquant le théoréme 1, on
obtient en ce cas la propriété suivante :

Si fu(x) et g,(x) sont dewx polynomes de dégré m, ayant toutes les racines
réelles el distinctes el si les racines de ces polynomes se lvouvent dans L'un
des intervalles (0, o) ou (—oo, 0) et se séparent, alors unc propriété similaire
aura liew aussi pour les polynomes

Foo (%) = 0 f(5) — 2 ['(2) et Gay(%) = m g(2) — % &'(2).

5. Dans ce qui suit, nous donnerons une généralisation du théoréme 1,
en démontrant le:

rHEOREME 2. Des hypothises du théoréme 1 1l vésulte que:

1°. La fonction Fu(x) = W[hy(%), hs(x), - - (%), f(2)] (1 < k< n—1)
posséde dans 'intervalle (a, b), n—k—1 racines distintes. Toutes ces racines
sont simples et correspondent & des points d’extrémum de la fonciion

i F,_, * Wihy, hgy vvos By g0 Ji]
Wihy, hgs oo hy) Wik, hz, ceen ity)

9° Si les racines des fonctions f(x) et g(x) se séparvent dans l'intervalle
a, b), alors les racines des fonctions Fy(x) et Gy(x) se séparent ausst dans
Uintervalle (a, b).

On fait la démonstration du théoréme 2 par la méthode de l'induction
relativement au nombre naturel k, qui intervient dans son énoncé, 4

En vertu de l'affirmation du théoréme 1 démontré antérieurement,
le théoréme 2 est vrai pour & =1.

Nous supposerons que I’affirmation du théoréme 1 soit vraie pour
le nombre kB —1 et nous la démontrerons pour le nombre consécutif k.
Done nous supposerons que en plus des hypothéses du théoréme 2, sont
satisfaites aussi les hypothéses suivantes : j
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I La fonction Fr_y = Wk By -+ > M=y, f) possede dans Tintervalle
(a, b), n—F racines distinctes. Toutes les racines sont simples et représentent

@extrémum pour la fonction

des points
i FZ—k ]‘V(hlj h2' Ve ]Ik—z’ /)
et :
Wk gn -« o hg_y) Wy, rge vven Ry y)

relativement a la fonction

Nous faisons ume hypothese similaire
Gioy = W(hy, by -+ b1, 8)-
II. Les racines des fonctions Fp_;(x) et Gr_q(%)

valle (a, b). :
Nous montrerons que de ces hypotheses résultent les affirmations

du théoréme 2. A cet effet, nous considérons les fonctions
3 h'k—b k’k): HZZI’VUZJ_, h’2' S hk-l: h’k—l— 1)J
= Wi(hy bo, - -, ba—y, I).

se séparent dans I'inter-

(31) Hy=W(hy, by, - - N A

Ici hy(), -, Bu_y(%) représentent des solutions de I’équation (1), satisfaisant
aux relations (3), et A,(x) est une soluticn de la méme équation, formant
avec les autres # —1 solutions considérées antérieurcment, un systéme
fondamental.

En vertu d_u lemme 1, les fonctions (31) satisfont daus I'intervalle
(a, b) aux relations 5 -

(32) Hiy(%)720, W[H, (%), Ho(2)]5£0, ..., WLH,(x), Ha(¥), ... Hurs ()] _,,,.-_:u.

%;n‘}:r?;ﬁazgli 1(1:1?:1]%??0115 ‘mont‘re qn(?'lels fox}ctions (31) forment un Sys-
Slottre 33 —b 14 dm}cey équatinn - différentielle linéaire et homogeuc
filgith, ot ‘weitte, Jtheu e ilgiual. Les autres relations de (32) exprt
tisirkes 168 corbine Slbine (**#*) le fait que I’ensemble G/, _k+1 formé pat

mbinaisons linéaires des fonctions (31), possede la propﬂete

I5 g <
s+1(a, b). Ltant donné que les fonctions f(%) et g(x) représentent par

hypoths : e
f(ﬁ?io:;?;%(;;ﬂut;org de I'équation (1), il résulte facilement que les
a l’ensemblekzé . Aik—-_l(x) considérées antérieurement, appartieuue;ﬂ}
I'on considére an k]_'l' nsi les conditions du théoréme 1 sont satisfaites s
des fonctions (lx)lel;1 (du nombre 7, le nombre n—#k + 1, ensuite au et
fonctions Hl(%)1 4, (xz) %), -y hy_y(%), qui vérifient les relations (3) — lgs
tions f(z) et g(x) e | H,_4(x) de (31), et enfin, — au lieu dcs fouc-
En appliquant | fs fo’}thus Fy_y(#), respectivement Gr—1(%)- )
1° Ta fonction e(;h(éoreme 1, on obtient les conclusions suivantesl'
W(%) = W[H,(2), F,_,(x)] posséde dans 1’.i11tervﬂl:

(al b) M — k 1 .
& — 1 rac isti
representent des pointsesd,cii;t;l}ctes. Toutes ces racines sont simP es
- émum pour la f :
: onction

F
k-1 I-‘k_1
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Une affirmation analogue a lieu aussi pour la fonction Gu(x) =
= WI[H,(x), Gi-(x)].

2° Tatant donné que par hypothése les racines des fonctions F;_;(x)
¢t (rp_y(x) sc séparent dans U'intervalle (a, b), il résulte que les racines 1des
fonctions (Fu(x) et ¢u(x) se séparent aussi dans lintervalle (a, b).

Mais on observe que identité suivante a lieu:

I

Tz WL, Fo ) = Wy, by oy bug) Wby, by, it il I

ce qui résulte de (15) si on considere au lieu du nombre m, le nombre
k -1, et au licu du nombre k, le nombre & —1.

On obtient de méme 'identité

ooy Paey) W(ly, By, -

the = W{H;, Gu-s) = Wihy by, ., b 8).

Ln tenant compte des expressions des fonctions Fi(x) et Gi(%), il en
résulte les identités

i &y hk—]) Fk,
ey hk_]) Gh.

J_‘J‘ :.—::. I/V(kl, h'l'
(%k = Il["'(hl, hg:

De ces identités et du fait qu'en vertu des relations (3) on a
W [hy(x), Ba(x), - -+ hu_y(%)] 5% 0 dans Iintervalle (a, b), résulte —en vertu
des affirmations précédentes — la valabilité du théoréme 2, pour le nombre
naturel k. Ainsi le théoréme 2 est demontré. _
nous supposerons que l'opérateur différentiel

rembre de 1’équation (1) posséde des
et admet une décomposition

6. Dans ce qui suit,
L,[v] qui intervient dans le premier n
coeificients continus dans I'intervalle (a, b)
en produit de facteurs de la forme

(33) L,[v]= La-{L: [v]} l==k=n—1),

1t des opérateurs différentiels linéaires et homo-
génes de forme norimale, le premier étant d’ordre k et ayant les coeffi-
cients de la classe C" “(a, ), et le deuxiéme — d’ordre n — k et ayant
les coefficients continus dans I'intervalle (a, b). :

La condition nécessaire et suffisante pour que I'opérateur L,[y] ad-
mette une décomposition de la forme (33) a été donée par G. Mammana
[5], et 'expression effective de ces opérateurs-facteurs, au cas auquel est
possible une decomposition de la forme (33), a-été établie par L. Arami [1].

Dans ce qui suit nous nous servirons de la définition suivante :

Définition 3. On dit que l'opérateur différentiel Ly[y], linéaire
et homogeéne, d’ordre 2, ayant les coefficients continus dans un intervalle (7,

posséde la propriété I »(¢7), respectivement I (), si I’ensemble des solutions

ot Ly[y] et L,—s[y] sor
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de I’équation différentielle correspondante L,[y] = 0 posséde la propriéte

I(A), respectivement I3((7).
En employant cette définition, nous pouvons énomncer le théoreme

suivant :

THEOREME 3. Dans Uhypothése que les opérateurs différentiels L, yes-
pectivement L, qui interviennent dans (33), possédent les propriétés I(a b)
respectivement I, x(a, b), soient f(x) et g(x) deux solutions de l’équatl‘on
L,[y] =0, ne s'annulant pas identiquement el ayant chacune n —1 racines
distincles d_cms Vintervalle (a, b), Alors :

1°. Chacune des fonctions Ly[f(x)] et Ly[g(x)] posséde dans I'intervalle
(a, B), n —k —1 racines distinctes, chaque racine élant du premier ordre,
: b)Z °l.dSz Iles racines dgs f;nctions f%c) et g(x) se séparent dans Uinlervalle
a, b), alors les racines des fonctions x)] et Life(x ‘pare )
dans inlervalle (a, b). A LB S Bt diss

Dé A " ) \
emonsiration. Soit « un nombre tel que a < a < niin {ri, 553, ot

on a noté par 7, respectivement s; les racines d oy i
e ,, i e la fonction f(x), respecti-

::I;I’Ziee?}egl(‘,x)' Slglées da.ns U'intervalle (a, b). Considérons 1'équation diffé-
i[y] = 0. Soit hy(x), hy(x), ..., h(x) un systéme de solutions

de cette équatio isfai :
n, satisfaisant au point x = : itions sui
de Cauchy : P X o« aux conditions suivantes

..........
...........
........
..................

Vu que par h ¢

ar hypothese, 1’
: donciiz Propriété I, [o, b) v
- et (***) les relations suiv

B5) h(x)20, W s, r)

; SOient ensu't
Péquation L,_{y) aly

pé{ateur L[ y] posséde la propriété Ii(a, b);
:utSS]’ il résulte en vertu des théorémes (*), £l
ntes, valables dans I'intervalle (o, b) :

h(x)] 20, .. W[ hy(x), hy(x), - - -, ma(2)] # e

's:ﬂ%(}c):. o ®u4{%) un systéme de solutions de
» Salislatsant aux conditions :

o) = ¢/ (a) = .
W Ty = gjrh0(0) = 0, gfrH (o) =

......
.......
8.
......
.......
.....................

Cp,"k(a) =1.
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Vu que l'opérateur L, ,[Y] posseéde la propriété I, 4(, b), en vertu
des théoremes (*), (**) et (***) il résulte qu’ont lieu dans l'intervalle («, 8)
les relations suivantes :

(36) '.pl(x) #0: w [(Pl(x)» %(ﬂ]#o» W[(Pl(x): cpz(x): A2 an—k(x)] # 0.
Considérons les équations différentielles

BT) W () Ba(x)s - -0 a(2), 35(8)] = 0u(x) WIhy(), .., ()]
(8 o= 1 B ot sy ),

oit les yi(x) sont les fonctions inconnues. Notons par by, i(x) une solution

arbitraire de la ™ équation (37). Les fonctions Ay 4(%) (1 =1, 2, ..., n—k)
sont évidemment aussi des solutions de I’équation L,[y] = L,_{La[¥]} = 0.

Nous démontrerons que les fonctions hyi(%) (¢t=1,2, ..., n—Fk)
satisfont dans lintervalle («, b) aux relations suivantes, qui complétent

les relations (35):
(38) Why(%), By(2), - - -, (%), Brea(%)] 70, -
e W), By(x), -0 In(2), Bra(®), -, B(2)]520.

En effet, en remplagant dans l'identité (15), m par le nombre & + %,
on obtient 'identité

(39) I/I,(Hgk), I'Iék), L L] ]-Ifk)) — Wiul(h’]_n hZV LR kk) W(k’l: kﬂ: ‘.' *) hﬁ-{-‘.);

ol 'on a noté

H® () = W [By(%), Bao(), - - - (%), Baas(%) ]

Mais par définition on a:
W Uy, (), - - B2, i) ] = Pe(2) WO(), - o ()],

Ainsi la relation (39) devient
W(p1 @20 - -5 ) = W by, By, - 1) W(hy, by, - - By yi)-

En tenant compte des relations (36) et aussi de la derniére relation de (35)

il résulte
W [hy(x), Bo(%), - - - hyyi(%)] 2 0 pour %€ («, b),

quelque soit ¢ =1,2, ..., #— E, ce qui démontre les relations (38).

Les relations (35) et (38) nous montrent que les fonctions hi(x)-
(=12, - R E+1, ..., m), qui forrpent un systéme fondamen_tal pour
I’équation L,[y] = 0, satisfont dans l'intervalle (e, b) aux relations (3).
D’ici il résulte en vertu du théoréme (**%*) que l'opérateur différentiel
\ posséde la propriété Ii(a, b) et comme o« est un

= L, KL il ;
iSEﬁ%re ar’i)i'i(rafr[ejj ]de I'intervalle (a, b), il résulte que I'opérateur L,[y]

posséde la propriété I.(a, b).
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Enfin, on obéerve que dans lintervalle (a, 8),” I'identité suivante §
lieu : 4

. R W(lzl, "2- . ]'k' ¥)
(40) Lyl = Wiky, by oo Iy

En appliquant & 1'équation différentielle considérée L,[v] =0, Ie
théoréme 2 et tenant compte des relations (35), (38) ¢t (40), on obticent

le théoréme 3.. ) B _
Observation. De la démonstration donnée ci dessus il résulte la pre-

priété suivante :

THEOREME 4. Sotent Ly[y] et L,[Y] deux opérateurs différenticls linéai-
res et homogénes, de forme normale, l'opératenr L, avant les coefficients con-
linus dans un inlervalle (a, b) et Uopératewr L, ayant les coefficienls appar-
tenant & la classe C'(a, b). Dans Ihypothése que 'opéralcur L[v] posséde
la propriéié 1,(a, b) et U'opérateur L [y] posséde la propriele I,(a, b), il résulte
que Uopératewr produit Ly, [y] = L{L,[y]} posséde la propriété I, ,(a, b).
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APPROXIMATION DES SOLUTIONS D'UNE EQUATION
PARABOLIQULE DANS UN DOMAINE NON BORNE
par
C. CORDUNEIANU

A Jassy

1. Considérons 1'équation parabolique
(1) ey =t + f(%, £, u),
S(x, t, 1) étant une fonction continue dans I'ensemble
(4) 20, 0=t<T, —o<u<+to,
y satisfaisant 4 la condition de Iipschitz
(2) A5 &, 4) — [z, £, 0) | < Llw—v],

quels que soient (x, ¢, %), (x, ¢, v) € A. Nous admettons encore que f(x, £, 0)

est bornée dans l'ensemble

(D) x2=0, 0=¢=7T,

c’est-a-dire, il existe un nombre M > 0 tel que

3) 0= M,

quel que soit (x, 7)€ D.

Pour la solution de 1'équation (1), nous allons considérer la condition
initiale
(4) - u(x, 0) = ofx),




