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LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE
D'UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES PAR UNE
INTEGRALE DOUBLE
par
D. V. TONESCU
a Cluj

Considérons une fonction de la classe C” dans 1’intervalle [%q, %4], ce qui

B T ————

] \ veut dire qu’elle est continue dans cet intervalle ainsi que ses dérivées succes-
sives f'(x), f"(x), ..., f™(x). Dans I'intervalle (x,, x,), prenons les noeuds
X1, Xp, « .., X4, de maniére que Xy Xy L s L E
Nous avons demontré [1]*), que la différence d’ordre # de la fonction
J(x) sur les noeuds x,, x,, ..., x, qu'on désigne Par [%y, %3+ 0 %aj L.
peut étre représenté: par une intégrale définie
| *n
' : : (n)
| (1) Lo, %, oo i f1 = (0 (1) /7 () dx,
.’ Xo
4 ol la fonction g(x) coincide sur les intervalles [x,, #,], [, %], . .. (a1, %]
' avec les polynomes o@,(x), @z(%), ..., ®.(x) qui sont définis de la maniére
suivante.

Ces polynomes sont les intégrales des équations différentielles
o (%) = (—1)"a

=1(x) = (—1)"(atg + e
@ oir—M{(x) (_)( )

<PS'"—1)(x) = (— 1)" (010 + oy + o + aﬁ—l)

i *) Les références bibliographiques se trouvent & la fin de l'article,
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ol

Vitg, #1 «o o0 Fj_yo Kiggo - 00 %) (1,

) =0,1,...,
B w= (—1p . ")

Vixg, ¥1, -+ s n)

4 46 : i Tandermonde des nom-
4 t en général, le determman_t de Ve Tm (
Er(eil’gqglﬁ. o E’)git?;% quigsatisfont aux conditions aux limites suivantes:
12 9By ==y
o:(xy) =0, gilas) =0, suisaes ; (p(l"*g)(xo) = 0,
Pa(¥1) = @1(xy), e2(%) = @i(¥1), ... oy A(x) = el (yy),

(4)
cp,,(x,, _1)=?n—1(xn—1) ) (Pllll(xﬂ—l) =¢p’l— l(xﬂ-—l) yro e 1@5:1—2)(;\711—1) = (PE,"_,_;-Z’(:VM - l) ]
q;n(x”) =0, q):,(.’\I,,) 1 | N 5 CPE:"""‘J(.'\.',,) = 0.

Nous avons démontré

Uintervalle (x,, x,)

La formule (1) est trés importante dans 1'an
étendue aussi au cas des noeud

cations de ces formules,
Dans ce travail

que la fonction ¢(x) ainsi définie est positive sur

alyse numérique. Nous 1'avons
s multiples et nous avons fait plusieurs appli-

nous allons étendre la méthode qui nous a conduit 4 la
formqle (1), & la représentation de la différence divisée d’ordre (m, m) d’une
fonction de deux variables par une intégrale double. Nous montrerons dans

un autre travail que la méthode peut s’étendre aussi a la représentation de
la différence divisée d’ordre (

’ _ 1, Mo, - -, Mmy) A'une fonction de p variables
par une mtegrale. multiple d US supposons dans ce travail que

; dans un autre travail le cas des
noeuds multiples, _

k C:, travail est dlYlS’é en plusieurs Paragraphes. Dans le premier paragraphe
§blra1t01ls des ,d1ffere}1c-es‘ divisées d’ordre (m, n) “des fonctions de deux
variables que nous définissons pPar la formule

- x i x LEE O ] 9 *
(D) [0 1, .a'm;f=
yo, ylp “ ey y”
m n
itk Virg, 2y, ..., #.

= .20 kz (‘_ 1)l+k Lt U "‘,-1 ity » X)) V(yo» Y, s yk—1’ Yy ¥n}

i= =0

Vizg, 2y, ..., Zam) Vo ¥1 - -0 9)

: Paragraphe noy i
e nansformation des infegrales qogp e O1, 165 formules prelim
pParagraphe 3 considérer up Probléme qui nous menerg dans

€ aux limiteg pour la d¢

inaires pour
le troisieme
termination
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d’une fonction ®(x,v), qui sert 4 la représentation de la différence divisée
d'ordre (m, n) de la fonction f(x, 1), par Uintégrale double
S B m-n
Koo By e oy X g
6) e "I = e,y 55 drdy
:.\’D: _\'1: = Se :\In ., . . dx a-“
D

olt ) est le rectangle défini par les indgalités 4y < ¥ < %, Vo =V < Y -

Dans Je dernier paragraphe nous étudions la fonction (l)(xi y) (2321111? 12
rectanglice D et nous démontrons qu’elle a un signe constant sur le 1e g
ouvert D,

§ 1. Diliérences divirées des fonetions de deux variables
ion /| 2 ial: selles x, y définic
I. Considérons une fonction f(x, y) de (legxlvarlal,llfs_feallis X,y
sur l'ensemble des nocuds (v, w) on 1 =0,1, ..., £ =0,1,

On sait que la différence divisée d’ordre (1,1) de la fonction f(x, y) o
i=01¢ethk=0,l, qu'on désigne par

[ X, ¥y
i ]
L"o- N

est définie par la formule

Yo %1 f(;n- yo) + flxy, ¥1) — flog, 1) — fxy, ¥a)
[}’0» M ; - (x, — #o) ¥y — 7o)

(7)

éral. 1a différence divisée d’ordre (, m) sur les noeuds (xi, 1),
En géneral, i et b — 01, .. .,n, quon désigne par

Xos X1y o001 Xn f]
E
Yor Yur e os W
3 ce
est définie par la formule de récurren

5 " xu, le e oy xﬂ_l )
J_‘x,..-,xu ____I_—J[ ’f]—'_
(8) lxo , yﬂ; f,‘ - (¥n—%0) (yn—}'o)l Yor Yar « v 0s Yot

OI\J'I:=O.11'

Yor Yo - - .
A & Xg» Xgp +o o0 Fno1 f] o \:x]_. KXo, v 00y Xn ,f]}
X1 L e J— 2 s Y1 coes Yo
+[y1 y2 Yn' f] [yl.yz, cevs Y P e e
1 )2 o
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On démlontre par la méthode de I'induction compléte la formule fonda.
mentale

[xm X1y veey xr:_ fJ .
9 | Yoo V1 oe s Vn

_2" (1 ip V0o 2 o 2 L H L W)V YL Y Y e Y)
__i, k=0 Vixg, 45 oo vy 2n) V(yg ¥10 =+ ¥m)

S )

2. La formule (9) nous suggére la définition de la différence divisée de
la fonction f{x, y), d’ordre (m, n) sur les noeuds (x;, yyoui=0,1, ..., m
et £=0,1,... n par la formule

Yoy X1y 00 -y Xy
(10) [“ ' ; ]=
; YorYu v oiYn f

2 V{x,
—_—E E(—l)“k 0T Fi o Figye i) V(J’nvylr--'-ﬁ’k—l"-"m»1----,_\";)

4 A g, x
i=0 k=0 Vixg.x,,. ) V(091 ..ym) ( i k)

En considérant la fonction flx, : Y .
o o »'y) comme fonction de 7i-
sée d’ordre » sur les noeuds Yo Y1, .., y, est R e

b’m Y .. ,yu;f(x, y)] s Z (-—l)* Vi¥e: 9y, -1, Py Vg h®

co ¥y
R=( VU’O’ 3”1' T 3'") f(x’ yk)

L_a formule (10), montre alors que

[xﬂixl_l ---,xm
Yo o y,’ f] -

= Z (_1)‘-\1/(”0- i x'-"l’ xt'+1' e xm)
oy Viz,, XL-T[-yO’ Y1 ---:yn;f(x: y)]

et par suite noys avons

(11) [’«’n. X, %y,

yolyln no-,y"; f} = [xOJ xl!

o Bl [ Wi e Yn; f(x, 9)]]

Nous arrivong ajng

de la fonction s idla définition de la diffg i 3
= » YY) surl a lfferenc i
onnée par 7 POID’?)VIQH?S Eloeuds (x;, 1) o i=0 ] e divisée d’ordre (m, 1)

2] par 13 formule (1'1).' rametk=0,1,.. ,n

it i e i e e e i S it
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On démontre facilement que

"
[%s %y wrvn B [Y0s Y1y -

DY S]] = [Yos Y1000 Vi [Zos %1, oo, % £, 9)])

Dans ce travail, nous utiliserons la formule (10) pour donner & la diffé-
rence divisée d'ordre (m, n) d’une fonction f(x, y) sur les noeuds (x:) y») ot

1=0,1,...,met k=0,1, ..., n une représentation par une intégrale
double.

$. 2. Formules préliminaires

3. Considérons les fonctions ¢(x, ¥), f(x, ¥) continues dans le rectangle
A défini par les inégalités

(12) NSEXZX, NMWSSVEY,
et ayant les dérivées partielles

52r—1 ® azp—l ® 62,"?
as’ 6;-p:i "oV ayP ' axPayt

%=1y 821 a% [
T ’
axtayt™l " axt~layP’ ayPayt

continues dans ce rectangle, pour p = 1,2, ..., n. L
Avec ces hypothéses, nous allons transformer l’intégrale double .

g\ i dxdy
il ax" ay"

./ -

a
par des intégrations par parties convenables.
Nous pouvons écrire

bl bt}

2n 8 62"_1f _ gg»ag aZn—lf I
R %q’ _—_azna;" dxdy = Q dy R '3; (“P a1 ay',,') ax D) ax 85" Lay" y
R % W 4 )
T 2n—1 T 2:;—1f d
= \¢(¥2, ¥) —= ,.(xz.y)dy—”@(xpy) o Tay (%1, y)dy—
o A
X3 ¥

2n—2 * B
39 87 "t g \ dx dy,
= N B E;(; ax"‘lay"‘l) Y+ ) Yoxsy ax" 1oyt
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ou encore
\ d 3 ; 32"_"f -
..n 3 ; .
21 dnd —— o, (x0,%) | dy —
\ aJ- 3)' ty a)’ l 2 xn-—layn—l _ ,
il
; ‘Zu 2), ;
T\ ———— X, V)Y —
.\ ay (xZJ y) 6.\'" 183" ]( 2:3) y
N . ,
Y
i) dy o\xy Y axu—layg,_l X,y |av +
n ]
}.’l

3213 -2 l

39 /1y
g \g(—wl,y)a g1 Py &=

- ‘v'lf’cp -
'\‘;("n%)a s (1 y)dx +

¢ -2, .
+ \ 2 1) a - f a2 2(n—1)
. ax ¥ n—1 e (x‘yl)dx R\ i g / d\?d .
ax""1gyt-1 5 dxdy axn—layn—l o

No insi 3
us arrivons ainsi a la formule de récurrence

azﬂ 2fy|_
§§<p ¥ dxdy =0(%y, y5) — Wi

o Tt (e, Yo)— b

n—1 ay"_l (x‘zl _')"1)'—

("2: yl) A

a2n-1)

—o(¥y,
1 Y2) F:r;—l (%1, y2)+ CP(xx».’Vx)

"2 (u-l)f ‘
41 ay n—1 (*’1' y1)+

& R_"_‘P (x T aln-) ‘
'y f
\ 3 ) T ot () —

-}
3
" .
—\ 99 2(n—1
\ 22 (r, g,y 201
0/ ax a n~1 (x d
5 # g1 o Ya)dz -

-
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Ya
(-? ; ‘_-"_'_IL.”,
il 5y P13} T (e I
o ’
4
ﬁ(r; 82("_”)'
B \ay (%2, y) 4wt (B Y)Y
vy
.~ 21
8 f
= i dxd
\\ﬁanv 3,\"_13}."_1 iy
qui nous conduira a la formule
"‘ n-1 Hn—r—1) 2r
8% ® )
13 \ | dxdy = e e e X, _
( ) ax"ay" - 15-_;0" iy "la""‘ (2:y2) xrayr(2y2)
LA =
n—1 2n—r—1) or
g @ 8
S S ) g (e 99 —
pa] n—r—1 n—r—1 + L 2, Y1
bl "oy
n—1 2(n—r—1) ar
a o 3
— ¥ =i B 2 (%1, ¥2) +
4 71, n-r—1V'1+ 2 1 Y2
e oy ax’ 8y’
n—1 62[»——r-—l) 27

?
r W
.-i-'g,oaxn 1—-la n—r— l(xl’yl) axrayr (xl’yl) +

Ay

~ a2(u—-r)- 2r

I
i e
+ \ g 7 (# J’l) 78y (%, y1)dx

n—1 s a?‘(n—') 1@ azr, d 5
- Z R;T—Ty—u:ﬁ(x ) 5707 (%, y2)dx +

X
2n-r=1g a¥ ¢
. TN O (xl, y)dy —

n—r—l a n-—!

£l 5;“,

3
)
p—r—1 ay"— (x2'y) P y (x2 y) y+

-5,

S a2n—n- 1
7

+Sga Ty [ dxdy.
oJog ‘

5 — Mathematica
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8

ient con-
fonctions o(x, ¥), f(%, y,) soient
g e ety 13‘11epiisles inégalités (12) et qu’elles out des

tinues dans le rectangle A défi
dérivées partielles

g (= 1, &
ax
2ti-lg gti-ly G ) = 1,2
¥ ? »
st et bt layp ot ayP
821 21y , Ry , p=1,2 ..
syt axblay  axtay
2n4-r .
I kit r=1,2,
6;|.'“+r 6_‘)'"

continues dans ce rectangle.
Nous allons transformer l'intégrale double

e "u+=1f
\\ u+q 63“ dj'dy
e,

par des intégrations par parties convenables.
Nous pouvons d’abord écrire

X
o L

¥

62"+qf q—1 Y gnte— ji— lf

———dxdy = \d ige

055? ex""“q ay" xdy 5 va 0x (JEO( 1) a’r] ax'*+q = 18)’ )d‘\, +
8 N1 Xy

Y] on
2 2
o) 9% 32"ay"
d’olt il résulte que
i 2n+q 3’: .
i
14 \S x,”_q dxdy 2 3‘1@

'_/ axJ (xZ:y
N

__‘El (_l)jsgji’__

1=0

2n4q—j~1
3 ) f
ax"’+q_]'_1 ay!l

gita—j-1

(x.".: y)d’y -

)
., i)
“ )

g

y)m(xl,y) dy +
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Pour abréger 1'écriture, posons

(15) (-1 — g

ax!

et appliquons a l'intégrale double du second membre de la formule (14) la

formule (13). Nous auions

gt n=—1 2n—r—1)y 2
‘ L ety o B e
(IG) \\ I) dl _)’ == E(! axn-—r—layn-—y_l (xz,,’)’z) El:r'ay’ ( 2,y2)
n—1 2n—r—1) 62’
4 Y (x g B
N L«)W(xz’yl)a rs r( 2-.’)’1)
n-1 a'(u r— 1)4) 2r ( ) +
- L . 8%y ,
P Al lay"_r-_l( 1 o) aray Y
n=t o Sdlm—r—1)y =
i ¢
Fi— EUW(xly)a a,(1»y1) +
¢ 2r
n=—1 " 2n—r)—1, 8‘ f
a ——
o W}'}f_—( y ) = Py - (%, y1) dx
=0 X
’ 01,
1y
| 2 1 2
—"ZS PN (r ) 2L (, 30) d
imo,) 8 rayr ! ax' 8y
*3
1 » 2( -1 2r
B g2n=n-1y, R s
+ EU-S axn—r—layn—f (xli y) az'ay’( 1 _’,V) y
Y1
¥
n—1 . (,:—r) 1¢ ) (x ) dy +

b4
Y

82"+q_j—1f

q=1 f ip _
+ (=1 Sa—x;(xby);;n—-i-q—_j:layn( 2 J) &y
j=0

14l

Y
g—1

1)‘1 gg 62»+q
+(= L) aa eyt
“a

7 S
—_ Z (=1 RZ i (xl,y)—m,(xl,y

AR |
azﬁ""’q 1

) dy +

fax dy
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aintenant le rectangle D défini par les inégalités

Yo=Y = Yn

Vi) : —letk =12, ..
et prenons les noeuds (%i, ¥4), oWt = L2, byt 1l

et nous supposons gue

(18) xo < 751 < vee < ¥p—1 < X

5. Considérons 1l
- & X
(11) Xg =4 < ¥m

o n =1

Yo< Y1 < oo < Y < Y

Nous pouvons toujours Supposer #? = n, parceque dans le cas m < n
on peut changer entre elles les variables & et y. Nous poscrons

(19) _ ' m=n-+q

et nous désignons dans la suite par D!, 1a rectangle défini par les inégalités

(20) NS K= Xigr Y=Y = Vet

o14=0,1,....m—1letk=0,1,...,n—1.

. _ :
A chaque rectangle Dj nous attachons une fonction o} (¥, ) continue
dans ce rectangle, ainsi que ses dérivées partielles .

k
6r<p'.

ax"
2p+g—1 & i
6‘” q ?; 62P+q I?I: 32P+qq)
axPTilgyp’ giptigyp

k
i

p=12 .7

axP'l‘?ayP—l ’

Nous considér i
ous aussi une foncti b b 5 ns
le rectangle D, ainsi que se nction f(x, y) définie et continue da

s dérivées partielles

=y :
_aii azqu aﬁPf )
Pab1 oy ———— _ m
- 3oy’ gaP gyb p=12-.-
62"+'f
W oy (=129

Aux fonctiops 4
Lk ilx, ]
of (x,y), Clest 4 dire( y) correspond per la formule (15) les fonctmns

@) -
9x9
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Nous pouvons appliquer 4 chaque rectangle D% et aux fonctions oi(x, ),
f(x, y) la formule (16). En écrivant toutes ces formules et en les ajoutant mem-
bre a membre, nous arrivons 4 la formule fondamentale de ce travail. Si
nous désignons par @ (v, y) la fonction définie dans le rectangle D et qui

. . 3 - k
coincide dans chaque rectangle D’ avec la fonction ¢i(x, y) correspondante,
nous aurous

A am-!-n/' m—1 n—1 " " \ 6"’+"f d d
¢ b = 4 = iy 4) —— dx ay =
\ \(]) (x, %) P dxdy =Y, ¥ \\cp,.(,t, ¥) 377 3y" 3,
e : i—0 k=040
(22) g D -
; n—1 2(n—r—1),0 2r
8 wo. /
== l V —-———1—————1:’-':_—_—1- ("'0: _Vo) e (xO! y0)+
’-T‘n :‘_n‘.'*!—- 3‘\'" ax ay
m—1n-1 Ln—r—1)4.0 2(n-r-—1)10 aer
8 4 4 Ys— =
I ¥ TN (o) ——— 1 (%, 3) | —— (%, 0)
\ ! :’—'l :—lo B,x"'_"law'""_l B,t‘"_'—’a}'"—'_l | a4 8y
| n-—1 2n—r—1) 10 2r
a & .
—_ -—————————ﬁ‘—j—‘— (xm»yt)) - ,(A’m-y(l) —{"
ot e lgger=l 91" dy
n-1n—1 5‘.’.(»(—1_])",)1 a2(n—r—l)¢l—l :} 627’.
0 0
X0, —— (5,3} | 5 Fe ) T
-+ .rgl EO \:axn—-r-—layn—-r—-l ( 0 y‘) 6#"_'_16)!"_' 1( O'y) oy

62(”_'—l)ll}:.__]

n—1m—1n—1 aZ(n—r—l}d’):
e A W _—— ¥
+ IS—;I Sgl rE—_-:U an-rﬂayn-r—x (x“ y’) axn—r—layn—nr—-l ( s 'yl) 5
om—r—1)yt—1 az(n—r-—!“l—-l azr
8 q"s--l s
BE— e — S ————— x 1 e et x
¥ axn—l—layu—-r—l (xs’y‘) axn—r—layu—-r—l ( s yf) ax’a.y' ( ) y:) -+
g ' 2r i
n—1n—1 82("_'—”¢' a2(n r 1)4’1 1 ] P f
m—1 m—1 .
) e, W) T e 1 —
L“’i— 15:1 Eo[ axu_,_]ayn._,_]( m yf)‘l‘axn—r—la},n‘—rv—l( rnyt) ax'ay’( ", y)
n—1 a2m—r—1),n—1 a2ff
a 4 V)
e E —r—1 (i,_l (x()r yﬂ) r (xo: yn) o
oaa""lay" a4 8y
m—1n—1 2n—r—1) yn—1 a2(n—r-—l) =1 4 a.z'-f A
8 ‘T‘s—] "‘S . .
e Yu) [ (B I)
+ sgl Eﬂ [3xu_'dlay”_'_l(xs’yﬂ) ax"—r_lay”_'—l( 2 y”) ax’a_v' ( s:y‘n)
n—1 a2(n—r—l)¢n—i a'.’.rf
m—
—_— - —_— X ) .
+ 'go axﬂ_,_lay"_,_l (xn. yn) ax’ay' ( m ju) +




-
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Bt} =10 a¥f
a ¢; (x’ y{)) SR ¥ (.’U, _’)’o) dx +

O
ax"-'ay"'-'—l ax'o"y'

" pk
i

12

Ty
m—1n—1n—1 Sl 1 62(”_'J_l¢: ( ) 62(”_f)_l¢-:'_l ( )
IO W ) § el R X
+ e [ axﬂ—rayn—r--l ¥ 3" ’ay" 4
%
2rf
X %, ) dx —
W
axay
llx€+12()1ﬂl 2r
m—1n— 3 n—r)— ‘I’i— F:] j‘
51 ﬂ S ) s )
*§
Yk
n—1n-1 a2(:s—r)—l¢k aer
0
+k=0 = ax’""lay"" (xD! J’) axraj!' (x()’y) dy +
Yk
¥y
n—1lm-1n-1 2n—r)—1,k
3 1 2(n—r)—1 &
s é o
T kgﬂ Sgl rgO-S [ ax'l_"—lay"_’ (xs' y) - n—r—1 in—lr (xs’ y) ] X
4 dx dy
82’f
, X axrayr (x“y) dy =
k+1
fni—1n—1} 2(,,_,)__] &
S i NP
k=0 r= H—r—1 = ) s————
l v U;k 3"~ 63’" ? gl Bx'ayr (A’M! y) dy .
nil g-—1 J'?H" 7
; 9
g 2 (__1)]5 P 62"+9‘f'-1
k=0 j=0 At (xos -\——.i
;k 8! y) ax"+?“.‘f"1ayn (xﬂl y) dy +
n—Im—1g—1 Irgy "
i) 3
TEE -y |2 olg! ¥
k=0 i=1 /= — (% y) =% ante—j—1
J LUad o) = —(a, ) [ LTS (o gy dy+
' Y o ax"'*'Q'-_J-"'lax” L
H~1g-1 Yot . ! s
+ —ni\ Yen
kgﬂ Jgﬂ ( W —-e_n,‘l (xm’y) 9nte—j~y
(¥, x PO e
- ¥ . 3:“+Q‘J-]ay;| (xm: y) dy +
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Nous donnons dans ce travail, une application importante de la for-
mule (22) qui nous ménera a la représentation de la différence divisée d'une
fonction de deux variables par une intégrale double.

Dans un autre travail nous ferons d’autres applications de la formule (22).

§ 2. Probléme aux limites.

5. Ia formule (22) nous conduit a traiter un probleme aux limites que
nous présentons de la maniere suivante.

Nous cherchons a déterminer les fonctions ¢* (¥, ¥), par les équations
aux dérivées partielles

) 32"\;/? (f:o, i ...,m)
(Hl‘;) _"A_u= k=0, 1,...,'”/

et par des conditons aux limites choisies de maniére que les coefficients de
flxo, ¥) et de f(x,, y) dans les intégrales

J'L;:—l 62"—14)’(;
a0 e Y %, 9) 85,
N i (x0,) f(x0,5) dy
e
Ye+1
2n—1,k 2n—1yk
8 ! 8 Ys—
{20 ) - Tt ) | )
. _B,v"- ay" ax ay .
Ik ‘
soient nuls pour & = 01 ....n—lets=1,2,...,m— 1; ensuite que

les coefficients de f(x, _';r(,) et de f(x, v, dans les intégrales

Fit1

a2n—1*('] d
13
S ax"ay" ! (%,50) fx,¥0) 4%,
*q
¥y 2 N
a2yt o2 1yt ] ,

A I i i,

S [W (x;yt) ax”ay""l ( :yt) f( ,y;)

*

soient nuls pour i=0,1, .00, M — lett=1,2, ..
les coefficients de f(xs, ¥
i=0,1,...,n— 1L

., n — 1, tandis que
) soient constants, pour s = 0,1,...,m — let
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Nous poserons donc les conditions aux limli'tes suivantes
4% 0 E=0,1
24 g A W L B
8231—14’75 82" lq"_;—l (k = 0) 1: s — 1
5 Sl — = (%) =0
(23) Bx”ulaj’" (xsxy) 3" ]a u( y) g = 1‘ 2,- , M — 1)
azﬂ—l‘bg
(26) W_—l(x,yo)zo (1=O, I, .y M — 1)
521yt L 1 =0, 1 m — 1
27 . e . A
( ) Bx"ay"_l( 'y‘) dx ay”_l (x y’) 0 (t = 1, 2, vey, N— 1)
Nous poserons aussi
62(""1)¢g
(28) vy (%, o) = Co
az(n—l)q’o 2(n—1),0
209 —_ T 8 Ys—1
=) 8x""1gym 1 (45, 30) — 3" Ta i1 (% ¥0) = C§ =12, ...,m—1)
3n—1)t 2n—1), 1
(30 M . 1 & bo )
) axn—layn—l (x(l) yl) W(xo, y,) = Cé (t p— 1' 2' - 11.——1)
(31) 2y g
axu-—layﬂ—l s.J!) = W (xs, y,) +
gan=1)t—1
L 2n—1y,¢—
_a-—'lT_n%(xs;yg)-— . )q,’sl ! S=1;2:---:m—1
a0 dy P ey (xs: %l=C
8x" gy = 1,2,..., n—1

ouCpours—Ol ,m——lett—-Ol
Plus loin par ¢’ autr.es

s é uat' s
aux limites (24) — amations aux derjyg

(32) sy}
W=C3+C?+...+Co+
+C0+Cl+ 1
w0
-
pour i = 0, |, +C°+C1+...+Cf,

--;m"—letk__.__ol ) l
ey N — .

+» # — 1 sont mn constantes

31) on démontye ;SJ PRt (23) et des EEIATR

-
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La démonstration se fait de la maniére suivante,

Nous avons d’abord 1'équation aux dérivées partielles

21,0
ER
ax"ay"

et les conditions aux limites (24), (26), (28)

en prenant £ = 0 et 7 = 0, qui
montrent gue

2n—-1),0
(33) e M e

ax" a1

et par suite nous avons démontré que I'équation (32) est exacte pour i=k=0.
Considérons maintenant 1'équation aux dérivées partielles

alnvl
ax"ay"
ct les conditions aux limites (23), correspondant 4 s = 7, & = 0 (26) et (29)

correspondant 4 s =7, ot ¢ = 1,2, ..., m — 1, Ces conditions aux limi-
tes sont

2n—1, 2n—1,0
a° a 4’; 1
x y —res e x'l
axu 16 (13) axﬂ ]ayn(‘y)
2n—1,
é V;
— (x, ¥o) =0
ax" ay
2(n—1
52(m— 1)¢(ll 52r— )%_

0
PYCE PR (xi’yo) — axﬂ—layﬂ 1 + s
En tenant compte de 1’équation (33) on démontre par la méthode de 1l'in-
duction compléte que mnous avons

2(n—1),0 0
¢ - %1 = Cg+ E1 ¥ v 04
ax" ey

ce qui prouve que l’équation (32) est exacte pour k=0et¢=0,1,...,

" _C{)nmdérons aussi l'équation aux dérivées partielles
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s imite orrespondant & ¢ = 0, £ = k et (30
et Jes conditions aux Lm/ics i, e ?-, n 1_ 1. Ces conditions aux limiz

correspondant & ¢ = kot k=1, 2 s

tes sont
an—1,k
"y
axn—]ayn (2’01 y) =0
2n—1,k 62""]¢*"l i
8 % y
o iy B | .
6:"6_\"'"1 (x'yk) 6.1'”6_1;"_1 ( :y).)
Bz(n—l)q}k 82(7:—])¢g_1
0

T (o 3) = =T (%0, 7) + Co

8" oy

En tenant compte de 1'équation (33), on démontre par la méthode de

I'induction compléte que nous avons
¥ =gk 0 1 -

Pt Cot Co+ ... +Co
cl:e qui prouve que l'équation (32) est exacte pour ¢ =0 et k=0,
8
; _Ih‘reste( _n;;in(tenant a démontrer que si I'équation (32) est exacte pour
es indices (i, k), (1 + 1, &), (7, & + 1) elle est aussi ex indices
G+1, k4 1), ) exacte pour les indi

Pour cela, nous intégrons I'équation aux dérivées partielles

azu k41

4’t'+1 _
a.‘\f’”ay" it ]

avec les conditions aux
supérieur étant k 4 |,

étant 741 et (31
écrire

2lFimites (25) correspondant & s = ¢ 4+ 1, 1'indice
) (27) corresponc}ant a t=~Fk <4 1, I'indice inférieur
cortespondant 4 s =441, f=% 4 1 qu'on peut

2n-1) 1241
a 'bi'il a2n—]q’k.+l
1

T Wi y) = »
PP (#i41, 9) -—‘a_.my—ﬂ (#irn, 3) =0

aM=1yk+1
— T ( 62"“14,k
9"yt 1 W Yigy) =210

62(ﬂ—l)¢k+1
il Un—=1) 4k y1
m (x;+1,yk+1) - f__iiwf_
ax"_lay"—l (x‘+1:yk+1) o

62("“1)|k
o '_n‘—'Ti‘—~ (x; a2n-1) &
84" 1T Wiy, yk+1) + ————i’:‘i -
84" gy -1 (x,-ﬂ, Ye+1) + Cita

Y
-

St
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Pour la derniére condition, on peut écrire d’aprés 1'équation (32) exacte

pour les indices (i, &+ 1), (¢, k), (1 + 1, &)

n—1 .“—n-_~1 (xi+1;yk+1) =

SO O O AL = (Co+ o+ €Y+ Cok Gl Gl

£ EL e Y ey B el s B B G0 B o Bt
T e R R
L O —(Ch O CYHCH i G,

c’est a dire

a2(ﬂ—l)|k+1

1 0
—5;:'%{—;' (x5+1,yk+1) = Cg + C(I) + e + Ci+l +

+C+Cl 4 o+ Cin+
++

k+1

b G B s R B

Il résulte alors immédiatement que

2("—1)!k_+1 0
Ll . TR T

3" Yo" !
+C4CH ...+ Clat
Ly gassawen: 8T

k1

. 5 it + cil4 ...+ Cin

, = o — t
. prouve que 1’équation (32) est exacte pour ? 0.1, ,m—1le
k

=0,1,...,n —1.

3 déterminer les fonctions ¢f (x, ) en ajoutant

i Ons - » - » -
s N want s aux limites pour ’intégration des équations aux

des nouvelles conditions
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o i ; a la formule fondamentale (22) yq
érivées partielles (32). En revenant 1L 4 | -
Shzli‘sissm?s les conditions aux limites de maniere que dans les intégraleg

Ye41

g2n=n1=1gh a¥f »
) W (%0, %) ——6x'ay' (x0, y) Ay
Yk

o 5 ;
les coefficients de — (%, ¥) soient nuls pour r =1, 2, ..
9y

o — 1 et
k=0,1,...,n—1.

Ensuite nous voulons que dans les intégrales

Ye+1 Sl ,
n—r)— fn—r)—1,k
s ) — et )
) a1 Ve Y 3" T gt For 9) m;?r("-“” 2
Yk

iy ™ :
les coefficients de / 7 (%, ) soient nuls pour » = 1, 2
dx dy : ’ ,

= “ ey N == 1l
k=0,1,...n— 1, ets = b2 mev, Bs= 1,
Nous poserons donc
2(n—r)—1 4
34) - Pkl ] (%0, ) = 0 o= da D womy =1
axn—r-la n—y \"V0» y) - '
y k=0,1,...,n—1
2(n—r)—
Bs) T (i i i L as g Bl
Ty ) = S ) =0 [k=0,1,...,n— 1]
1, 2, .59y ”t:—_l
De la méme manis '
L I'e nous isi oy
dans les intégrales Choisissons les conditions aux limites telles queé
Tigg
S 32(“”“4}.‘ 2r
e (%, y) 2
2 85" 5,711 (%, ¥) 7oy ('x,.yo) dx

les coefficients de o

avay & i
i=0,1, - 33y Yo) Solent nyls Par y=1,2 ..., n — 1 et
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Ensuite nous' voulons que danus les intégrales
Yt
. Digg—p)—
\ g2n—r) ll:’: az(n—r)—lqai-—l a’lrf ;
— Tt Py B W g il . .
. axntrayn—rul (t')f) exrn_rayn—r—]_ (“’:yt) ax,ay, (;";yi) ax
"l:
o ¥y
les cocfficients de-——-=— (x,5,) soient nuls pour » =1, 2, ..., n—1,
ax"ay"
1=0,1, ...,m—1lett=129..,n—1,
Nous poserons done
gxn=rI=1y0 ' r=12, ..., 0 — 1)
\ 1
: —_— (g =) .
(?b) ax""'ay""““( yﬂ) 1 =0,1, ..., m—1
I — r= 1,2 ius, 6 — 1
D—y)— 2n—r)y— -_
amn—r) lv.";' 8 .’1,‘ "
= ' R R . L = t=0,1, ..., m—1
(37) o Tay T (%, ¥1) axn—-layﬂ—v—-l(x’y‘) 0 ’

b= 1,8 iy —1

Ensuite nous choisissons dans la formule f011da111e112ta1e (22) des con-

o . 3”f ;
ditions aux limites de maniére que les coefficients des——-—, (%, ;) soient
nulspourr =1,2, ..., 2 — lets=0,1,...,m —1,¢t =0, 1., cin, n—1,

Nous poserons donc

2(n—r—1),0 ’
e = = £ i 1
(38) ﬁ_,_la n—r—1 (xO! yo) = 0 (r 11 21 £ 1 n )
ax y
62("—'—1)0,'0 32‘”_’-1)0{?_] 0 r=1, 2,. i o ,'n—l
(39) s : (‘: yﬁ) & n—r—1g, n—r—1 (x“y()) = s=12 m—1
—yy— —r—1 \"'8? ax__ y ‘ iy ]
95" T Llay "
—r=Tj~t = v, n—1
62("_'_1)¢E, ( ) S2n—r 1),;,:) (20,99 _0 ¥ :) Z, 3 1)
(40) ————== (%0 W) — a—r—1g p—r—1V70 B B
—r= = o ax ay
axﬂ r 1ayﬁ r
) om—r—1)4¢
o(n—r—1) ¢ 8 UMY
) %y R S——C N €D I o
(41) 5"——:1?37':’:—1 (“'s» yt) axu—-r—layﬂ—r-l
r=1,2,...;n—1
—r—1)i—1
gm—r—1)gt—1 v §2n—r )4’;

=1 (., S T Ak, y)=0|s=1,2,...,m—1
+ —,,—7—1—;5;—'1(1;.3’.) axu—-r-—layn—f—l( oY) 2
dx "3y
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Nous verrons que toutes les fonctions dg’f (%, y) sont _b.ien détermingeg
par les équations aux dérivées partielles (32) et les conditions aux limiteg
34)—(41). - .

(34) Efl tinant compte de toutes les conditions aux limites (34)—(41), la for-
mule fondamentale (22) devient

m=1n—1

) Qo dxay="%, % C4f (50 3) —

oiis axmay" i=0 k=0
b

n—=1 2(n—r—1),0
] U1 8
N EOW (%ns Yo) 8+ 8y" (%, yo) +
n—1n-1 2(n—r=1)11¢ 2n=r=1), =1 B
8 ll’m—]. 8 ‘ m=1 ﬂhf
=5 lgl '5-‘l='0 [_ Bx"—’_lay"_'—l (A'"“y‘) o+ axn-—y—layn—r—l ("'"“ )’n) o 3y (xlm yt) =

n—1 aZ(n—r—l)q)r[;—l

3 f=OW (xo’ y") T T (xm yn) J.‘

m—1n—1 2(m—r—1) y n—1 2(n—r— -
3 ‘p F) (n—r 1)|ll 1
+ s=—1 . _ ‘I’s n f e .
Y ¥ Tl (%, n) __u—ax""-lay"-'—l("” V) oy (x5, ) +

s=1r=0
n—1 ~2(n—r—1 ~1
F) )';:l;—l ( ) 2rf
= Bx"_'_layn_'_l Yms y”) ax 3y’ (;%"” y") -
i1
m—1n—~1 62(11—1)—1 =1
_ i a¥f
ar ayn—r-l. (x-' y”)

ax"ay"

1=0r=0 ../ (x: yn) dx =

L
x

m—1 a."f
71 aymr (xm’ y) ;Fy' (x,,,, y) dy -

n—1n—1 S 62("-')_1¢k .

n—1q—1 5 -
- Z(—l)ig a—]?.kﬂ(x g L
o0 0 m(%,y) dy +

n—=1m—1q—1 Vi1

+5X ¥ (—1)”5 [it:—_l i plgh ]

k=0 s=] j=0 T Sy a2ll+q—j—1
i dx ( s y) — (xs.y) f

L P P (%, y) @y +

¥
n—1g—1 k+1

. ik
HERE) T ey
;7); - X ;’-’_"T'F'_J:l_@; (x:m y) dy

it Suivre)
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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE
par
MAREK KUCZMA

A Krakéw

Introduction. 1. équation fonctionnelle
13! gla(x)] — glx) = ¢(%),

olt g(x) estla fonction inconnue et afx) et o(x) sont des fonctions données,
est une généralisation de l'équation d’Abel [1]

gla(x)] — glx) = ¢,

et de 1’équation

gx + 1) — glx) = log »

utilisée par M. E. ARTIN [4] pour une caractérisation de la fonctmr}‘l‘(x)
d’Euler,painsi que des équations analogues (voir [2], (3], [12], [13]). L ’équa-
tion (1) a été le sujet des travaux de nombreux auteurs ((51, (91, [15], [16],
[17], [18]). Cette équation et quelques autres équations fonctmnn?lles.ana-
logu’es, possédent des applications dans divers domaines de mathématiques

et de physique.

I’équation (1), de méme que celle plus générale

(2) gle(x)] = @[z, g)],

née, posséde beaucoup de propriétés anélogues a
ntielles ordinaires du premier ordre (voir [6]5
s il y a aussi des différences. Une de celles-ci

oit @ est une fonction _dqn
celles des équations dlfferg
(7], [8])). A coté des analogie




