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ot les formes différentielles placées sous les intégrales sont des différen.
tielles exactes, conformément aux relations (18), (19), dans lesquelles on
aCi=0 (t1=1, ...,n—1). Soit maintenant I'équation (15) écrite soys
la forme ‘

(22) dw = A + Bw 4 Cu?.
Si w, est une solution particuliére de cette équation, on pourra la
_ réduire 4 la forme (20), par la substitution
1
(23) . ~ W= wl —iy
w
et par conséquent sa résolution compléte exige deux quadratures.

Si I'on connait deux solutions particuliéres w,, w, de 1'équation (22),
on en déduit la formule

n—1
—w (wy—104)- C.du;
wow, _ CeS B

W— Wy

2

(24)

C étant une constante arbitraire ; donc la résolution compléte exige une
seule quadrature.

Enfin, si I'on connait trois solutions de I'équation (22), on aura
= w—w W, —tw
(25) ; . ——: 22— = constant,

W—1y, Wy— 1w,

relation qui exprime que le rapport anharmonique de quatre solutions
est constant, ce qui revient 4 dire que la solution générale de 1’équation
(22) 'CO'IltIEIIt la constante arbitraire sous forme homographique.
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LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE
D'UNE FONCIION DE DEUX VARIABLES PAR UNE
INTEGRALE DOUBLE (SUITE)"
par

D. V. IONESCU
2 Cluj

7. Nous allons déterminer les fonctions ¢ par les équations aux dérivées

partielles (32) et les conditions aux limites (34)—(41). Nous procéderons par

62("-2) l:‘ ] 52("“3)!‘[)? o
étapes en calculant d’abord =y ensmte7%—,.‘—_-5(-9}]’1—_3 e s et ainsi de
suite.

Nous avons
g2n—2) % 5 ) ] :
(43) LONRES [Cg (x — %) + C?(x —x)+ ...+ G (x—2:)] (¥ —30) +

axu—-‘ldyn—Z e

+ [Ca(x — %) + Cifx — m) + ... + Cils—2)] (y —21) +
Doy o omsis b4 B 3 E L E TS T w P

4 [Ch(x— %) + CHx — %) + ... +Ci(x— 2)] (¥ — ¥)-

Ia démonstration se fait de la maniére suivante.

Pour i =0, % =0, nous devons intégrer l'équation aux dérivées

partielles
Nl W
—9 . p— = Lo
ax 8y " Zayl 2

—

*) voir Mathematica 3(26), 1, 57—179 (1961).
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avec les conditions aux limites B ot k= 0,7r=1,(36) o =0,r=1
et (38), c'est-a-dire

az(n—.".)"!.'o ) ’ 3 az(;.—z)¢o
: (—5———%) (%0, 3) =0, ;;(;:TMT_OE (%, y0) = 0

_87 xﬂ—2ayn—
52(n=2) g0
0 -
. orays 2 =0
Nous aurons
2(n—2) ;0 -
Fl (n )q”O

—=C (% — %) (¥ — ¥0)

44 —_—
(44) 8" 2ay"~

ce qui prouve que l'équation (43) est exacte pour 2 =k = 0.

Considérons maintenant l'équation aux dérivées partielles (32) corres-
pondant 4 2 = 0, que nous écrivons sous la forme

2(n—2),0
a2 CRal
ax);—-2ayn—2

(45 )=d+ﬁ+.“+d

axdy

et:. les conditions aux _limites correspondantes, A savoir la condition (33)
onr=1,k=0,s=74, la condition (36) ot » = 1 et la condition (39) ott
r=1, s =1, c’est-3-dire :

" ( aE(n—2)¢(‘!

e o ( ) __ 9 32(”—2)4‘?-1
) (1 9) =2

) (3.

dy ay axn—-zeyn—-z
. 2(n—2),0
(46) 2 (2T =0
: 8x \ 84" %942 » Yol =
2(n—2),0
2 o 32(11—2)4’;}_1

SRt (¥ Jo) = %+, o)

ax"_zé‘y"_2

J

Nous voulons démontrer que
2(n~2) 0

8%n=2y

47) — ¥ _ _ o,
) 3" "2 T [Co (x = =g) 4-C? (—2) ...+ C; (x — %i)] (ylyo)

Cette équation meid
! est e : : fneice
avec 1'équation (44) eete it = ), parceque dans ce cas gl A ouf

Vindice ; — o Supposons alors ue 1’équati est exacte ? S
.. 1 et démontrong qu’elle o:-_-s‘f1 encoreqlelracat:(i:g ;()i?:)r 1’indice ?- Last
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ces conditions nous devons intégrer 1'équation aux dérivées partielles (45)
avec les conditions aux limites (46) qu’on peut écrire sous la forme

a 62(::* 2) ‘?
( =7 ?T) (&, y) = & (vi—xg) + el (s — 2)+. .. 3£, (¥i—xi_,)

8y —67 “03

y 3 a‘l(n—z) |?

& )=
82("_2)4)? '
ax" a2 (x5, o) = 0

Iin intégrant nous avons

a:!(n“E)qJ? 0 0 0 ‘
w;;—_"'za};’_‘jf = [C) (x—x¢)+Ci (x—2))+. . . +C; (x—x)] (y—y0o)+ 4 (%) + B(y)

oit A(x) et B(y) sont deux fonctions a déterminer par les conditions aux
limites (48). Les deux premiéres conditions (48) montrent que

A'(x) =0, B'(y) =0

et la troisieme montre que la somme A(x) + B(y) qui est une constante, est
nulle, d’on il résulte l’équation (47).
L’équation (43) est donc démontrée pour k = 0 et quel que soit I'indice 7.
Considérons maintenant 1’équation aux dérivées partielles (32) corres-
pondant a i = 0, que nous écrivons sous la forme

a® %yl 0 1 X
(49) axay(axn—-2axn—2) == CO —*_ C0+ + CO

que nous devons intcgrer avec les conditions aux limites (34) ot 7 = 1, (87)
onr=1,i=0,t=F%k 4)or=1,1¢t= k, c’'est-a-dire

2(n—2)  k ) 4
3 (_6___%__) (%, %) = 0

ay axﬂ-zayu——‘..’,
: - 2(n—2) y k—1
: o (Y () = (i) )
(DO) '; axu—zayu—z » Yk — ax axn-zayu—z ’

62(::—2)4‘,&'. ‘ G20n—2k—1
+ Yo

W (;‘:01 y") = 62’"—25}1”_2 (xo' -“pk)
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Démontrons que 'intégrale de 1’équation aux dérivées partielles (49) avec
les conditions aux limites (50) est :

N

: 2(n—2) 1k
B) = G (=2 +
| G- (v — ) +
By oy 25 o

Cette équation est exacte pour £ = 0, parceque dans ce cas elle coincide
avec 1'équation (44). Pour démontrer que 1'équation (51) est exacte quel que
soit I'indice %, nous employons la méthode de I'induction compléte. Suppo-
_ sons que I'équation (51) est exacte pour l’indice k—1, et démontrons-

la pour I'indice k. Pour cela nous devons intégrer 1’équation aux dérivées

partielles (49) avec les conditions aux limites (50), que nous pouvons écrire
sous la forme ;

2(n—2) &
9 8 Yo
;;( 34" 2ay" 2 (%0, 5) = 0

- 3 82(11—2)4% ]
(52) ";( PP PN ) (#, ¥} =Co (y—y4)+Co (Ye—y1) +. .. o= (yk-yk_l)
s2n=2)y}
;x,TaynO_—z (%o, y4) = 0.

En intégrant, nous aurons
a2in—2) &

3?%ﬁ5=@—WKH%WJHMyw¢L“+qW_Mn+Mm+BM'

01‘1 A‘ H by » . P
limitg) (g';) nge)s Sgnt deux fonctions 4 déterminer par les conditions aux

€ux premiéres conditions (52) montrent que

A’(x) = 0’ Bl(y) = 0.
condIi;:?o?I?;zl; eAs(tx)n$1£ (31’)1 ers’t dlc';nc1une constante qui d’aprés la troisieme
. : . esulte 1'équation (51 ;
A q (51). .
Ilu::;tl “quation (43) est exacte pour § = 0 et quel que soit 1'indice k.
les indices.e (???)nte(? antlﬁ %émo_ntrer que si I'équation (43) est exacte Po.m:
dices (5 4 1, & _]l_ 1). » R), (4, k4 1) elle est encore exacte pour les

/
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Pour cela nous intégrons I’équation aux dérivées partielles (32) corres-
pondant aux indices (z + 1, & 4- 1)

2(n—2) 1 k
o3 (e
ox 3y 8+ 232

)=d+CHau+Ch+
+ Co+ Cl+ ... +Clu+
o g w by B R E e e
+ G Y L+ Gl

avec les conditions aux limites (35) ot » = 1, ’indice supérieur est 2 4+ 1
ets =1+ 1, (37) ot »r = ], 'indice inférieurest ¢ + 1l et ¢t = £k 4 1, (41),
our=1,s=1+4+1, t =k + 1, c’est-a-dire

2n—2) 1 k-1 2(n—2) k41
BAY (xir1, 9) “"a—( s )(”' y)
ay \ 8x" 23472 R ay \ 82" Zay" 2 _H—l'
2(n—2) k+1 2(n—2), %k
2 ———‘a - )%L (%, Yes1) =i(—'—‘a i )%“ ) (*, Ya+1)
8x \ ax" "9y 2 b ax \ 82" 2ay" 2 ;

54)
( g2n=2gh+1 62(n~2)¢?+1

i1 5
. — irt, _
—ax"_2ay”“2 (x;+1.,'}’kv+1) ax"—?ay"—? ( i+1 yk+1)

o 2) 1k
§2n—2) g2nt lq,i“

Y
_——— (% ey e T k1)
; Bx"‘zayn—z ( i1y _'}’h+1) G 3" 2ay" 3 ( i+ 1. Vet ;

En tenant compte des hypotheses faites, les conditions aux limites (54),
peuvent s’écrire sous la forme

n—2

2(n—2) k+1
a ( CRl
ay\ 8x""2ay

)(x.-+ 1’ y)’-’cg("iﬂ"—xo) +Ci (Fip—x)+ - +C; (x;+1¥x;)+

+ Co(%iy1—%o) +Ci Figr—%)+ - - f+C‘¥ (#®ip1—2)+

+ Cot' (®ig1—%0) +CTH (#ig1—%1) o O (i — %),
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~

aE(n—2)¢ﬁ+-"—l

(55) %(axﬂ-%ﬂ"l’)(x’ yerd) = €0+ CL A+ oo+ i) (Vrer — 30) +
+ €+ Cit oo+ Cis) (e — 30 +
«

+ €+ CH+ o+ Ch) (i — 20,

2(n—2) k41
RSk

Py (Fig 1 Vrr1)=

=[Cofig1—%0)+Cl(Xig 1— 1)+ - . . +Ciliy 1—“7;')] (¥re1— o)+
+[Ctl)(xiﬂ_xo)+C}(x-'+1_371)‘|' .. -+C-l'(xi+ 1—2)] (Yrs1—21)+

+ [Cg(x"+1_x0)+C’l:(xf+1_x1)+ o +C}:(3\'u+1—3‘!)] (}'k+ 1'_3”‘)'

L'intégrale de 1'équation aux dérivées partielles (53) avec les conditions
aux limites (55) est

§2n—2) ki1
T141

gt [Co (x — x) + C (#—2) +...+ Clyy (x—2iyy)] (¥ — Yo T

F [Colw—x)) + Clwr — x;) +.. .4 Clyy(x — 20,)] (y — 30 +
+ ... .., +

7

k v
+ [CeH (x—xo) + Cit'e—z) +..0 4+ Chtl(x—ripq)] (y—yrsn) T

/

+ A(x) + B

: I A . N
2:113 (é?) e;fxg e deux, fonctions 4 déterminer. Les deux premieres conditt
A(z) + B(y) ;’::":n;lue A% =0, B'(y) = 0, ce qui veut dire que la sommé

‘ € constante. La dernidre condition (55) montre que cette

; . a

~1
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8. En général nous avons

. aﬂ(n—r) 1%
(56) i
axvz—rayn—r

.

1
= i {LCoE—%a) ™ o+ Y (=212 ot CF (=) ) (=)

+ [Co(x—%o) ™" + Ci (x—2xy) "t . . .+ C} (5—x)=1] (y—y,)r1
0 s e rrDow YRS GE DR  ow o m e y
+ [Co (3 —20) "1 + C} {x—%,)=1 +. ..+ Ch{x—x) =1 (y—y) 2.

Cette équation est exacte pour # = 2, parceque dans ce cas elle coincide
avec l'équation (43) que nous avons demontrée au nr. 7.

Pour démontrer qu’elie est exacte pour r = 3,4, ..., 2 — 1, # nous
appliquons la méthode de I'induction compléte. Nous supposons que 1'équa-
tion (56) est exacte pour l'indice 7, ot 7 est un nombre quelconque 2, 3, ...,
n — 1 et nous démontrerons qu’elle est aussi exacte pour I'indice » + 1.

Cela revient a intégrer 1’équation aux dérivées partielles (56) dont le
premier membre peut s’écrire sous la forme

a2(n—r)¢:z 52 a2(n—r—1)¢? )
— 3
61’"—'_16)'"_'_1

ax!l—'ayﬂ—’ ax ay

avec les conditions aux limites correspondantes que mnous preciserons

plus loin. . .
1°. Pour i = k = 0, nous avons 2 intégrer 1’équation aux dérivées par-

tielles

2(n—r—1) 0 r— r—
2 (2 ‘”"_1)=—;1 G — w2 Yy~
P PE e T ‘

avec les conditions aux limites (34), (36), (38) c’est-a-dire

az(u—r—-l) 4,3
() ) = 0.
ay

axn-—r—la},”-"‘l

9 (__32(:_’—_1)%)_-) (3, ,')’0) = 0.

P ax,,_,— 1ayu—r—-1

2(n—r—1) 10
a8 “PO 5 (xo’ yo) = 0

ax"—'—lay”—'—
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En intégrant, on trouve
2(n—r—1) 4,0
— 8 Yo - 1 0 . r ) r
(OI) axu—r—layﬂ—-r-—l =i (?‘!)"' CU (x xU) (y yﬂ) )

ce qui prouve que 1’équation (56) est exacte lorsqu 'on remplace 7 par 7 4 1

eti=%k=0.

9° TFaisons maintenant, dans l’équation aux dérivées partielles (56)
k = 0. Nous aurons & intégrer 1’équation

(58)

dx dy

a2 ( 62(11—1—1] ¢? )

ax"“."lay”“"l

" [Cox — x4 Cllx — ) Gl — )] (2 — yo)

T -

avec les conditions aux limites (35), oit 2 = 0, (36) et (39) ot s=1, cest-

a-dire

3 az(n—f—l) ¢?
oy

(59) _ i(

- dx

2(n—r—1) , 0
? 10

a2(»—r—1)
axu-—r—layn—r—l) (x' yO) = 0

2(n=—r-—1) ,0
. . a9 ¥y
axn—r—layn—r-—-l) (%, y) = a_y (W (xi, y)

0
5

§2(w—r—1) 40
1

———— & o =
8T g pmr=1 (xn _‘}'o) — W (x;, yo).

est

2(n—r—1) ,0
gein—r )¢,

Démontrons que 1'intégrale de l'équation (58) avec les conditions (59)

60) — 7 _ 1 "
(60) 3T gy =1 (N [Co (s—zxy) +-C? (x—x,)" 4+ ...+ Ci(x—2)] (y—o)

(ry

Pour i = 0 1'équatio
avec I'équation (57()1. PouI; (22)

ue soit 1'indi
q indice ¢, nous acceptons 1'équation (60) pour 1’indice et o

démontrerons qu’elle et e

est exacte, parceque dans ce cas elle €O
montrer que I’équation (60) est exa

xacte aussi pour 1'indjce i+ 1. Cela &Y

incide

cte qu€

ous
jent @
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(I:ntedgi?r 16‘:_((];1.1211210'11 (38) oit l'on remplace I'indice & par 7 - 1, avec les
ouditions (59) oi1'on remplace I'indice ¢ par i41. Ces conditions deviennent

2(n—r—1} 4,0
3 ( e biy1

a_y' axn-—r—layn—r—l

} (%igr, y) =

1

o 0
- r!(;’-—-l_)—!— [Co(x"+1 - xo)’ & C(l)(xi-i-)_ == xl)' 4+ ...+ C?(xi+1 s x.)’](y “'yo)'_l

2(n—r—1) 10
(61) R Vi) 0
éx 61"—’_16)'"—!—1 x'y0)= .

2(n—r—1) 10

8 Y9l

1 (x"+11 .')’0) = 0.

axn—l-—layn—r—

et nous aurouns

2(n—r—1) 4,0
aul )¢i+l _

ax"—'—lay"_’—l

1

T

[Cox — %0)" + Cl(x — 21) + . . . 4 Cla(w—2514.1) Uy —20) + 4 (x)+ B(3),

ot A(x) et B(y) sont des fonctions A déterminer par les équations (61). Les
deux premiéres conditions (61) montrent que A’(x) = 0, B’(y) = 0 et par suite
la somme A(x) 4 B(y) est une constante qui est nulle d’apres la troisi¢me
condition (61). Nous aurons donc :

gin—r=ligd | i 0 0 » . 0 -
=—>I[Co(» — %) +Ci(x—2x) 4. ..+ Cia (¥ — %1)"] (¥ —0)"

axu—-r—layn—r—-l (r !)_

ce qui prouve que l’équatibn (60) est exacte quel que soit 1'indice g
1’équation (56) est donc exacte lorsqu’on remplace # par  + 1 et l'on
fait £ = 0, quel que soit l'indice 2.
39 Faisons dans l'équation aux dérivées partielles
aurons & intégrer 1’équation

(56), 1 = 0. Nous

P ( 62(”_'_1’¢g )_
(6% 8 8y \85" " ay" "

U (g — 2y CS(y —yo) H Coly —y) ™+t Co(y—yn',
(r—1)11 (
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avec les conditions aux limites (34), (37)
c'est 4 dire _

o(n—r=1) 1k
8(3 q’ol](xo’y):O.

6{ 62("—’-—1)353

W axn—r-layn—r—l

" (62(1|—r—-]) q}g—-l

0 =2

ox

(65)‘ ) (%, 1)

ax""—lay"_’_ 1
az(n—r—l) 4)?)—1

a2(n—r—1) ¢k ’
! (%o, yk) = W (%o, yn)-

axu—r—-layn—r—l

Démontrons que 1'intégrale de I'équation (62) avec les conditions (63)
est :

g2n=r—1) q)g ) 1

) i oy

(w—%0)" [CO{y—0) +Co (y—y2)+ - - - +Coly—2)]

Pour & = 0 1'équation (64) est exacte parceque dans ce cas elle coincide
avec l'équation (57). Pour démontrer que l’équation (64) est exacte quel
que Soit I'indice %, nous acceptons 1’équation (64) pour l’indice % et mous
démontrerons qu’elle est exacte aussi pour I'indice £ 4+ 1. Cela revient 2
intégrer 1'équation (62) oit I'on remplace I’indice % par & + 1, avec les cou
ditions (63) ot I'on remplace I'indice & par £ + 1. Ces conditions sont alors

P 82(11—!—1) ¢g+l 4 _
ax’“"lay""“l (xﬁl y) = 0

dy
’ 2(n~r—1) 1k+1
(65) 0 il . il O _
- Bx axn—r—layn—r—-l (x’yk-l-l)—

Y]

= oo 5 T G ks — 90 4+ C(9hgy —s) A+ - - o A ColYr ™
32n—r-1) ¢§+1

e, | _
ax" I 1gym—r—1 (%o, Yet1) = 0.

En intégrant nous aurons

a2n=r=1) yk+1
e
,a;ﬂ"f—lay”—'_l me—

g o Coly=y) + L O (y g1 HAET

ot =0,t=rFket (40) ottt = f
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oit A(x) et _{3( y) sont des fonctions 4 déterminer par les conditions (65). Les
deux premieres conditions (65) montrent que A'(x) =0, B(y) =0 o qui
veut dire que la somme A(x) + B(y) est une constante, qui d’apréslla troi--
sitme condition (65) est nulle. Nous aurons donc

a2(n ~r—1) q)")xl 1

a1 = s () (G (y=yo) +Ch(y—y )+ - -+ C y =i, ],

(1)
ce qui prouve que l'équation (64) est exacte quel que soit I'indice A.
Il résulte que I'équation (56) est exacte lorsqu’oh remplace # par » 4 1
et 'on fait 7 =0, quel que soit l'indice k.

4°. Il nous reste a démontrer que si I'équation (56) est exacte lorsqu’on
remplace » par » + 1 et pour les indices (¢, k), (4 + 1, &), (¢, & + 1), elle
est aussi exacte pour les indices (¢ 4+ 1, £ + 1). Pour cela nous devons inté-
grer 1'équation aux dérivées partielles,

- 2(n—r—1) y k41
az ( 8 4’;'.;.1 )__ﬂ

66
( ) dx 8y axu—r—layn-—l—l,

LA s xo) T Ol — ) o+ Chal— 2y (=90 T

= I el |
+ [Co{x—xe) =t + Ci(x—2xy) "1+ ... + C}-!-l(x_’-'éi;i-l)'—]] (y—y)? +

VX

J[CE (= mo)1 CiF ()1 Gl i — i 1) (=02

avec leé conditions aux limites (835) olt 1'indice supérieur est k41 et
i + 1, (37) oit I'indice inférieur est z + lett=Fk+ 1, (41) outs = 1+.1_'

s =
= k 4 1, c’est-a-dire ; .
—r=1) 3. k+1
2(n—r—1) jk+1 3 a2(ﬂ 4 4’
8 ; :
= '—H—__—_V‘-F—ll) (Fip1: ¥) = —— | ;== pr1 (%41, )
ay \a""""1lay"™7 i sy \as"~"" 8y
) 2(n—r—1) 3%
2n—r—1) g E+1 _ g 8 o
d 4
i ‘ 4)-‘-::11 (x’yk+1)=a— axn—r—la n—r—1 (x’yk+1)
ax \8s""""1ay" x y
67
( ) ’ F2n—7-1) 4,’%1-% g2n—r=1) ¢?+| (x y,h+1) B
- ] = =y Vit
.ax”_,._layn._y—]_ (x‘+1’ yk+1) axn—»f—layn r—1

—_— %
82(" r—1) ¢£+l

a(n—r—1) % :

F] ¢y e Ve41)-
2 —p— —r—1

h—‘_f??r’—_le?:"ﬁ(x'+1'y"+l) R

ax

4 — Mathematica
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D’aprés les hypothéses faites, nous avons

az(u—r-—l) 4|!+1
i L O (r— o) + Cilx — %)+ O (= X ] (y—yr 4

LD . o
a7 lay" 1 (r])?

+ [Co(x — %)’ +Cl(" —%) +-.. +Ci (x—xi)7] (y—y)+

pUn—r—1) ok

Yi
Wm—ﬁ:{[Co #—%o) +Cx F—2) + ...+ Cl(x—x) ] {y—y +
+ [CHr—2x0) + Cl(x—2,)" + ... +Ci(x —x)Hy—y)
By s p o s rE ey AW HE T ¢ * 0 B +
+[Ch(x—2g) + C (5—2y) 4. . .+ C (x — %) ] (y —3))
52--—1-—1) ,[
Raliifile. ' TS
T = (O =2+ Cllo—) . 4 Clr—isa)] =30
* [C"»(x—xo)'+61(x—x1)f+. A Chalr =iy ) (20
e e s 4w ‘ .
k r
+ O+ C r— ). . - Ch ot =) 2
d’o il résylte o
forme Que les conditions aux limites (67) peuvent s'écrire sous 1
8 (a%-r-l) it
= i+1
dy -a?:'“-lTjuT:l) (%igy, 3) =

f](r 1)1{[C (x‘+1 —x ) + C )’_1+
0

W=t gy — 2107

+[C‘l’(x'+)."x

¢ o +C) e

+.o.. ('VH 1—X )'+ + C (1.+1 )r] (y — yl) +
e, | g R .

+[C* l(qu—xn)r_i_ctﬂ( )r’l);

Ko
4 31)'-1._.__I_C§+I(x'_+1___x'_)r] (y.—-yH—l

- olt A(x) et B(y) sont des fonctio

243
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§2n—r—1) pr+1
(68) : ( it

ox W) {#®, Yoy1) =

- y—___!(r—l)! {(Co(x—20)~ 1468 (x——xl)r L s ol x'+1)r 1N (Yrpr—Yo)'+

+ [Cé(x—xo)'—l-l-()}(x——xl)'-l-{- e Cla(—%i ) ") (Prea—21) +

-}—[Cﬁ(x—xo)'—l+c'} (x—%,) ...+ Cipi(x—%ig1) ] (Yep1—0)"}

62( n—r— 1)4}’!-{—}
L (Xigrs Yre1) =

T l)ﬂ<[c° (xiy1—%0) +C1 xip1—%1)+ - A CH i 1— )] (Yrr1—Yo) T

S [C (ig g —Fo) i — %)+ T Cl@igr— )W Prer—30)"

+[Cg(xi-+l—xo)'+C};(xi+1’_"x1)'+ o CHig—%)] (Yap1 =0

avec les conditions (68), nous aurons

En intégrant 1’équation (66)

—p—1) (k+1
g2 N

axn—r-—layu—"‘l
0 e V(¥ — Vo)t
=#{[C3(x—xo)'+ Clw— )+ - + Chua = 1)1V yO).

RE b 3 __,+c’,‘+}(x_—x.+1)](y—ykﬂ)')
e el + A(%)+B)

) ‘ les conditions (68). Les
ns a déterminer pzlxr) B o = e

deux premitres conditions (68) montrent que 4
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est une coustante. Ia troisiéme condition (68) montre

suite A(x)+ B(y)
Zl‘:eecetgce) cousgnte est nulle. Nous avons donc

—r—1) gh+1
gl

N o
axn—r—layu—-!—l.

(_t);{[cg(x —xo)’ -|-C(1)(x —xl)f + .. +C?4 l(x — Xy 1)’] (y_yo)'—}-

5 0 [Ccll (x — %)’ +C}l(x — %) +.. A Cinalr — xig )] (y —22) +

O =gy + O =) - A ORI — i) ] (=)D,
ce qui montre que 1'équation (56) est exacte lorsque 7 est remplacé par7 + 1
et quels que soient 7 et &.

1’équation (56) est donc tout A fait générale. En faisant » = #, nous
avons -, : ; ‘
) W) =

b1 {[Cg( *xo)"‘l—FC?(fv—xl)"‘l?i-.‘. ) _‘_i_cg(x__xl_)n—l] (y__yo)n—l_*_

[{n—1)172

H[CHr—xo)" 1 Cllw—y)*= 1k . . . 4-Cov—a)*= 1] (y—32)"

+[C§ x—.xo)?'—1+Cf(x_x1)1;.~1_l_.. .. _I_Cf (x—x,-)""l] (y ___yk)n—-l}_

9. 81 m=mn, no = ‘apre .
que nous avons us avons ¢ = O et d’aprés les formules (21) il xS

70
(70) 9% (%, ) = Ui (v, 9)
Mais si m > #, nous détermi
conditions aux limites.
dans les intégrales

nerons les fonctions ¢ (x, y) par des nouvelles

s - e
Nous choisissons ces conditions de maniere qu

ik

,S 6790 (x gnte—j-1

5/ ax" 0.3 m(%:y) ay,
2

an,k :

s—1 a’q)k 2 : i
. N;_(xsny) — ? x 8 JH_q_Jnlf
4 e a4 (., 3) M(xuy) dy

]5 LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE - ‘)45
le (42) 1 ffici i s S
de la formule (42) les coefficients de S T T T (%5, ) soient nuls pour

k=0,1,....,20.—1, 7=0,1,...,¢g—1 et s§=1,2, ..., m—1cest-
-a-dire .

aj(pg j=0,1,...,q——1)
& o oy} = (k=0,1,...,n—1
: . | i=01,....,9—1

algk algh ¢
(72) C,P_“,- (%) ¥) — :',-'(xs,y)= (ic=0.1,---,n—1)
- * RPN -

La détermination des fonctions ¢* (¥, y) se raméne a I'intégration des
équations aux dérivées partielles (21)

1:=0,1, ,m——l

k

=(-‘1)’-'l,-(x,y) (]‘3:0,1,...,%—1)

X
3]

(73) i

oit les fonctions ¢ (¥, ¥) sont données par les formules (69), en tenant compte

des conditions aux limites (71) et (72). '
1°. Dans 1'équation aux dérivées partielles (73)
aurons i intégrer 1'équation

prenons i+ = 0. Nous

: k n—
Moo U et [Chy—ya) Tt HCa ) T Coly—ya"™"]
88 =" 0 .

i ent
avec les contditions (71). Nous aurons successivem

=14 .4 Coly—ya ]

Tl 0 (e Ch(y—yol Ol

gt nl(n—1)!

-2 11 .+ Chy—yn" ]
. (x—xo)"“[Cﬁ(y—yo)"f”r@')(y—yl) 14 ..+ Coly—n)

a,9—2 =1y Tt L e

et Chly — 3 e
Co(y — 7]

v Py P e (L Bt

- (ntq—1)! (n—1)! J

c’est-a-dire ‘ '
(1! w14 Chly—y) T

(s %)™ [Cg (y'-yO)
m—1)! (n—1)!

(74) 9h(x, 3)= + Gy — ]
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9° (Considérons maintenant les équations aux dérivées partielles

o
88 [(n— 1)1

FChr—rp) - Cilx—%y)" M- - +Cilr—x)* = (y—yy) "1+

([CY =) 4 Cha—x)" 1 - Clr—2)" ] (y—)" 2+

(7%) Lo 5w 5l N s i E YRR L BB B NN E T el

| +[Cz(x—xo)n—1+c’:(x—x1)u_—1+. A ClHa— )1 (y —ya) 1Y,

que nous devons intégrer avec les conditions aux limites (72) o1 s = 1.
Nous allons démontrer que la fonction ¢? (%, y) est donnée par la formule

(76) et , % (%, 9) =

i Wl

= D1t {[Calx— o) 14 Chla—x, )14 . A CHr— i) (y—y0)" '+

+[C(13(x_xn)’"—1+C§(x—x1)”'_]+ — —{—Ci(x_xi)m-l:] (y'__')’;[)"_]"{‘
Foof i wvow s A ke m s | c o m b B e wE

+[Cﬁ(x—xo)”"l-{—C'{(x—xl)’”"‘—}-. - _l_Cf_(x__x'.)m—l] (y._yk)n-—1>

- Cette formule est exacte pour ¢ = 0, parceque dans ce cas elle coincide
avec la formule (74). Pour démontrer qu’elle est exacte pour 4 = 1,2, -+

m—1, supposons qu’elle est exacte pour une valeurde s =0, 1, 2, . .- i
et démontrons — la pour la valear 4 =1,

Nous avons a intégrer I’équation aux dérivées partielles

(77) aqq;fH =
949
_ (-

n—1)172 {[Cg(x—xo)n—l_i.c‘l)(x-—xl)n——1+ ) +C?+1(Z—X5+1)7'—1] (y__yo)n-—1+

n—1
FCb—a* 14 Cllr—sy 1 4Gl pm g ) 090 T
;o ¥

.
--------

, -
e N R P S YO U
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247
avec les conditions aux limites

aj??+1 g
. (*ir1, 9) =‘?("i+1, ¥)

(7=0,1,...,9~1)
c’est-a-dire

algh
(78) b L0

(=17
a;; (x'-+1, y) )

- m—7j—1)! (n—1)!
X {[Cg(x.-+1—x0)m~i~1+ C?(x;_}_l_xl)m—j—l_'__'_+Cg(x',+1_x')m—-j—1](y___yo)n-1+

+[Col®i .y — %)™~ =14 C:(x"—l—l_xl)m-j_]_*_' . .—|—C,’-(x,—,,l—x;)""f—l](y—yl)"71+

+Co{xiy 1 — %) I Ci(mi gy —20) "I Cly y— )~ D (y—y)* T,
pour j=0,1,...,9 — 1.

En intégrant 1'équation (77), une fois, nous avons

8719},
a1
= ((ﬁl):)|{[Cg(x—xo)"‘l’C?(x—xl)”"{‘ ‘e +C?+l(x—xi+1)”](y_yo)"_1+
nl(n—1)!

+[C:)(x_xo)"+cl(x_x1)"+ oo FCHAE—Zig )y —y:)

—|—[C§(x—x0)"+ C’;(x—’ﬁ)" 4ot C?H(x—x-‘ﬂ)"](3""3’*)"-1} + B(y)

ot B(y) est une fonction a déterminer par la condition (78) correspon-

dant 4 § = ¢ — 1. On trouve B(y) = 0. De la méme maniére on trouve
1 = — 1,
aqu'?f-}-l - (—1)?
A1 (1)l (n—1)!
(G — )i Cla— )3 - Clralr— s I =30
0
- \n i n—1
L [CYx—%o) 1 Cllr—2)" AClalr—# )" (="
0

............ +
T L T : , 8
[Chx xo)"+1+C‘{(x—x1)"+1+...+C?+1(x—xs+;) ] (y—y)"
0 T A




%
|
|
|
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|
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et ainsi de suite jusqu’a

(=17

k o BCS o
QH_] (x; y) N ("z__.])! (13—1)]

X{[Coa—xg)" - Cilx—x )" .. .+ Clrslr—aiy 1)"'“i] (="

+{Co(x_x )m ]_I_C (x x )m 1_|_ 141(3_‘“-{- )m—l](y -9, )n—] {*‘
HICor— 2" Cilx—x) "1 . oA Chi (=214 )] (Y —90)" ).

Cette formule étant identique A la formule (76) ot ’on remplace ¢ par

4+ 1, montre que la formule (76) est tout 3 fait générale.

10. Les fonctions o (x, ) sont ainsi bien déterminédes. Iin considérant
k
les constantes C;, ot 1 =0,1, ..., m — I, 2=0,1,

, 1 — 1 comme
données la formule (42) dev1ent

R | +ny m—1n—1
(/9) 'SJS q) (x; y) Bx"'aj" dxdy Z E C fﬁq, _yl\ o
n—1 aZ(n—r—l) 1,0 ’
=3 9"1—1 Z'f
2o Tgy (*m> ¥o) W (%, Vo) +

A=lmn=1 2n—_r—1) ¢
a \ 2n—r—1) ; {—1
+3 % [ . g Ys 8%
= x e FIED 2] (x =%
= url T Iay” r—1 ( "o yt) + ax"_’—lay"_’_l (x,,,, y,) o 3y (ﬁ'mn y!)

n—=1 2(n-r—1 2
8 )k'g’(; k 2r

a
—
1=082" """ 1gyn—r—1 (xo:_')’u) m? (x(,, Ya) +

5 2' 2 s—1 g¥n—r-1) ‘P’i‘—l

et [ §Hr=r=1) ooy
=L e (e ST . a¥f
s=1 r=0 [ 2" gyn—T=1 Vs yn) aa.)"_'_'lay"".“l (xs; _’y") ;L'_a)? (xs, yu) +

n=1 S2n—r—1y \ y_ '
F:] =1
+% \!’:L a¥s

= Oaxﬂ—l—la n—r—1 ( ﬂl’y") —;;( "y yu)'_l'

it

o mil nil'S 62(1|—r)~1 4)’-’“ |

4 s oy l__ asz
i=0 r=( v 32"~"gym—r =1 ( yn) ;——( yﬂ) dx__
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24
=1 n—1 " 2n )
— )- 3 \ E,*‘_a dr’m—l (’\' 62rf ;
k=0 r- U,. ("’\" yas }" * "mly) ax'ayf (x’"’.’}l)dy+

ne=1g=—1

— " Gi@:‘n_ ' gm—n—j-1 ‘
-+ A-E }_I ("7 ])l \ "'*'_“]‘ (1‘,,“ J') _"—""”“‘f" ("/‘m’ _',V) dy

0 j=o . 8.!'] 6.1."""]_"18)'”

Iin ajoutant de nouvelles constantes

2(n=1) 40
8 )q)n—l

0
Cow = — PPN (s ¥o),

62111 =1) 4t ., 62(111-1) 4)'1:1 :
C!’u = T ‘—'—l'l" (-Tuu _‘.’r) _JI" '—'_—_—“I' (xml yl) (l_—‘l, 2:' .. Jn_-])

5t gyl gy

a2in— 1),:—1
(80) Ch = — ——— (¥, )

axﬂ-- .la}n-l

a‘z{u—]) ‘!#”-l (ﬂ~l)¢n—l

ey s . A | =1,2,...,m—1
Cs = W ("'5; _yn) l_ ax "_15 n—1 (X-"y') (S )

n~—1

2(n—=1) 4
8 Yr—1
n
C,,, = W (x,,,, yn)’

nous chercherons a déterminer toutes ces constantes Cron i = =0,1,...,m
et =01, ..., n de maniere que dans les intégrales
=0, .

”-ran r— 1

»‘- g2n—n—1 =1
\ it ( yn) ( yﬂ) i

Vi1 82(”_’)—14’ 62’f . P
e (x y) —— (xmr y) s
el v ax 9y
o ax" ] ay" ? :
Vg

i k mtn—j— 1
' Pu—1 (. T a
S m]- (x,.-..}’) 5 ”"'1_]83" ( m: ) yn
. .
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o 23 i s pour 7 =1,2 —~
les coefficients de 5—,?(%, y,) soient nuls pour 7 5 By sy T 1 et
A 2r ;
w ~ 8 ;
i=0,1, ..., m —1; les coefficients de #7 (%m, y) soient nuls pour
x oy

mtn—ji—1
r=1,2,...,n—1letk=0, 1,...,n—1;1escoefficientsdeWaJ_,{(xm 9)
soient nuls pour 1 =0,1,...,¢—1 e £k=0,1,..., n —1.

Dans les intégrales précédentes les coefficients de f(x, 3),,), Sf(#., ) sont

62(”-11 y 62"_](@*
i % . 1]
nuls, parceque Wétant constantes, les dérivées partielles PRI =1
¥ ik
a?n—] k
-T‘ sont nulles.
ax" lay”

Nous poserons donc les conditions suivantes

» £ [62(n—r-1)¢ :3-1)_ g (r =1, 2, , n— 1)

) o lorTayt) B0 =001 m—
¥n—r-1) q}k r=1,2, ..., — 1

89 _6_ m—1 _ A !

( ) dy (azn-r—iayn—r—l) (x"" y) =0 (k = 0, ) , H — 1)
‘ gk =0 1 — 1

83 Oty JUE S L )

(83) P (%m, ¥) =0 (k =0,1, ,n — 1

D’aprés les équations (69) nous avons

) (g

oy (Fg}n_—_l) (%m, ¥) =

1 0

"K"“U! {[Co(xm—x‘))'_l_Cg(x"'_xl)r-l_ Eg +C21-1(xm'_xm-1)r] (y;yO)’_1+

+[C(l;(xm—x0)'+C:(xm__x1)r_|_ G +C11n—l(xm—xm—-l)'] (y—yl)"—l—lp
Td v s o h 5 emw st e o s T

i B
T2+ Clltn—r) .. Ch i (— ) (=9

et d'aprés les €quations (76) nous avons

dgk
el (s ) = (=™
0%’ (m—f—1)l(n— 1)1
—i . n—1
G A o AR e (O T M

Front i B =)™ 7 (y—yl)"‘l"'

X{[Cg(x,,,~xo)’""f“1+c?(
+ [C(l)(xm_xo)

 [Colr g1y o

PRI L CE ()™ (7 — )
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En écrivant que les conditions aux limites (82) et (83) sont vérifides
pour & =0, nous avons pour # = 1,2, ..., n —letj=0,1, .. g—1
les équations oA

Cg(-v,,.-—xo) +C?(x,,.—x1) =+ 5 am +Cgl-~l(xm_xm—1) =0‘
(84) Colem—r0)® +Cltm—22)* ...+ (fp—p,) =0,
Cg(xm_xa)’""‘+C‘,‘(xm—xl)""l-{- — +Cga-—l(xm_xm-1)m~_1=0' -

g 0 0
pour déterminer Cp, Ci, . ..., Coy-

En écrivant que les conditions aux limites (82) et (83) sont vérifiées
pour k = 1, et tenant compte des équations (84), nous avons les équations

C(I}(xm‘—xo) —f—C:(x,,,—-xI) T +C:n—l(xm_xm—1) =0,
(85) Co(x,—2%0)? +Ci(xm—1)" +.. '‘*‘Cvl"hl(xm_":m—l)2 =0,

Co(Xm—2%0)" 1+ Cl(%—%1)" 2+ . . .+ Coumi (Fm—2m—y)" =0,
pour déterminer Cg, Ci, ..., Ch_.
En général, nous avons les équations ‘
Chxm—2%0) +Ci(%a—2%) +.- A i(F— L) =0,
Ch(xm—%0)2 +Ci(Fm—2%1)® +.. A Cot(Em—2tm_1)® =0,
CHm— 14 Cltm— )" -+ Chmim— 1) =0,
., Ct_y pour k=0, 1, ...,n—1.

pour déterminer &t Bl o
D’autre part, d’apreés les équations (69) nous avons

2(n—r—1) yn—I
2 ¥ _
8 (__————‘—-——1) (x; yn) .

ax \8x" " layt "

. ([Cg(y..—yo)’+ C(l)(y»_yﬂ"l' — Ca_l(y,.—y,.__ V] (x—xo) 1

s +[Cg(y»"'y0)’+ci(yn_y1)'+ e +C'x'#’(yr.-y..-1)'] (x—2,) 2+
........ +
Koy piw o B RA §B LY REEEE
x—x) 1)
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En écrivant que les c0nd1t10ns aux limites (81) sont vérifiées pour 7 = 0,
nous avons pour 7 = 1,2, ...,n — 1 les équations

A Cg()’n—yo) -l—C(])(y,,—y]) Fovet C" l(y" —Vu- 1) = 0;
Cg()’u—;\’n)g +Cll)(yn—y]) + +C” 1(".’,,‘_’)’,,__1)2 :()J
Cg()’»—}’o)"‘l-l-Cf)(y,..—yl)""+ . C"_l( .',i—_y”_l)"—l =0,

. . 0 1 -1
pour déterminer Co, Cy, ..., Co .
En général, nous avons les équations

=y +CHIy) A A O (i) =0,

(88) Cilya—ya) +Ciy=p1* 4.0 +C (= puen)? =0,

..................

C?(yn-_‘)’o)"“]—l—C:'(,’)’n_yl)"“]‘{‘ LN 'i_ C?-l(yn—yft-— 1)"-—] IO'

pour déterminer C}, C}, ..., Ci™', pour {=0,1

,mo— 1.
Si les constantes Cg, )

.., Ch_y vérifient les équations (8G) pour
2r
B==0,1, ...;m—1, Tes costlictents du 2o
"848y
sont nuls pour r =1,2, ..., 9% — 1.
En effet, nous avons

-~

(¥, ¥,) dans la formule (79)

2n—r—1) y n—1
8 L!)m—l
ax"_'—la_y”—'—l (xm: yn) =
1 0

= o {[Co (Fm—xo)r+C° (®—2x,)+. . ,+C?"_l(

—%in_1)"] (¥ _”yO)r +.

7_+[C¢11 (xm—xo)'-i—C} (xm_xl)r_|____+cm_l( X1 1)](3,"___};) +
SRE S TR e L+
T 2+ Ol AT T )] (0 — Yaed) I

~ e

r )2 C (¥s—yo)y+C} (yn“yl)’-i—...—l-C(’,'_l( — Y1) (o — xo)’+
+[C3 (¥n—yo)+C] (Ya—y,)+.

O (gamypa)] (0 — F)
............... . +

Cm- —_—
+[ l(y" yO) +C’"_1(y"__y1) Feus +Cm—-l(yn_yn 1) ]( __x'"—l)’}

et le second membre est nul ¢’ apres les ¢ €quationg s(88),pourr=1,2, ..- ’n;‘l

22
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De méme on vérifie aisément que les coefficients de
2r 2r
8 a¥y
arra‘,( m yO) ax ay,( m;yl) (£=1:2:"-|n_1)

Tr

f —
o 6'( 0 n) ",('s»yu) (5—1,2,...,.1}‘1«—-1)

dans la formule (79) sont nuls pour r = 1,2, ..., n — 1.
Il résulte alors que la formule (79) se réduit 4

" 'ﬂ+" m n
(89) \g D (v, y) 5 fu dxdy = E 2_(,]6 S (%, ya)
v 0’ b i=0k=

b

et il nous reste 4 démontrer que le second membre de cette formule est la
différence divisée d’ordre (m, n), de la fonction f(x, y) sur les noeuds (x;, y)
oiz=0,1,...,metk=0,1, ..., n.

" ol e :
11. D’apres les équations (32), on peut écrire les équations (80) sous
la forme

[Cg +C? +"+C1—1+Cw =O‘
¢ +C +...4+Cua+Cu =0,
(90) .................
it O e Cal + G y=0,
cd +C 4+ ...+C+C =0,
¢ +C 4. FCTHCE =0,
(91) ---------------------
m—l + Cm—l + + C:;::} + C;:l—l = O;
0
(92) C:,:g = Cg +C(l)+ e +Cm—l.

+ Cl(l) +Cl+ +Cm-—l

+ OO 4O
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En ajoutant toutes les équations (90) membre & membre, on voit que
'équation (92) peut s'écrire sous la forme

(93) By 4 Bl s s S YL EL =1

De méme en ajoutant toutes les équations (91) membre 4 membre, on
voit que l'équation (92) peut s’écrire sous la forme

(94) Co+Ci+ ... +Coui+C = 0.
. Donc on peut ajouter aux équations (90), 1'équation (94) et on peut

ajouter aux équations (91), 1'équation (93).

Nous pouvons donc ecrire les équations

Cg+c(l)+ see +Cgl-l+c?n=0:

1 1 1 1
(95) C0+C!+ e +Cm—l +Cm— O:

Co+Ci+ ... +C::._1+c::,=o, '
et les équations ' L

CG+Ct...4+C +Ch =0,
N £ - o Rn Co

-------

CotCht ... +C7 4 Cx=0.

Aux équations (88) valableé ; ' jouter
F : ) pourz =0,1, ..., m — 1 on peut ajou
le systéme dq équations (88), correspondant i 7 = m, #

En effet, multiplions les deux membres de la premiére équation (90) paf

‘(53(’1';1;%’321', (gg) la seconde équation (90) par (Y — ¥, ..., de la derniere
membre, Ep tIe)ZZ( »—¥n_1)’ €t ajoutons toutes ces équations membIe

nt compte des équations (87) nous obtenons 1'équatior

C?n(y,.-—y.)'+C' Y
0 w(Yn — Y+ + Cﬁ,"(y,. s yn—l), =0

Pourr=1,2,.,_,n__1

D 3 :
onc le systame (88) est valable pour 1 =0, 1, ..., m.

o
<t
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. De méme aux équations (86) valables our k£ = —
ajouter le systéme d'équatic(ms) (86) corrIe)spondantOJz‘;.l}e;. ;z?t o L
En effet, multiplions les deux membres de la premiére équation (91)
par (x.,,, — %,)’, de la seconde équation (91) par (x,, — x,), ... de la derniére
équation (&31) par (x,, — %,_;)" et ajoutons toutes ces équations membre 3
membre. En tenant compte des €quations (86), nous obtenons I'équation

Cg(xm - xo)' + C'l‘(xm =5 x]), + L + C::l—l(xm e xml—l), = O
pour » = 1,2, ..., n — 1.

Done le systénie d'équation (86) est valable pour % = 0, | Oyt
Considérons maintenant le systéme d’équations (86) et ajoutons-lui
'équation.

Co+Cl+...+Cho i+ Ch=0

On peut alors écrire ce systéme sous la forme
L]

¢ R I8 2 =0
(97) Coxp +Ci%y +...+Chsm =0 =01, s

Coxg ™ +Cial ™+ ...+ Caan' =0
De méme considérons lesystéme d’équations (88) et ajoutons-lui 1'équz;Ition
Ci+Ci+ ...+ C' =0,
On peut alors écrire ce systéme sous la forme
¢ +C  +...4+C =0
Clyy +Ciys +...+Cy =0
98) ((=01,.

---------
-----
P ]

n—1

Cyi + Ciyt 4+ CE T = 0.

On tire du éystéme (97)

ch Ci S
(99) m = T (—I)i V(xo, Xy oo ¥i—yps Xidegs +o %2 A’m)
k
& C"" = Ar
(=1)m V(% %11+ - - Xy—1)

oit les A, sont des constantes
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On déduit des équations (99) que
C? = (_—I)' 1:'7(‘1'-0" xl.’ cos iy Figy, il ,tm) ho

- (100) €} == ("‘l)i Vixg, %15 <+ 5 Fie1s Figr » -+ Km) Ay

5 e (—1)‘ V{x,, lxl, ¢ iy By B w5 w3 Bond i

. s 0 1 . . - 4o uk 3 T
En écrivant que les C7, Ci, ..., Ci ainsi déterminés, vérifient les sys-
temes (98) on trouve que Ag, Ay, ..., A, satisfont aux équations

Ao + A Loaen i By =0
(101) }tu yo + ;\.1 .yl : + LI + )\ﬂ yﬂ = O
b T b e b B e

et par suite

__—:“(]“— Bl - g i )‘k
VO Yo ) (1) Py * o = =
}. 1 2 ‘. ” » ‘ ( ) (30-3’1»—-';3’1,__1-3’];_]_1. ----:l'”)
) enntdey s b omodnraal enaild e fis
= _.')‘” = %
3 > (-——])ﬂ V(_yol j’l""i'-yﬂ-—l)‘ I i

oll A est une constante. tstal el ayor suaders ao odbr]

Nous avons donc

M==AY (0, Vs ey S, Yorns o 90

Le probleme qu : e ‘
e nous traitons é s k :
le facteur A, en - tons étant homogene en C¥ nous pouvons fixer

) RS
Viz
(%, Hppoens ) Pl sunaitl )

I1 résulte que

(102) C’i = i+k Viz, 2 ; ) !
i = (—1 0 X, Ry W Lt
(=1 "—*W—;‘l__ﬂ‘inl Vi Figp sowse o Vi J’k+1-""7")
4'0. x].- e #m) . V(yo % y”)
: 1 LR
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et par suite la formule (89) devient
103 L i
(103) O(x, y) dxdy =
oA ax”I ayﬂ %
D
m n . | 4 Heovionsey By i
E - )|+k oo ¥po oo B g i oo %) V(g 900 g Meggoeeen ) Fi 58

= = Vg #y, .0, 0 %) Vivg 30 -+ 009, 5

ou bien d’aprés la formule (9)

» p—— - mitn
(104) I:Alo’ xl: ’ A‘m ;f] — SS(D (x‘ y) _._.I..dxdy_
YorY1» « -2 Yn e &

Ainsi nous avons mis la différence divisée d’ordre (m, n) de 1a fonction

f(x, ¥) sur les noeuds (%, ), ot ¢ =0,1,...,m et k=0,1,..., % sous

la forme d'une intégrale double oit la fonction @(x, ), coincide dans chaque
rectangle D} avec la fonction ¢%(x, y) donnée par la formule (76), les
constantes Cf étant données par les formules (102).

En appliquant la méme méthode, on démontre que dans le
cas # =1, m > 1, nous avons la formule (103) oi le déterminant.
V(Ya, ¥1s « -« s Yoo1s Ver1s o -+ + Yn) €St remplacé par 1. Nous avons aussi la

formule (104), ot les fonctions 9} (z, y) sont données par les formules (76)

oli 'on remplace » par 1. { s la
De méme on démontre que dans le cas 7 = 1, n = 1 nous avon

: _ ;
formule (103), ol les déterminants V (%o, %1y - -+ » Fe-1 Fid 1o - e Xp) €
(%0, v, ( . )yk_l Whpgs.e ooi e sont remplacés par 1. La formule (104)

devient dans ce cas
[xo, %y f] _ SS . at:ﬁ;'y dxdy.
Yor Y1 D

avec
i 1
. —___—___________—-
(P() Lassl (11 _ xo) (yl "yo)

Ck de la différence

icients i
peflinle 1 de ces coefficients.

r les ¢
Sit e calcu

i remarqué =
12. Nous fajsons une q tique pour L

divisée (102), qui donne un moyen P

5 — Mathematica
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Considérons pour cela les développements
1 A A A”l
=0 4+ -1 4 ...+
F—ax) x—m)...x—2,) *—3% xr—=x P
1 B B B”
=2 4L 4 ...+ ,
=y 0—y) .. v=3) -9 y—y y—3,
On sait que
A, = (— 1)1"+i V(xol g xi_l' T xm)

V(xo, Hppeee, 7,)

V(J',:V.---,y_,y sreay g
Bk= (_l)n+k 0’71 k-1 Yk "
V(¥ Pyr e v0 09,

2

d'otr il résulte d’aprés la formule (102) que

(105) Cf - (__1)111+lein.
Une conclusion impo:tante de ces formules est que les seconds membres

des équations (32) que nous désignons par Qf ne sont pas nuls. En effet
d’aprés les formules (105) nous avons

(106) Qi = (=1)"*"(4y+ 4, + ... + 4) (By+ B, + ... + By

et nous avons démontré (1] que

C0™et+ i+ 14y 50, (- "By + B,+ ...+ By >0,

d'oit il résulte que Q£0etale signe de (—1)"+*,

§- 4 Etude de 12 fonetion @(x, ) dans le reetangle D

G e | Sél::ontrer que la fonction @ (x,y) de
s gq) » k )(‘,1) dans le rectangle D, ouvert. Nous
Pour cela noys démont »Y) sannule sur les cotés de co rectangle.
face z = ¢ (4 9) par 1 nirerons que pour chaque section faite dans la suf-
: € plan y = const. 1o fonction ® (x, y) a le signe de

(=1)"" dans I'inter
valle "
oHx, ) considérées Comlé;‘o:dﬁgg).ficgsiogsevggs donc étudier les fonctions
.

la formule (104) a 1
Savons que la foncet
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. I k . .

Prenons donc les fonctions ¢f(x, y) attachées aux rectangles D} compris

entre les droites y = y;, y = Yryq et considérons y = const. Daus ce cas les
¢; (%, ¥) sont des fonctions de x et nous poserons

(107) %(%) = ol(x, ¥)
pour : = 0,1, ..., m — 1,

Nous remarquons d’abord que les fonctions %, (%), vérifient les condi-
tions suivantes

(108) Lol¥o) = 0, yo(x0) =0, ..., yf"=3(xp) = 0

72(0n) = (1), 1(x0) = sp(xa), - oo 2P E) = A2 (xy)

..........................

109 ‘ ’
( ) Zm_[(xm—-l) == Z,,,_g(xm—l): xm—l (xm—l) = x,,,_z(xtrl—l):
cos 2 Em 1) = 30 (Fy)

110 9 () =0, x;”_l(x,.i) =0, ..., i_f"l"_“l'-’)(x,,,) = ()
m -1

En effet, d’aprés les formules (76) nous avons

. _ (— l)m-n Cn s n—1 g Cl y—y )u—l + bt +
/'ﬂ(x) B (m—l)!(n—l)![ O(J yo) 0( i

+ Cily — 3)" '] (6 — =)

d'olt il résulte les conditions (108).

m=—1

& 3 ous avons
D’autre part, d’aprés les mémes formules, n

("K) — (— l)m—u {[Cg(x _ xo),,|_1+C(lJ(x_x1)»x—l N S C?(x—x,-)""l 4
Xj41¥ (m—1)1 (n—1)!

Gl — )™ (=30

L s icr ] m—1
+[Chr — 2"+ Cllr—2)" - Cila—2)" T
+ Cialr — ga)" =)

. m=—1
+[Cw — m)" " Cllw—x)" T -+ CilE )"
+ Cipa(® — g™ ] 9 — 3" J
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d’ott il résulte que

xj+l(xj+1)'= %(%i+1)» X,'-_,.l(xjﬂ) = X}(xjﬂ)v co T (X)) = 2%, 4 4)
pourj =, L, by M= 2, ce qui veut dire que les conditions (109) sont
vérifiées.

Enfin nous avons

N (__ l)m—n

B ) - ————
(m—1)! (n—1)!

X{[Cg(x—-xo)m-l + C?(X— 3;1)’n—] + 3 ey + C?’l—l(x_foi—l)”‘_l] (_’)’ - yu)”_[ +
+[Colo—20)™ + Cllr—2)" ™ + .. 4 Ch(t =2 )" (7 — 3)" ™ +
_I_.

k ”—
HCole—2) "+ Clle—2)™ 4 L 4 G =) (y — 3™

et I'on voit d’apre 3 i
on vol aprés 'Ie‘s €quations (86) que les conditions (110) sont vérifiées.
; e méme considérons les fonctions <Pf"(x
D; compris entre les droites r=ux;

ce cas les o (x, y) sont des fonction

»¥) attachées aux rectangles
% =Xy et prenons x = const. Dans
s de y et nous poserons

(111) Bi(y) = P, ¥)

Les foncti Srifi
onctions Ox(y) vérifient les conditions suivantes

(112) B0(%0) = 0, By(ye) =0, ... 052 (y,) = 0

P S e g 5 B

0, x :
l(yﬂ-l) = en—z(yn-—l): Gn_l (y”_l) ey 26;_2(3/"_1) .

S (n—2)
O () = 0 (3_y)

(114) (] 3
m=1(¥2) =0, 6;_,(y) = o
1ym) =0, .. . 95}_12)(3,") sl

31 LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE 261

En effet, d’aprés les formules (76), nous pouvons écrire

s
(m—1)!{n—1)1

Ou(y) =

Gy — o)™+ Coly — )" o Coly — )" ] (x4

+Clly =)™+ Clly — 3" A Cily =) T =) +

D’aprés ces formules, les conditions (112) et (113), sont évidentes. Les
conditions (114) sont les conséquences des équations (88).

Pour démontrer que les fonctions y,(x) ont le signe de (—1)»~* dans les
intervalles (xi, %iy,], pour s = 0,1, ..., m — 2 et que la fonction ¥, ()
a le signe de (—1)»~" dans lintervalle (%,_y, %,,) nous allons démontrer
dans les nos. suivants que les dérivées ym="(x) ne sont pas nulles dans les

intervalles respectifs.
14. 1a dérivée d’ordre m — 1 de la fonction %,(%) est

7“_m--l)(x) = L(’_lf;_;_; [(CS £ O = S PP Ch (y '—yo)"—l’l'
n—

e CY =)

+ (Cg‘l_ C’:—l“ e + C’:) (y _'yk)"—l],

ou bien d’aprés les formules (105) -
Ag+A+ - + Ai
(H=) ) = (;z—l)l - ,
= 4By (y—ya) - Bl

omme Ao+ 4, + -+ 4+ A; n’est
démontrerons que la somme

X [Bo(y"yo
1é au nr. 12, que la s
les nos. suivants nous
”"— e n—1
(116)  Ju = Byly = 30"+ Buly — )" 4 . By =) ]

est différente de zéro pour im0, 1, ussm— 16t lorsque y prend une

valeur fix nterv = — 2 ou de l'inter-
ixe de 1'i 11e (V&, ],pourk_O,l, vyny B .

vzi‘lae 1-( ; © ;; Ip:szr Z'_-—— (zk—yklleous supposons atissl que # > 1.

n—1:2 00

Nous avons rappe
pas nulle et dans
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~

Considérons la fonction rationnelle de Y

y—Y)"!
(Y —3) (Y=y,) ... (Y—3,)

et le développement en fonctions rationnelles simples

-1 : , ,
117 (y=Y)"". _ By B, B,
( ) (Y—j’o) (Y—yl) A (Y-—y") Y _.yo + + i 8 + Y — J'k +

Y——yl

o B; est le résidu relativement au pole =01 ...5
Nous avons |

n-—1

‘ Cly-w)
B. = J
7 L B ey B;(;v_— ¥5)

n=—1

et par suite %, peut s’écrire
(118) : M= By+ By + ... + B,.

Il s’agi i "
By + B;s:g.l.t : —113-1 ?Bl{lt;nazt' de démontrer que Iz somme des résidus
L coipfita] 2 lo;s Z eveloppement (117) n'est pas nulle, pour k=0,
wBily Bies B, 3 que y prend une valeur fixe de I’intervalle (Vr, Yisd)
T e S e l’llltervalle (.yn—-1; y,,) pour k=mn— L

15. Faisons 1 érati
. e indiqué
S Operations indiquées par les formules suivantes

—ypp-1
y—Y) B

¥ — 0 e et e 0.(Y)

(¥ ) (F '
0 yl)"'(Y—yn) Y_yo (Y‘-J‘l)(y—yz)--(y_yn)

(Y-yl) (Y —y e —— Qu(Y)

2)---(Y— ) Voemn
. Vn o Y—y,) (¥ormgnd e (¥ — 5)

.....
Y e e
[T -
® A
-----

== ;’T_ — Qk-{-l(y)
Y (Y__yk.;_l) (Y—-yk+2) .. _(Y—j’,,)
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olt Q,(Y), 0.(Y), ..., Qssq(Y) sont des polynomes en Y de degré n — 1,
w—2,...,7—Fk — 1 et nous avons

Qu(Y)= — B, Y"1+ ...
0,(Y) = — (Bo+ B)Y" 2+ ...
Or(Y)=— (Bo+ Bi+ ... + B)Y" ™'+ ..

En ajoutant membre i membre les équations (119), et en multipliant
ensuite par (Y — yugq) (Y — ¥ay2) - - (¥ — ¥a), nous aurons

T

(120)
(Y—yo) (Y—-Jll) S (Y_yk)
Ay B, B, ) » pe... e »
_" (7—_:3; ¥Y—», T+ owrm Y -, &4 Yig) ( }’k-l—z)---( V) Qrs1(Y)
Fn posant
_ (y—y)" !
) Sy = (Y—3,) (Y—3,) - (Y=3p)

et en faisant dans l'identité (120}, ¥ = yir, Y=Yy 000 ¥ =Ym nc.)us

aurons

Qrsr(Yes) = S(Yrs1)

ppg 0 . .00 Temewmessaun
Qrya(ym) = flyn)

‘Ces relations déterminent le polynome Quy4(Y).
En effet, en écrivant le polynome Qi 1(Y) sous la forme

Qk+1(Y) ==, I (B:)+ B’l 5 + B;)Y,I—k_l + Clyn_k—z'i‘ E¥w + Cn—k—l
les relations (122), donnent les équations

Byt Bt . BT H Gl T e A G = f(yr+1)

--------
................
.
-----

— (Bo+ Bt ..+ By Coyn T+ Cacier = S0

s coefficients — (Bo + B, 4 ...+ By, Cpeees G

pour déterminer le
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En particulier, nous aurons le premier coefficient par la formule
L Yppr o 02 S0)
1 Yypo oo Y3782 S0 10)
1 yn e y::—k-—Z f(-yn)

— (Bo+Bi+... + By) = :

n—k—2 n—k—1
1 yk+l“' k41 yk-l-l

Cgn—k—2 n—k—1
1 yk+2"' yk+2 yk-i-?.

.......

Ealy wio s peid
c’est 3 dire
(123) Bo-}-B‘l-I- —]—B;,=-_[yk+1,yk+2’ wes y 8 s

ott dans le second membre nous avons la diffé divisé ion
p 5 erence divisée de la fonction
rationnelle /(Y) donnée par la formule (121), sur les noeuds Vi1, Vogzs -+ 2 Yn

En utilisant la formule bien connue

[y;+1: Yeyo, ..., y,,;.f] = w,
(n—k—1)

oll le nombre ¥ est i s
la formule (118) compris entre yy; et y,, nous pouvons écrire d’aprés

(124) ; b f(n_k—l){?)
' : (n—k — )L

b

Nous all i m, "
N foncti(()):s} (1;;;1mtena'nt’ démontrer que la dérivée d’'ordre n — k& — 1 de
ey est c’hfferente de zéro, pour ¥ ~ ¥ Pour cela 1ot
cette dérivée sous une forme remarquabl kol
e.

16. Faisons 1a djvisi
(Y — , i vision du polynome — yyr-1 lynome
Yo) (: y1) i (Y~J’k). Nous aurong b 4. pav e P? 2

(_Yn—I=
Y= 7] Y =y) (Y —y) ... (Y — ) Q(Y) + 7(Y),

35 LA REPRESENTATION DE LA DIFFERENCE DIVISEE - 265

le degré du polynome Q(Y) étant n — &k —2 et le reste 7,(Y) étant déter-

- miné par les relations

7 (¥a) = (¥ — yo)*=1
7 (y1) = (y — y)*?

..........

7s () = (y — ya)n?

En posant
1

w (Y) = (Y"'J’o) (Y—yl) i (Y*J',@)

1nous aurons

[¥)=(y = Y 1aY) =) +n () wd)

et par suite
Jomb=n (Y) = [(Y) w(¥)) R0

En appliquant la formule de ILeibnitz, nous pouvons écrire

i=o

(126) Jo-E ) =

FEn décomposant {a fonction rationnelle w(Y) en fonctions rationelles

simples,

A, Ak

Y-y Y% s

nous avomns

k
. ¢ s Ai
w(])(Y) = (—1)-7 ]1 .go—(y._y,)”l

% y de degré &, ses dérivées d’ordre
D'aut{e s <:’tklr(1 ]) iagt ulrf I'Jc.)l._\,n;mj 2(;; ~g2 sont nulles. Il résulte
Zlc-);skq;;e nous] pc?uvons écrire la formule (126) sous la fo@e

; n—k~—1 . n—k—1 ' (n._k—l—j')(Y) (i ___AL__)
Y (- it B =™

fo-t-1 (¥) = j

j:u—ﬂk—l
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Mais
n—k—1) - _ (n—R—1)!
( j J7' (n=k—1—)!

et en ordonnant le second membre suivant les A;, nous pouvons écrire

. 7 (V) 1
(n—k=1) (Y) — k=1 n—2k—1_"*%
f ( (71 g [ ) © ()1 (l,_yl,)n—% +
oy 1
+ (—1 n—2k_* . —1yn—k-1 Y 1
(=1) (R—1)! (y_J.,-)"—zk+1+ +(=1) 7k ( )(Y_mn-k i

~

ou encore

k

fEE(Y) = (=1)r—4-T (g — p— I Y, —AE
) ( ) ( v ) EO (Y—j'i)"“k X

X [rk (¥) — Kl‘!ir’ V) + ... + (—1)'=—_("‘k[”")kr§f’(1f)].

La grande paranthése du second membre est égale 2
WY — (Y =y =7 () = (y — g1
d’aprés les formules (125).

Nous avons done

) = ')ZA (="
i=0 (Y- y,)”-"
ou encore

(n—k—
f 1) (Y) B (___I)" (ﬂ -k — 1 2 A (y: y)
ok I
En désignant par _

e gln) = =2 ‘
-k’
nous avons

Ay e g
:go (y'_ Y)’l—k I.-yl]) yIJ ey, yh; g] — g(k) ('ﬂ)’
k!

ol 7 e i
M est un nombre compris entre y, et Vi

7, RS-
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Nous avons donc démontré la formule
(128) fo ) = (- = ()
et il nous reste a calculer la dérivée d’ordre % de la fonction g(n) définie
par la formule (127). :

17. Nous pouvons écrire

[(n—Y) + (Y=y)" " _ 1
(- })u -k _Y)ﬂ-—k

gn) =
(1) v e+ B oo |

c’est-a-dire

R=t (i —1 L ST el ki 1
g(n)=j§0( J )(‘G B Z (k—!—])(YFy) (a—1) T

La derivée d'ordre % de la premiére ,,somme* étant nulle, nous avons

- n—hk—1 (ﬂ,—l) 5 )k+j[ 1 ].(k)
§ (’])': Jgﬁ k+j ( Y (‘q-—Y)H'l

Mais
1 () » R 1
[ WJ = 05T amw e

et par suite

n—k—1 19 o i
B (k4-7)1 (Fay
g = (=1" (V=" % (k+j) TS b

j=0

c'est-a-dire

e )n (n—1)! (¥—9)
7]) =  (n—k—1)! (n—Y)" j=0

=il (n-—k——l

g

ou, finalement
P (—1)! (y_.y)* (.n,__y)"-ﬁ—l'

(129) g(k) i = (= T (m—k—1)1 (n—¥)"
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En revenant aux formules (124), (128), (129) et en désignant par 7* le |

nombre qui correspond a Y dans la formule (128), nous avons

n—rk—1

. wik (#—1) (¥=9)*T*—y)
k = -"*1 e (n ] =
(130) r= (—1) (7

et par suite /i = 0, parceque nous avons
.';7‘* <M<Y= < ¥,

18. Les raisonnements précédents qui ont conduit A la formule (130)
sont valables pour £ =1,2, ..., n — 2. Mais on peut se rendre compte
facilement que pour #=0, £ =# — 1 nous avons aussi 2,20, &,_,2£0.

En effet, dans le cas & = 0, nous avons

ho = By = By(y — yo)"~?

et par suite Ay £ 0, lorsque y, < y =¥

Daxns le cas k = n — 1, nous avons d’aprés la formule (118),
hn—l = By ~+ Bi S T B::—1-

Mais dans la formule (117), nous avons

By+Bi+ ...+ B,_,+ B, =0,
et par suite
hoy= — Bl o= — ___ ly—y)"! :
In—vo)lyn—9,) ... ()‘n"J’n—l), ‘

ce qui montre que A, , =< 0-,- pour y, ; <y < Y

sar 1125 I; 1(;sr‘:sévxid_e_nt qu’on peut fai_re des sections dans la surface z = D(x, )
(%) = ¢t (& 37 = coust., ce qui nous conduit & étudier les fonctions
i %, y) comme des fonctions de y. Nousavons démontré que les

szrlll(étg?l; O(zft( 13_2 vérifient les conditions aux limjtes (112), (113) et (114).On

fonctions ek(y)r ]::nsll;:i a‘l;:;ngfﬂl?? 18, que les dérivées d’ordre n—1 des
s

Nous nous conten OTSque Y < ¥ = Pryye

tons de considé
A - n .
a1=0, c’est A dire sidérer les fonctions 0k () correspondant

] (m—1)! (n—1)1
X[Coly—yal"™ + Ch (y — g1 4.

m—].

o Chy — )™ (v — %)

~
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Pour ces fonctions nous avons

_ (._. l)m-—n-

0" (y) = (CF L 65+ on L 5 o — )™ s
(m—1)!

c’est-a-dire

=0 () = ((—mlil; Ag (Bo + B, + ... + Bi)(x — xp)"?

ct par suite 0§7"(y) 3£ 0, parceque, B, + B, + ... + By 0. |

20). Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que la fo,nctz'on
O (x, v) a le signe de (—1)="dans Iz reclangle D, ouvert. Remarquons d’abord
que la fonction @q(x, ¥) a le signe de (—1)™~" pour £, <x < %, ety < ¥y=y:
Cela résulte de la formule

( l)m il 0 m—1 n—1
0 —_——— C X — X —_ 3
Py (x, y) D)1 (i1 | 0 ( 0) (y yo)

ol nous avons
1 1
wdn m-t
Cg = (—-l) + AO‘BU = (""1) (¥g—#1) - (Ho—*m)  (o—¥1) - -~ (¥o—vn)

et par suite Co est positif.

Démontrons ensuite que la fonction P
la bande définie par

(x,y) a le signe de (—1)"~* dans

Xy < ¥ =%y, Yo <Y <Yw

our cela coupons la surface z = @ (x,y) pat ,!e plan x = const., ol1
xe (;E), %4, désiguIcJ)ns par 04(y) = ¢¥ (v, y) dans I'intervalle [vs, ¥x4,] et
ar 0(v) la fonction qui coincide avec 0,(¥), 81(%), -+ -, Os—y(y), dans les
il’ltel’V-’:{]leS [yop yl]: [yl, _'}"2]; ey [yn—lr y.n-_' . .
ILa fonction 0(y) est continue dans 1:111terva11e [¥0, ¥a] avec ses dérivées
successives jusqu’a l'ordre 7 —_2., d’aprés l_es_condltmns aux limites (113).
En plus elle satisfait aux conditions aux limites (112) et (114). o
La fonction 6(y) étant nulle pour y = ¥¢, ¥ = Vn et ayalnttillltée c\lénvge
'(y) continue dans 1’i11tewa11_e (yo,,y,,) on peut apphqperd e 1l_oxir:eme lle
Rolle, d’ott il résulte que la dérivée 0'(y) a au moins un zero dans intervalle
(y y:,). Nous alleus démontrer que ce z€ro est.' unique. N _
v En effet, en supposant que la dérivée 0'(y)ait deux zéros dans 1 intervalle
4) on déduit facilement en tenant compte des conditions aux limites
(ﬁéy” (114) et en appliquant successivement le théoréme de Rolle, que la
((léri\)zlée g=—2) (y) a n — 1 zéros dans l'intervalle (¥, Y,), que nous désignons

en ordre croissant par 7y, Mg, --» T
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Le point n, ne peut pas appartenir a I'intervalle (y,,,], parceque la
fonction 8y ~*(y) ayant une dérivée 0((,"“1’( ) continue dans I'intervalle (3, ¥,),
on peut appliquer & 0""(y) et & I'intervalle [y, 7,] le théoréme de Rolle,

d'ott il résulte que la dérivée 68)'""(y) doit s’annuler en un point de ’inter-

valle (¥,, 1,) ce qui est impossible puisque ﬁf;"”(y) # 0 sur l'int,ervalle
(¥0,,) (nr.19). On démontre de la méme maniere que le point =,_; n'appar-
tient pas a l'intervalle [y, ;, ¥,). Il résulte alors que les points 1y, ;... Mu—1
appartiennent 2 l'intervalle (y;, ¥a_y). ]

Dans un intervalle (yi, yeqq] ot k=1,2, ..., % — 2, il 0’y a pas deux
points 7, 7;,,. Pour le démontrer supposons le contraire et appliquons a la

fonction 6y "(y) et 4 l'intervalle [7;, %4, le théoréme de Rolle. Il résulte

alors que la dérivée 0'""(y) s’annule en un point de intervalle (n;, Mj41),

c’est-a-dire de 'intervalle (vx, ¥44,) ce qui est impossible puisque nous avons
démontré au nr. 19 que 60" "(y) 220 sur Uintervalle (Yor Vn)-

Dans chaque intervalle (¥g, yp i ot 2 =1,2, ..., 7 — 2, il n'y adonc
qu'un point 7 au plus. Le nombre des points % est donc » — 2, au plus.
Nous sommes donc arrivé a une contradiction, d’olt il résulte que la dérivée
8°(y) n’a qu'un seul zéro dans I'intervalle (y,, y,) et par suite la fonction
0(y) ayant la signe de (—1)"—"sur I'intervalle (y,, ¥,] et étant nulle pour
Y =0, ¥ =¥ a le signe de (—1)»" sur V'intervalle (y,, y,)

Nous pouvons maintenant démontrer qu’en faisant une section dans
la surface z = @(x, y) par le plan y = const., oit y ¢ (¥4, yry,] et k = 0, 1,

Leee,— 2, 00 b1e{1 Y € (Yu—1> ¥»), la fonction % (x) qui coincide dans les inter-
valles [x;, x;,4] ot 4 =0,1, ..., m—1 avec les fonctions Xi(x) = ok (%, ¥)
a le signe de (—1)m-n, '

_ 'Cela résulte du fait que les fonctions %; (x) vérifient les conditions aux
limites (108), (109), (110), du fait que les dérivées %"~ (x) ne sont pas nulles
;ur’les intervalles (x;, x;,,) (nos. 14—18) et enfin du fait que la fonction

1) a le signe de (—1)"="sur I'intervalle (x,, %,]. La démonstration se fait
c0mn§. C}-ilesfsus, il est inutile de la répéter.

st la fonction D(x, y) ayant le signe de (—=1)»=»sur cha tion

. ) que sectior

f?ﬂte dfms_la surface 2 = ® (x, y) par des plans y = const. o ¥ € (Yo V)
elle ?) eds1gne de (—wl)m—'i dans le rectangle D, ouvert.

n demontre de la méme maniére que la fonction ®(x, y) a le signe de

—1)m—n & _
§a rgctaljlgailéssll) 'dans lecasn =1, m> 1, ou dans le cas 7 — 1, m =1, dans

21. Il résulte du théoréme
appliquer le théoréme de 1a
qui nous conduit 3 écrire

[Zo, Xiswos, X 8’"+"f
Yos Y1, . -tyn’ f] - W(a, Q)SS ° (x’y) dxdy'
b

précédeni\:, que dans la formule (104) on peut
moyenne a l'intégrale du second membre, ce

olt £ et u sont les coordonnées d’un certain point du rectangle D.
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L'intégrale du second membre de la formule précédente, se calcule en
remplagant dans la formule (104) la fonction f(x, y) par

(x—2x,) (x—x)) ... (¥—2,) (y—yo) Y=y - [y—vm)

H

ml n!
ce qui conduit a

(—1),"—"

m! nl

SS O (x,y) dxdy =

13

et par suite

Xos Xgs o0 e xm. _ (_l)m—n 6"'+“_f -
(131) [yo'yl' =4 'Jyu,f] T oml al ax™ ay" (g, r').

De cette formule il résulte une évalution de la différence divisée. Si
am+uf

8" ayn L]
dans le rectangle D, alors on déduit de la formule (131), 1'évaluation

xo, xl, .
s =
Yor V1r o2 Vn

M,, , est une borne supérieure de la valeur absolue de la dérivée

Mm,n

m! #nl

(132)
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