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LE CALCUL APPROXIMATIF DES EXTREMES
D'UNE FONCTION

par
?. RADO

a Cluj

1. La méthode de calcul approximatif des extrémes d'une fonction a une
variable réelle, que nous donuons dans cette note, est applicable dans les
cas oit il n'y a pas ou il est difficile d'écrire effectivement la dérivée.

Nous supposons pour fixer les idées que la fonction f(x) ait un seul
minimum d’abscisse %, dans Uintervalle To={a, 8], 1a fonction f(x) étant
décroissante dans [a, %o) et croissante dans [%y, b].

Soit ¢, d e I, ¢ < &. Si fle) < f(d), on & x0€[a, d]; si f(¢) = f(d), on
a x,€[c, b). Notons par I 'intervaile [a, d] davs le premier cas et 1’inter-

valle [c, b] dans le deuxiéme cas. 1,'intervalle I, contient dans son intérieur
’un des points ¢, 4 et choisissons encore un point £, € I;; ainsi 1’intervalle
[, se trouve div isé en trois intervalles partiels. Par le méme procedé que nous
avons appliqué 2 1’intervalle I, on trouve que g appartient a un intervalle
I,, formé par la réunion de deux intervalles partiels voisins. En continuant
de cette facon, on obtient une suite"d’intervalles

(0 10311:)12:)...:31,.3...,

qui contiennent le point %,.

On voit aisément que les points b lome 1,8, 0,0 peuvent étre
choisis de telle sorte, que I, —» 0. Par exemple, si on prend pour E, le milieu
du plus grand des deux intervalles dans lesquels I, est divisé, ona I, = 0.
Les extrémités de l'intervalle I, sont des valeurs approchées pour x, par

défaut et par exces respectivement,

9 Nous nous proposons de déterminer les points ¢, d et £, de telle
maniére, que la suite d’intervalles (1) tende aussi rapidement que possible

vers zéro. Il est nécessaire de préciser:
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a) Les points ¢, d et £, ne déterminent pas la suite (1); c'est la fonction
/(%) qui montre quels sont les deux parmi les trois intervalles Partlels ‘de
I,_,, qui forment 1’intervalle suivant /,. Nous nous situons dans I’hypothése
la plus défavorable pour la rapidité de la convergence: nous supposons gu'a
chaque pas om mette de coté Uintervalle marginal le plus court (si ces deux
intervalles sont égaux, on met de c6té n’importe quel d’eux). Dans cette
hypothése notre probléme devient indépendant de f(x).

b) Nous disons que le choix des points ¢, d et £, a'nsi que la suite {L.y
des longueurs des intervalles, qui résultent de ce choix et d’hypothése faite
plus haut, sont optimales, si la condition suivante est remplie: pour tout
autre choix des points ¢, d, £, et pour la suite {M,) des longueurs des inter-
valles correspondants, il existe un nombre naturel N r tel que [, <2,
lorsque # > N;.

THEOREME 1. Il existe une seule suite optimale, que I'on obticnt en pre-
nant pour ¢ et d les points qui divisent U'intervalle I, en moyen et extréme raison
(d—af=(0b—a)(b—d),c—a=0b— d) et pour E, le point symétrique,
par rapport au miliew de I, du point de division situé dans I'intervalls | _——

Considérons pour la démonstration I'intervalle I, = [0, 0] et les points
Co, dg, qui divisent cet intervalle en moyen et extréme raisoq (fig. 1)
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car nous pouvons appliquer, s’il y a besoin, une symétrie par rapport au
milien de l'intervalle I,. On a

i = (c+ 11)2_ (d—— 0]3 >(co+dnJ2__ (du—'ﬂf])z = By do

2 2 2 2
ou
Mre >
et
B B - —z ___\/5 41
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Dans tous les cas on a
V5 +1
(2) Ay > - {y
et
3) M < hLoAMA > 1.
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On déduit de !'implication (5) que si oy < g, alors eyq > p_y. 11
résulte qu’ au moins 'un des deux termes consécutifs de la suite {«,} est au
moins égal 4 tous les termes antérieurs et aussi

(6) Opri < &, > 0(,,.;_;',__1 ; L -“n+f+1_ >0y,

(7) Ny, Wgy ooy Bhy - - s

les indices # pour lesquels «, < 1. En tenant compte de a = 1 et de (6),
on a

gy = 8 > 1.
4, < 1 < 0 = a,,,, donc a,_, = 6 et, en utilisant (5),

1

> BB,

2
U'W.’_-fl > O'-ng—l .

no

En général,

(8) m"}z+1 > 0k,

Les relations (6), (8) eta < 1 entrainent
' i a?l _ k
compte de (4), on a k+1 i, —1 > 0% et, en tenant

® V5 +1
) l>o¢,.k+1> ; %,

. ) P o
- :Iée kqueo gh ;’ °°:t101‘5que k — o0, la relation (9) est possible seulement
nombre fini de tergieses El‘,linnn;mﬁrre naturel; ainsi la suite (7) contient un
: s A= My, o, =1 et A ) J
démontré que la suite {l.) est optimaleo il SIS S
P =4 ] $ g p . )
que, s(i)ulfesdgﬁg: trelr LIS B la suite optimale, nous observons d’abord
que a, > 1; on aso'{ ’geito{ti";} ne Colmmqent pas, alors il y a un indice v tel
2 . ! -y 2
d’indices n a, > 1 ou %, > I > 1 et il résulte de (6) que pour une infinité
n "e

Supposons qu’il i : :

: y ait deux i '

miner le nombre naturel N} teslugsz ng)ﬁ?aifs; l}'\}l €8 {/s). On peut déter-
? I ’

b il

" n m é

LE CALCUL APPROXIMATIF DES EXTREMES D'UNE PONCTION 176

ot

3. On peqt'gppli_quer le procédé d’approximation décrit au no. 1 sous
la forme modifiée suivante:

Supposons de nouveau que la fonction f(x) définie sur I, = [a, b] ad-
mette un minimum au point x,, qu’'elle décroit dans [a, x,] et croit dans
(%0, b]. Nous choisissons le point ¢ € (a, &) arbitrairement et le point d comme
’abeisse du minimum du polynome d’interpolation de la fonction f(x) sur
les nocuds a, b, ¢

(10) d=2 (U2 —~ c®) fla) + (¢ — a®) f(b) + (a® — %) flo)
S (b=af @) + (e—a) [ () + (a=b)fe)

Déterminons, comme au no. |, 'intervalle I,; I'un des points ¢ et d se
trouve a lintérieur de I,. Considérons le polynome d’interpolation de la
fonction f(x) sur ce point et sur les extrémités de l'intervalle I, et notons
par £, 'abscisse du minimum du polynome d’interpolation. En continuant
cette construction, nous obtenons la suite d’intervalles I, D % I M P

1l y a une analogie entre ce procédé modifié¢ et la méthode des parties
proportionnelles utilisée pour le calcul des racines d’une équation F(x) = 0.
Si F(x) est une fonction convexe ou concave dans l'intervalle considéré, on
sait que la racine est plus grande respectivement plus petite que 1’approxi-
mation trouvée par la méthode des parties proportionnelles. I1 y a une pro-
priété analogue pour mnotre procédé modifié.

La fonction f(x) est convexe d'ordre 2 dans l'intervalle [a, ] si la diff¢-
rence divisée
(11) [ty Bg Bye Xy f1 20

nets x € [a, b), ¢ =1,2,3, 4. Soit L(x,, %, x3; [ %)
lation de la fonction f(x) sur les noeuds %, %p, ¥5. La
la propriété géométrique suivante: pour

pour les noeuds disti
le polynome d’interpo
condition (11) est équivalente a
asx < X< %3 < b

(12) L (%, %z %a: [1%) < f(x), lorsque x; < * 5 b.

La propriété (12) entraine que la différence L (%, %, %3; []%) — f(») prend
dans les intervalles (a, ¥y), (*1, %5), (2, %), (%4, D) les signes mhoy, o g ey =
respectivement [1]. Si f(x) est une fonction dérivable dans [a, b], cette
propriété reste valable si deux des noeuds sont confondus, en entendant

dans ce cas par L le polynome de Lagrange-Hermite.

THEOREME 2. Soit f(x) une fontion convexe d’ordre 2 el une fois dé?:i'uab[g
dans [a, b] et a <¢< b, fle) < fla), f(c). <f(b).. Dans ces hypothéses h}
fonction f(x) admet dans [a, b] un seul minimum, d abcisse %y, et Xg = d, on
le nombre d est donné par la formule (10). L’égalite %o = d est possible seule-
ment st d = C. |

I existence d'un minimum est évidente. Supposons“qu’ﬂ y ait deux
minima dans [a, b] aux points %, et %3, %o < ¥ Dans I'intervalle (%o, x,)
P(x)=L(x0; %0) %15 fx) se trouve au dessus de f(x), ce qui est en contradiction
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avec le fait que le polynome du deuxiéme degré P(x) croit dans cet intervalle,
Nous avons donc un seul minimum dans [z, 8], disons au point x,.

Pour démontrer que %, = 4, nous nous servirons de la propriété €lé-
mentaire suivante des paraboles P, et P,, dont les axes sont paralleles & Oy,
les branches infinies sont dirigées vers y > 0 etqui se coupent aux deux
points A(a’, a’’) et B(d’, b'’): parmi les paraboles P; et P,, celle qui entre
A et B est s'tuée au-dessous de l'autre a son minimum plus proche du
point d’intersection 4 l’ordonnée plus grande.

Sur la fig. 2 la parabole P, est située sous P, daus (a’, b’) et 2’ > 0",
donc m; < ms, 01 m, et m, sont les abscisses des minima des deux paraboles.

¥

B(b,5%)

*ig. 2 Fig. 3

Supposons que les points a, b, ¢, d soient situés dans I’ordre: a < d<

<c<b(fig.3).Sizxg>c¢, il 0’ :
supposer que xo) < B..ON_OtOJ’lSI S WD & deaniuieT, SN Ko ol

Py(x) = L(a, c, b; f| %)
Py (x) = L (a, %, %o; f] %).

On a dans Uintervalle (x,, 5) P,(x) <
< gx), donc Py(c) < f(c); mais ‘r_af((c)) =
y 1(¢), done Py(c) — P,(c) < 0. D’au-
d1'e part dans (4, c) on a P,(x) < f(¥),
ane Pilxg) < ) ou  Py(xg) —

I;;ilzé Ec% (> 0.) %llexiste, par suite, un
a, c) tel que P,(§) = P,(E) <

< P,(a) = Py(a). En ;(m))liquazr(:lt) la

s'ensuit que 4 < x,. ‘
Supposons maintenant que a <
<c<d< b (fig. 4. Py =

propriété des deux paraboles, il
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=L(a,c, b;f|%) >f(x) dans (¢, b), donc P,(d) > f(d). Mais P,(d) - min P,(x),

asSx=Eb

done f(d) < Pi(c) = f(c), fld) < f(b), d’olt on a ¢ < %, < d. Notons

Py(x) = L(xg, %o, b; fl%).

On a P,(c) = flc) << Pylc) et Py(xp) = f(xo) = Py(x,). 1l existe donc le nom-
bre 1 tel que ¢ << < %< b et Py(n) = Pyln) < P (B) = Py(b). 1l s'eni
suit de la propriété des deux paraboles que d < %,.

Enfin, si ¢ = 4, en tenant compte que f(x) > L(a, ¢, b; /|%) > f(c) dans
(a, ¢), on voit que dans ce cas x, ne peut pas étre situé entre a et d et le
théoreme 2 est complétement démontré.

Observations: 1) 11 y a un théoréme analogue pour les fonctions concaves
dans [a, b], définies par [x,, X2, %3, f1< 0. Par la substitution de la variable

. x + 0 i
indépendante x’ = 5—2— — x, la fonction concave f(x) se transforme dans

nne fonction convexe de x’ et nous pouvons appliquer le théoréme 2. Par
conséquent le théoréme 2 est valable aussi pour les fonctions concaves avec la
modification d'écrire xo <= d au liew de I'inégalité %y = 4d.

2) Le théoréme 2 est utile dans les calculs numériques, car on peut
trouver dans de nombreux cas, a I'aide de ce théoréme celui des trois inter-
valles partiels de [a, 0], qui contient le point x,, et nous ne sommes plus
forcés de continuer les calculs avec la réunion des deux intervalles partiels.
Cette situation avantageuse se présente dans les cas suivants: 1) ’ordre des
points est a < ¢ < d < b; alors d < %y < b; 2) lordre des points est
a<dLe<Lb et f(d) < flc); alors d & %y < 6
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