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SUR LA MONOTONIE DE LA SUITE DES DERIVEES
DES POLYNOMES DE BERNSTEIN

par
0. ARAMA et D. RIPIANU

A Cluj

1. Dans le travail [1] on a démontré lo propriété suivante:

Si la fonction f(x), définie dans Iintervalle [0,1] est dans cet inter-
valle convexe, respectivement non-concave du 1 et du 2* ordre (c’est-a-
dire si chaque différence divisée du 2¢ ordre et chaque différence divisée
du 3¢ ordre de cette fonction est positive, respectivement non-négative),
et si les différences divisées du 2¢ ordre sont bornées dans cet inter-

valle, tandis que lim |[%;, %, % f]]5% 0, alors la suite

(1) = By(x: ). L By(x3f), L B(%3f), -

. . 2 ’ 1
est décroissante, respectivement non-croissante dans l'intervalle [O, =5 s],
J

a partir d'un certain terme d[—l Bx{x;f), ou N =N (¢) ne dépend pas de
X ;

- e B ; 1
x et ¢ est un nombre positif arbitraire, moindre que o

I'on a désigné par B,(x;f) le polynome d’interpolation de Bernstein
du degré = relatif 3 la fonction f(x) et a T'intervalle [0,1]:

" . i . g
: . s ¢ Lo, i1 — x)87.
@) Buri =% Gf(;) #0 -2
Dans la pfésente note nous nous Proposons "d’étudier l'intervalle
maximum de la forme [0, 3] dans lequel la suite (1) est non-croissante

i i o 0,1] et dont toutes les
pour toute fonction analytique dans l'intervalle (o, ont
dérivées 4 partir du 2¢ ordre sont dans cet intervalle non-négatives. Nous

désignerons cet intervalle par Toax = [0, Aumax]-
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X «
Un calcul immédiat donne B l%; &) =;"[1 + (n — 1)x], par suite
. d o e Bl )] e [H— T,
(3) ‘—b— [B,,_:_](.L - )‘ Bn(-"f y X )] a(n + 1) ( x | )

d'onr il s'ensuit que pour la fonction f(x) = #* I'intervalle maximum de

; 1 .
monotonie de la suite (1) est I'intervalle |0, —_)—}. Il en résulte

‘ .
(-.l) Amax 5 '_5‘

2. En vertu des hypothéses relatives a la fonction f(x), elle admet
au voisinage de l'origine une représentation de la forme

I R R TR U

o 2 1P oy ;
tous les coefficients fﬁ('") (p=2,3, ...) étant non-négatifs. Du résultat

bien connu suivant lequel si la série iﬂ a,z" a rayon de convergence
R (0 < R < =) a tous ses coefficients ré’éfs et non-négatifs, le point ¥ = R
est un point singulier pour la fonction S(z) = § a, 2", on déduit de suite
que le rayon de convergence de la série (3) gs=1? plus grand que l'unité.

D’autre part l'opérateur
i e B . d
sn(x ’ fP) S ;; Bn-}-l(x ’ (P) == :l—; Bn(x; CP)

est un opérateur défini dans l'espace C[0,1], & valeurs dans le méme

espace. On constate de suite que c’est un opérateur linéaire, c’est-a-dire

additif, homogéne et continu, par rapport a la norme liell = mak | o(x) .
0,

En tenant compte de ces observations, on déduit
P L uit pour Ia fonctlon

© 8.0 f) =%, L f(0) 8,02 29,
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Pour démontrer que dans les hypothéses adoptées relativement 3 la
fonction f(x) on a 3,(x;f) =<0 dans un intervalle I = [0, 1] il suffira
donc de démontrer I'inégalité

() I C8,(x; 2P) =<0 pour =x€ [0, 2],

" quels que soient les nombres naturels n et $. .

3. Nous allons noter

(8) K, , (1) = 8,(%; #) = == (B, (x; #) — By(x; #9)]

et démontrer le lemme suivant : |
LEMME. Le polynome K, ,(%) a dans Uintervalle ouvert (0,1) une racine
et une seule (qui sera désignée par x,, ,) et prend daus cet intervalle le signe
de x—Xx,,p.
Démonstration. On déduit de (2)

n—t

@ Bn =50 Sc = Ban 2

j-o

Le coefficient C,[f] s’obtient en faisant i+ 7 =P,
£ . " i
Gin=Y aaty(y)=
i=0

f(0) si k=0,

— (=1 Cf‘:] e Ci-f[qil], si B=1.

i=0

Si Von y fait f(x) = 2" (p=1), on obtient C,[x?] =0 et

' ()
(10) cw]_(—1 "2(— =:—p¢z(n—])...(ﬂ-k+])B
ol
(11) B = ‘“" 2 Cit (R=1).

" (p)
On constate de suite que B¥''=1 et que

a2) B = B, + kB, (k 22).
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Si p est un nombre entier quelconque supérieur 4 'unité, on a également

(13) BP>0 (k=23 ... p) et BN=0 (k=p+1,p+2,...).

Les relations (13) s’établissent immédiatement ainsi qu’il suit. En suppo-
sant qu’elles ont lieu pour p = h, on déduit de (12) P 0 b=2,8, ...

. k1) et BMY —0 (k=h+2, 4+3, ...), donc les relations

en question ont lieu aussi pour p =k 4 1. Or, pour p = 2, il résulte de

(11) B =1 et (pour k= 3)
P ] k—1[%—1 k—1
B — =1 it 1 —1) Cl —1ici_ |=
i _—(k—ij! El( 1Y 1 Cay 1! L5 (—1) Gk, "f"}_;o (—1)ij G| =10,

étant donné que les relations

k—1

(L~ 2p=t =} (~1Y Ciy &/

j=0
et

—_ (k — 1)(1 s x)’"‘—z E— iiol (—1)]] Ci{-] xj_‘
donnent pour x =1 et (=3 j
k=1 _ . k=1
;Zo o =]_=20 (—1) 7 Ci, =o.

7 1311153 donc,'les relations (13) ont lieu pour p = 2. En vertu du prin-
135:5 e lmducftmn elles.Ont lieu pour tout nombre naturel p > 2. D’ail-
- >ce; relations ont 1(1511 également pour $ =1, dans la forme B{" =

( =1) & By =0 h=918 .., ai]isi qu'on le constate a

'aide de (11) et de la relation sus-mentionnée Y (—1)fiCi=0 (k = 2)
i=0 e

de sorte qu’ell
relati(msq es peuvent se remplacer, étant donné que BY) =1, par les

(149 BP'>0 (k=12 .2 et BP=0 (h=pt1 p+2, ..
On déduit de (6) ' e

min (p,n) |

d
- B,(x; x*) = ;;1 ke Cy[ 22 ] %41,

attendu que si 1 s ;
on a Cy[x] =1:)g n — 1, il résulte de (14) et de (10) que pour % = p+1

4 la condition de remplacer au cas & = 2 I'expression (# — 1)(n —
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On, déduit donc de la relation ci-dessus et de (7) et (10) que pour

p=z2o0na
' 1 1
5 ) L = s
(15) Cuslt) = —mr — e +
min (p,n+1) " . B
—1 = 2Y .. — 2 i (P) k=1
+ kgz (n—1) (n—2) (n—k + 2) [(H+ e = Jk By as—r,

2) ...

.. (n — k + 2) par l'unité.
n=b i de (15).

P E . 13
Nous désignerons par I'; le coefficient — — —
(n - l)ﬁ 'up 1

Ce coefficient croit avec &, et pour k=

' Y (p—1—)Cu >0

I, — wf — (n 4+ 1‘.f’_'r_f,(,, ;.1)17—1 1 p=2
= [nn + 0P = T e

11 est évident que I', ., > 0 et que le terme libre de K, ,(%) est négatif
ainsi que des relations

pour p 2 2. En tenant compte de ces observations,
(x) présente une variation et une

(14), on déduit que le polynome K, ,
seule, d’ott il résulte qu’il a une racine positive et une seule.
Nous allons montrer que cette racine est inférieure a l'unité.

effet, on déduit de (2)

A cet

n—1—1%

(16) = B (#37) =i Cf.f(ni—)(i — wx)x (1 — %) ,

dx 7]
7

c'est-a-dire
L (s f) = wf)w7t 4+ G () (o = DT = na" 7]+

x)n—l-'i

+“if Cf,f.( ) (i — nx) 71 1—

i
= n

de sorte que
( — l)P

= W - == .
ﬂPl

@ . ?
de,.(x,x)

z=1

lieu aussi pour n =1, ainsi qu’on peut le voir directement.

Cette relation a .
En lutilisant, on déduit de (8)

filp) = Kap(l) =1 — (n 4+ 1) (“—:—1-)?-{—11,(&%_1)”
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ite K : 9, la fonction de
Par suite A, (1) =1 ——_l—F-,> 0 et pour » =2, la fo P
1

f(p) =(%T)rfl(p) = (n+41) (—qlg-—]]plg”—j;‘“l“ +n lg 1‘;}

n e ==

croit avec p > 0. Mais
n—1 n—1

n— n+1
flm =" ) =g+ P g

n? 2"

de sorte que
1 "

i) = n fi(w) = —— — 1g ——

"+

donc

; _ 1+3n 5 _ "
filn) = B> 0, fin) < lim f(n) =0, fifn) <0,

foln) > Hm fun) =0, £(9) > fo1) > 0, fi(p) > 0,

par conséquent

filp) = K, ,(1) > f,(1) =0

On en déduit, en tenant compt "ainsi qu’i Sté i & pré
) pte quainsi qu’il a été mentionné précé-
geglgenls K, ,(0) <0, que 0 < %,p <1, ce qui démontre le lemme pour
=2 Your p =1, K, ,(x) =0, ainsi qu’il suit de (8).

. 4. Otll’d’éduiF _d.u lemme que l'on obtient un intervalle I — [0, A]
UX Proprietés spécifiées au premier paragraphe en prenant A = inf x »
n,p*

n=1,2...

; 8 g N ' - p=23,.,
On obtient ajnsj d’'ailleurs l'intervalle Inax, car en choisissant un

A =X> inf ek g
: ’3’ %np quelconque, il existe par définition un couple de valeurs

nyet p de n et i 2
1 de p, telles que 1';111’ %np = %nyp, < A. En choisissant une

valeur z - &
;r x(g;e % telle que Ty < 2 < X, on déduit de (6) et de (8) 8 (} wh) =
= fmpl%) > 0, par conséquent on a bien i .
n lnf xfl = }lnmy. .
g M x. Nous sommes

d‘aineurs 4 \
portés : 1
; a croire que ;‘max - E_

Cette affirmation e . ’

1 equivaut 3 I'inégalité i1 : ;
les nombres entiers et poeis: P ol 2)§‘0’ quelsque sofent
dédu; ” positifs % et p, attenda que de cett ‘.

uit 3 laide du lemme 5 < | cette derniére on
np

= de sorte que Apay = inf X p al,
. : np S 2
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On en déduit 2 l'aide de (4) que Ayax =

o | — e | =
| S

Nous dllons donner & 1'expression de K,

triqﬁe que celle que 'on obtiendrait de (15) et de (11). A cet effet, on

déduit de (2)
'—d_' Bu(x : f) = ;0 C:‘f(':_:) (1: = ﬂx)xi—l(]. —

x)n—i— 1

bl

dx
ce qui peut s'écrire

g (s; =X 0 G (—f;]x"“(m — )T T e 4+ (1= 2)]—

dx =
— 20 nCi.fl—j:) A(l— 2 =

n

— nflO)(1 — 271 = "5_‘: il [f(‘ ; ‘]__f(:_i”r'(] —

i=0

de sorte que
" o i n—i—
B (x: )= —= ¥, Cica[(6 + 1) — 151 — %"

-1
dx 2710

Par conséquent

n—1

—— 1 ¥ L[+ 1) — )

‘_)."_lnf’_l i=o

L B,(x; #)
dx

»
]
m‘ —-

I (PP
I expression (8) de Ky (T) s'écrit alors

(17) ‘-Kn.ﬁ (—l J = W igoc’i‘ [(1 =+ 1)#_ lp]—-

ot=1,p~1 .2

: "ill C:l—l [(7' + ]-)‘b = ip], (n,p=1,2,.. oy

15

une forme plus symmé-

= YTl — C:-:)f{i) 21— &+ '_gon Cf.-lf(%l—)xi(]. —



18 ©O. ARAMA et D. RIPIANU 8

1 A , v E i . x e
La relation ).mx=-:sera1t done démontrée si l'on démontrait que l'ex

. 2 ’: .
pression (17) est non-positive. La démonstration — éventucllement l'infir-

mation — de ce fait reste une question non tranchée.

5. Nous allons déterminer en dernier lieu les limites lim x,, et
1h=p O

m x,,.
rex

Si I'on remplace dans (12) & par p + 1, on déduit en tenant compte
de la seconde relation (13) que BYh"” = By

11 en résulte — vu que BP=1,
(18) B=1 (p=2,3,...).
On déduit donc de (15) a l'aide de (18) pour n > p,

i 1

(19) Ky pt?) - (n+1)P71 P71
pn—1N(n-2).:. n—p+2)Tp pn—1)n—2)... (1!-—fJ+2)I‘p

+

Piz : kB’ip} T
k -
+k=2 pla—k+1)(n—k) ... (n—p+2) ﬁ K1 +

p—1 r
Bl Z2=1 yp-2 | yp1
pn—p+2) T ¥ T

Or
1 1

e w+1)p=1 " p=1 _

nsew Pm—1)(n—2) ... (1;—[)+2)I‘P -

' 131#~1
=—1lim "

P rom nin—1) .., (?I"P-I- 2) [1 - (1 _P = 1)(1 +_1_)ﬁ—1J =

% n

p-1+L
= — —lim ”n
f’n-nn(

M——”(ﬁ‘—2)...(n_p_l_z)[p(p_n_*_i_,-.”J‘=0 (p;s):
B

b4
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3(P) .
lim * O o —
nrw plu—k+ Du—k)... (n — p42) T,
i n n— k41
g B B lim tn )P w :
% E =R+ ) (=R) .. (12— pt2) l—L_ NI I
(n41)P71 w1
a
= 5 B lim e 0
e (n—k-+1)(n—4k) ... (m—p42) l_______P(f’ = + ﬂ- S J B
(20) 2 n
(k = P —2)'

— Y iP
fig 2 VE Ty

now Plu — p -2 T

n L B p+2
=t=! Bj('ﬁ-)-l lim (a+1)P71 i
=0 5 "1 n— 1
| IR
g e L 5 =——Bf,
e A, e p

Si Uon fait dans (12) p = k = ¢ — 1, on obtient a I'ajde de (18)
By =B g1,

Si 'on fait dans cette relation successivement g=5p p—1, ..., 8
on obtient en ajoutant terme i terme les relations obtenues o

BL@,=1+2+...+(15~1)=1‘7";_‘)

auquel cas la dernitre relation (20) donne

o (»)
lim P08y Typa ey g B

n+ro p(n — p 4 2) Iy P

En tenant compte de cette relation et des relations (20) on déduit de (19)

, Ko, i) R
lim ¢ = gp-1 _ P " p—s
oo pII—1)(n—2) .. .(n—p+2)T . (p= 3).

2 — Mathemalica
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o - On déduit de (22) a I'aide de ces relations
sul
ar ) _p—1 - : Ky, p (%) n
(91) lim x,,,,, = b i — MR | R S xn—],,
Z nbw poroo (n+1)! #) : n+ 1
. . G| 21 Tu41
(dailleurs on déduit de (3) que (21) a liew aussi pour = 2). sy
. ? ~ b4 Id
Pour calculer lim x, ,, on déduit de (15) pour p > 7 d’ott il résulte
PHD ' . n
1 1 (23) lim X, p = _*,_"1_ ¥
— P n T
= -1
I, p (%) — (1:+1)P 1,7 3
1 1 4-1)1 ' 1 :
(41-%—1;—-1 o) ( (:-;’_)")“ BY), En tenant compte que x, , = R, les relations (21) et (23) nous por-
(n+1) " . " -
tent & croire que x, , croit avec n et avec P séparément. -
o (p) .
+”Zlk(n—1)(ﬂ—2).._.(-n—k-'r'l) By, P La question reste non tranchée.
k . . : R .
oy (n41)! Bf{’_ﬂ_l 3 On déduit d’ailleurs de ces mémes relations
(41271 3 i
: m %, ,=1.
n+1yp—1 "o
n—-( o ] Bl ’ § e
" wn—1 "
X =% WK
LT TR
Or
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i po [\ 41 n 41 n+t1 j,=0
‘ el
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%+ 1\p—1
n—|—
lim o ) 5,
( =
P n41 B"J:)_l
)
b
s
¥ T o v
=lim |- iy s=1 L ) =
; s | :
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