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SUR QUELQUES POLYNOMES DE TYPE BERNSTEIN

par
OLEG ARAMI

4 Cluj

l. Dans le présent travail on continue quelques recherches antérieures

[1], relatives 4 I'approximation des fonctions par des polynomes de type
Bernstein.

Pour des fonctions f(x) qui admettent dans l'intervalle [0,1] des dérivées
d’ordre %, continues, on introduit les polynomes d’interpolation BY(x;f),
définis par la formule (2) et on étudie les différences

dif(x di 5
an,k,l'('v;_[):'_{'l%:_)'__'ajjr(:)(x;f) (‘Ir=0,l,...,k)

On montre que si %=1, dans certaines hypothéses supplémentaires con-
cernant la fonction f(x), les polynomes (2) approximent la fonction f{x)
dans le voisinage de l'origine mieux que les polynomes habituels (1) de
S. N. Bernstein. _

En vue de I'étude du reste R, , i(#;f), nous avons_appliqué 15:1 mé-
thode générale proposée par r. ropovIcIU dans le travail [13], méthode
basée sur l'utilisation des fonctions convexes. i

On montre dans le présent travail que quels que soient les nombres
naturels &2, m et 1 =0,1,..., &, le reste est de ,,forme slmpl_e” [13]. A_ cette
fin, on met en évidence certaines propriétés de monotonie de la suite de
polynomes (2) (théoréme 1). ) ‘

Les résultats obtenus de la sorte s'étendent A des fonctions de deux
variables indépendantes. L.

Ces recherches ont été faites — d’une part —en vue des 'apphcafcli)lns
qu’elles ont dans I'intégration approximative des équations d{fferen’me es
ordinaires. Sil’on se référe a la méthode d’intégration approrji_lmatlve PI_0P°51ee
dans le travail [1] et basée sur l'utilisation des polynomes d’interpolation ( )
on peut agrandir (dans certaines hypothéses) son ordre d approxzmatmln,
si 'on utilise les polynomes d’interpolation (2) 4 la place des polynomes (1).
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nus dans ce travail pour des fonctions
i indé e, A i ux varia indé-
d’une seule variable indépendante, a desl _fonc_tmns Qel deux : ‘};;%st{ d
pendantes a été faite aussi en vue des apphcatmns qu'ils auraient 4 I'intégra-
tion approximative de certaines équations aux dérivées partielles.
e iy .
La présentation de toutes ces applications fera I’objet d’un autre travail.

L’extension des résultats obte

2. Soit f(x) une fonction définie dans lintervalle {0,1] et soit B, (x; /)

le polynome d’interpolation de S. N. Bernstein, associé a cette fonction
ainsi qua lintervalle [0,1], c'est-a-dire

(1) , Bilxif] = g“o il xf(l g ’”“:f(’Ti] )

Soit # un nombre naturel choisi arbitrairement que toutefois nous
supposerons fixé dans ce qui suit. Nous supposerons que f(x) € C*[0,1],
C'est-d-dire que f(¥) admet dans Vintervalle [0,1] une dérivée continue
d’ordre k. Nous introduisons les polynomes d’interpolation suivants:

2) B x; ) = J00) + /"(0) + e ’(kx%l)‘?f(k_”(”) -+

x(xds)kle .' dk ’,) o "

g m|S, — ds ”L—],,u,... i

+S & — 1)1 [ ( )
0

En notant

X

: 1 A= - i m~1
3)  Pima (1) = Ch S%—l—s(l e
0
n—i 1\ « Ltk
=c, Y, i (=1, V=i <m),

a=0(oti+1)(a+it+2)...(ati+Fh)

on obtient

@B =0+ L 0) 4+ e +
. [
-+ s'g(l Pi,m, k(x) "‘(‘m)‘ .

Codxk

Ies théorémes suivants ont lieu :
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£ B - 2. : N &
THEOREME 1. Si dans V'intervalle [0,1] la fonction L (:) est convexe
4 dz 2

vespectivement mnon comcave du  premier ordre (C'est-d-dire si w'importe
quelle différence divisée sur trois moeuds distincts dans Uintervalle (0,17 ese
>0, respectivement =0), alors, quel que soit i = 0,1, ..., k, la suite de polynomes

~ i )y LN di
B( . &, . *®y.,.
(3) —aBU(E ), B e, — B,

correspondant & la fonction f(x) et & V'intervalle [0,1] est décroissante, res-

Pectivement non croissante pour tout x ¢ (0,1). Cette propriété de monotonie

de la suite (3) se maintient vraie aussi dans le point x = 1, excepté le cas i = k.
L’affirmation de ce théoréme résulte du théoréme suivant [1]:

Si une fonction F(x), continue dans l'intervalle [0,1] est convexe du
premier ordre dans cet intervalle, alors ont lieu pour elle daus I'intervalle
(0,1) les inégalités :

Bm+1(x; f)"“Bm(-T'; f)’:O ('m = 1J 2, ).

b

Si T'on écrit ces indgalités pour la fonction F(x) = ddf (:) , supposée par
. dx

hypotheése, continue et convexe du premier ordre daus l'intervalle [0,1], et

si I'on tient compte de la formule (2), on obtient I'affirmation du théoréme 1.

THEOREME 2. S7 la fonction f(x) appartient & la classe C*[0,1], pour -
elle ont liew les relations

wk+1

5 k2 * " .
6 f)—BBx; ) =—2 -(‘T ﬂ:v)-[:,f,f,’l,c_f.’:,’g,..., AT f}

wm 2

¥

(o= 1, 8 s}

ot E,,f,f,’l, E,(f?z, - E,Sfifm,s sont des valeurs distinctes de U'tntervalle (0,1). Les rela-

tions (6) sont valables quel que soit %€ (0,1].0

Démonstration. Si 1'on note

Ry u(%:f) = f(x) — Bi(%; f)

1) La notation [555,’1- v if”:‘)k 13 /] représeute la différence divisée de la fouction f(x).
(k) i

) k
sur les noeuds §.7y, ..., EEJ:,)k-H!'
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et on suppose # fixé dans l'intervalle [0,1], R, (x;f) apparait comme une
f,qncmonnelle définie sur I'espace C*[0,1] des fonctions qui admettent dang
I'intervalle [0,1] des dérivées d’ordre k, continues. Cette fonctionnelle est

additive, homogene et bornée par rapport 4 la norme

1l = max 112)] + % /0(0)1.

On remarque que

(7) Rup(#;1) = Ruy(n;24) = ... = Ry p(%; 84 =0
et que
R Ak+2__x (g— P72 o (0 B+ 20 5) 50
(8) Ry a(%; 2742) = 2 S - B(s L2 5 )ds
0
— 2+ 2)! S(x — s)k—1 2 ds — (R 4+ 2)! S (x — s)k—1 B,,,(s , x‘-’)ds _
2 (k — 1)1 2 (k—1)!
0 , 0

LI, s . }d N I et

2 S(k—-])lls m[1+(m )S] . 2 §(k——1)| m

0

a1 k+2_v)
( 2 ")

m

Les relations (7) et (8) nous montrent que la fonctionnelle R, (%;/)
posséde le degré d’exactitude g =% + 1.

idé théoréme 1, il ré-
Dans un autre ordre d’idées, en tenant compte du )

k . . i .
sulte que si la fonction i}; f(%) est convexe du premier ordre dans l'inter
dx

valle [0,1], alors a lieu I'inégalité

(9) BY(x; f) > BEhslx:1)

‘valable pour tout x ¢ (0, 1] et pour
la limite, lorsque p — o et en tenan

ta
tout nombre naturel p. En passan
t compte du fait que dans I’hypothése

\

4

— g
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b}

: (k) .
de la continuité dans [0,1] de la fonction f(k)(x), les polynon'les. Bt s(%;f)
tendent uniformément dans lintervalle [0,1] vers la fonction

x

2L ooy 4 (E I s = (),

J(0) + ﬁf’(o) T —1)! ( — 1)1

0

ainsi que du fait que la suite B,‘,’f’(x;f) (m =1,2,...) est décroissante, il
résulte de (9) l'inegalité

(10) B¥(x; /) >flx), “xe(0,1].

Ce résultat nous montre que quel que soit x fixé dans l'intervalle (Q,l], la
fonctionnelle R, ,(x;f) pred des valeurs négatives pour toute fonction f(x)
qui est convexe de l'ordre %4 + 1 dans l'intervalle [0,1].2

Dans ce qui suit nous utiliserons le résultat suivant, obtenu par
T. PoPOvVICIU dans le travail [13]:

Sott R[f] une fonctionnelle (réelle) linéaire, définie sur un espace vec-
loriel (F formé de fonctions véelles, continues dans un intervalle J et contenant
tous les polynomes. La condition nécessaire et suffisante pour que la foncti-

onnelle R[f] ayant le degré d'exactitude n soit de forme simple, c’est-a-dirve
de la forme

RU] == A'[EIJ 521 nE ety £n+2;f]!

o A est un mombre indépendant de la fonction f, et E,,..., £, ., sont
n + 2 points distincts & Uintérieur de Vintervalle J, est que quelle que soit
la fontction f (€ (F) convexe d’ordre n dams Uintervalle J, ait Lieu la relation
R[f] 0. ' ‘

o En’metfcant A profit ce théoréme et en tenant compte de ce qui vient
d’étre établi précédemment relativement a la fonctionnelle R, ,(x; ),
il ressort que cette fonctionnelle aura pour tout x €(0,1] la forme'

(11) Rm,k(x of) = Am,k 8 [Es:?lr Egﬂ‘z' LR | 7(:,)12+3 ’ ,f]:

olt la constante 4, ne dépend pas de la fonction fetou Y, ... ¥ .
sont % + 3 points distincts dans U'intervalle (0, 1) '

2) On dit qu'une f i i .
respectivement) g.'ordre 31132;11 /(%) définie dans un intervalle J est convexe (non concave

s cet intervalle, si n’importe | 1le d i ivi
S e dre , p aquelle de ses différences divisées
+ 2 noeuds distinets dans J est positive (non négative respectivement).

2 — Mathematica vol. 4 (27), fascicola 2
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Mt obtient la valeur de la constante Awy dés que lon remplace
GAs Ia relation ci-dessus £ par ¥4+ et en tenant compte de la formule (8) :

& LR 2
m 2

B remplagant la valeur obtenue de la sorte de Amp dans (11), on obtient
R farmule (6), valable pour tout x€(0,1]. On observe cependant que
QTR wlation & lew aussi pour ¥ = 0, car pour cette valeur de x, les
X membres de (6) sont nuls.

Clsarvation. Pour & = 0, la formule (2) n’a pas de sens. Dans ce cas,
au Iien des polynomes (2) il faut considérer les polynomes (1) qui re-
poesentent les polynomes habituels de S. N. Bernstein. Nous utiliserons
poux es polynomes la notation BY(x; /), en soulignant ainsi le fait qu’ils
Qormespondent & la valeur 2 = 0. Comme il a été montré dans le travail
21, quelle que soit la fonction F(x) continue dans Iintervalle [0, 1],
pour elle ont Heu dans Uintervalle [0,1] les relations

A Fx)—BRx; F)=—20=2 (gt B ] (m=1,2,...),

m

3 Zms. Zmgsont des valeurs dans 'intervalle (0, 1). En comparant la
Doz (12} avec la relation (6) out I'on suppose 2==1, on constate que

civnomes BY(x;f) (k= 1) approximent la fonction f(x) dans le
i=inzge de l'origine mieux que les polynomes habituels de S. N. Bernstein,
= (x:7). On observe également que, dans le voisinage de l'origine, 'ordre

¢ zpproximation croit avec le nombre 4.

]
', e
g

Tia

l

/
]

et
1
i e

x

try

TEEOREME 2%. St la fonction f(x) appartient a la classe C*[0,1], on a
bes relaiions suivanles

L] i Akt (h — i 4 2
(13; LD P Bl )= — ( ——x) X
i dxi dxt ) 2
) (ki ki) . dH(%)
X [ES:’:,,;): afu,;)) T Em,k—i-l—ﬂ 3 P )
'R 'k B, 7. ] b
o Eop, ERD .., ED . o sont des valeurs dans Vintervalle (0,1). Ces rel

tinns sont valables quel gue soit x€[0,1] et quel que soit ¢+ = 1,2, ..., k.

e

L.

e O, L

—**— T
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La démonstration de ce théoréme se fait aisément si 'on observe
que, quel que soit ¢=1,2, ... %, lidentité suivante a lieu

(14) ;‘%Bi’f’(x;f) ~ O & N e 7430) +

(F—i—1)|
¢ (x — S)F=i=1 o[ akf -
+S(k—i-1)lB'"(S"&s—k}ds=Bsz Yx; F), ;
1]

olt on a noté F(x) = f&f’l ,
ax ~

En supposant d’abord que le nombre naturel i satisfait a l'inégalité
+ < k, on peut remplacer dans I’énoncé du théoréme 2, f(x) par F(x),
et considérer le nombre k —i (b —i> 1) 4 la place du nombre 2. On
obtient ainsi 'affirmation du théoréme 2* pour le cas envisagé.

Lorsque ¢ =% on tient compte des relations (12)

.

THEOREME 3. St la fonction f(x) appartient & la classe C* [0,1], pour
elle ont liew dans Vintervalle [0,1] les relations

. k41
() Bz f) —BR(x; f) =— L2 (2L — (60, B Euras £
mm + 1) 2
=12 ... %

La démonstration de ce théoréme se fait en considérant 1a fonc-
tionnelle linéaire :

Rup(%; f) = Bii(x; f) — BY(x; /)
et en procédant ensuite comme dans le cas du théoréme 2.

THEOREME 3*. Dans les hypothése du théoréme 3, quel que sort

1=1,2, ...,k ont liew dans Uintervalle [0,1] les relations
\ @& pw .. & @y, . '

16 — B&ilx; Bp(x; f) =

(16) o D25 f) o7 B (%5 ])

xh—itl p 449 i Fii y B
= S ( * S x) E-'S)h;)l €8y Eﬁ”.}:)—il'*'a AR (m = 1’ 2’ A )’
m(m + 1) 2 s

ot E.f:.‘:i"), ff,’zf), 535 ﬁfff,'z?_,-H sont des valewrs de l'intervalle (0,1).

Démonstration. On obtient ce théoréme du théoréme 3, tout comme
le théoréme 2* a été obtenu du théoréme 2. Lorsque i = k, on tient compte
aussi de la propriété suivante, établie dans le travail [{] 2
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Quelle que soit la fonction IF(x) continue dans lintervalle [0 1]
pour elle out lieu dans lintervalle [0,1] les relations YN

= 0 o pO o x(l — ) 3 '
Rl l’} hw-‘)-l(-\ )_f) Bm (x ) f) — ’!R(iﬂl-k ]) [Em,]_: t.mzlg, Em,3 ) j__'
(m=1,2...).
3. Pour des fonctions de plusieurs variables indépendantes on peut i

€galement obtenir des polynomes d’interpolation du type de ceux que
nous venons de considérer. Afin de ne pas compliquer I'exposé, nous
nous bornerons au cas des fonctions de deux variables indépen&antes.
L’extension des résultats que nous exposons dans ce travail 3 des fonctions
de plusieurs variables indépendantes ne présente aucune difficulté.

_ Soit donc f(x,y) une fonction définie dans le domaine D défini
par les inégalités

e

D= =1, lsy<1 I
et soit l
(18) Bt y;f) = B X CuChail — "Y1 — i[>, - S
i=0 j=

le polynome habituel de §. N. Berstein, correspondant a la fonction
f(#,y) et au domaine D considéré.

Soient aussi % et . deux nombres naturels, arbitrairement choisis, {
que nous supposerons néanmoins fixés dans ce qui suit. |

Nous supposerons que la fonction f(x,y) admet dans le domaine
D des dérivées partielles d’ordre % + !, continues.

En considérant pour le moment y fixé et x variable, f(x,y) appa- .
rait comme une fonction d'une seule variable indépendante #. En construi-
sant le polynome Bf,’f’ correspondant a cette fonction, conformément a
la formule (4), on obtient la formule approximative suivante :

k—i ) |
= 8 'Y i
i ?

A MO0y e m )
(19) fi=, y)f-.pgo L + X @umal®) —

oll ¢; x(%), représente les polynomes (3).

Considérant le deuxiéme membre de la formule (19) comme une somme
de fonctions de la variable y et écrivant A la place de ces fonctions les j

-
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; 0 ; _ '
polynomes B,’ correspondants (relativement 3 1 il _
la formule _ ¥), on obtient

k—1 -1

il i
2 Iy ¥ ett0,0 | 3 il (0") '
20 xl z St —_~_~,~ j fl
( ) f( y) jfv;'g Pl o|r=0rl  axPay +;§0 (P"”’l(y) a+P5yt 3
\i‘, L a’f“f(i, 0) " a’*+ff(i. -j;]
+ \ (P'., . ¥ ;_ m ’ m n
= () rgoﬂ dxkayr £s ,go Pimi{ ) axkgyl

Le deuxiéme membre de cette formule est un polynome dans les variables
x et v, du degré m + k en rapport avec ¥ et du degrén + I en rapport
avec y. Dans ce qui suit nous le noterons par Bii(x, ¥;f). On a donc

k—11—1 -1 m ; akt+rfl— 0
i B Py 8P*70, 0 r ( : )
(1) Bua(xy:N =% ¥ 100 L TN umalt) — 2L
p=0v=0 plv! 9sPay r=07!i=0 d xFay"

k=1
4 n

P ak+l;(m—i-, —jz_)
+ Xt B i) — 5+ B T 0ima(2)91,109)

p=0p! iZo i=05=0 arkayl

GP-H f[O, L] m o on

Dans ce qui suit, nous démontrerons pour ces polynomes des théo-
rémes analogues aux théorémes 1, 2, 2%, 3, 3* précédemment établis.

THROREME 4. Si la fonction f(x, y) admet dans le domaine D des
dérivées partielles d’ordre k + 1, continues, alors a liew dans le domaine
D I'évaluation

22) [ 3) — B,y )= — 2 (142

— x)[gl’ oy Ek+3 ,f(x; y)]‘ il

_I_

¥

Y42 {f*_ [ it a*/(E, ¥)
n { 2 y]ks_q”""“’”" o

A=l ” s
X " s , 0@ f(ov y)
+p£=:_0;[f)1 RERUE Hyr e y}-

Ot By Powwion Sppg B B s Bin représentent des valeurs dans les inler-

“wvalles 0 < x <1, respectivement 0 < y < 1.9

3) La notation [E,..., Erty; F(#, ¥)]x représente la différence divisée partielle de la

fonction f(#, y) par rapport avec la variable #, sur les noeuds &,,..., Ep45.
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Démonstration. Considérons l’expression qui fi
droit de la relation (19). Elle représente le p
correspondant i la fonction d'une seule variable
= f(#,), ¥ étant considéré paramétre. Dans ce ¢
ce polynome par le symbole Bgf,’:)[x, Vi f(x, )
on peut écrire la formule suivante analogue

gure dans le membre
olynome B# [x: F(
indépendante F(z) =
wl suit, nous noterons
1. En tenant compte de (3)
a la formule (4) ’

%)]

© k=1 m k —i—
23)  Bullxny;flxy)] =Y 2L 2% - ( ; "’)
B ;»Z=0 Pt exr T Eo Pimi(%) _“aﬂ,,k_— :

On définit de maniére analogue

(24) Bl x, v; flx, 1] =’§ V8T, 0 , 2 a’i(x. %)
) ' r=0 7| _=0<Pj,u,l(y) ey

8y

{ ayl
Avec ces notations, considérons I'identité
(25) J(%,3) — Buli(#%,5 5 f) = (f(%,9) — B¢ (w5 flx, )]} +

+(BY [, y /(% ) ]— BY) (%, y s f(% 9]

Le premier terme de cette identité peut &tre écrit en vertu de la formule
(6) sous la forme

(26) ' S, 3) — Bz, y; f(x,9)] =

xk+1 gk 4 2 k
=— T (= &) Bk S0

m 2

oit est notée par [EX ..., &% . s;f(%,9)]: la différence divisée partielle
de la fonction f(#, y), relativement & la variable %, sur les noeuds
o E®, . 3. Ces noeuds dépendent des variables x et y et sont

2 L
situés dans l'intervalle 0 < x < 1. _

Pour évaluer le deuxidme terme qui figure dans le membre
droit de lidentité (25), nous utilisons l'expression (20) du polynome

B%9 %,y ; f(x,y)], qui nous conduit a l'identité

(27) B®[x,y: f(%,7)] = B3 (2,3 Ba' [%,5; (%, 7)1}

g -

\Ee- 6

3]
=
n
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ié em-

tité, on remarque que le deuxiéme terme du ;rrx &
25) représente I’approximation donnée P

En utilisant cette iden
B%)[x,5; f(%, 3] relativement

: I’identité ( )
pre droit de omdant & la fonction

) LN
Pollynogiealgéﬂy ch;e S\I;ertu de théoréme 2 (fo_rmule (6)) on e
a la V@ v
(28) BE [x,y; flx.y)] — Bualz,y: f(%.5)] =

_ B [w,y; f(%,9)] — Bix (6,5 B [%,y: f%: )]} =
_ w+1(z__+_g_ _y] - D(x, ),

= " 2

ott D(x,y) a l'expression

(k) . gk -
(29)  D(x,y) = [45%0(%), muz (%), - - o Mits(%); BE N (x, y; f(x, )]y
i ivisé i 1a fonction B '[x,y ; f(%, ¥)]

et représente la différence divisée partielle de la ”?Ir)lc on B,,. (k’;)y ; ,C
par rapport a la variable y sur les noeuds 7, (.x), R T)",,T?(x). es
noeuds dépendent des variables x et y et appartiennent a I’intervalle
0<y<l1. e

Soit a = (a4, @y, +.-, 443) un systéme de 7+ 3 noeuds distincts
dans Pintervalle 0 <y < 1. Considérons l'expression suivante

(30) Efa;f(» )] = [a; Bl (x5 (% 9)]),

B o . . k- .
représentant la différence divisée partielle de la fonction B (%, 5 ; flx, )
par rapport a la variable y, sur le systéme de noeuds a = (a,, 4, . . ., @43)-
Nous considérons ces noeuds comme étant des parameétres indépendants
des variables x ct y.

Vu que les deux opérateurs (la différence divisée et 1opérateur
Bi') qui s’appliquent a la fonction f(#, y) dans la formule (30) sont
linéaires et que ces opérateurs se référent a des variables indépendantes,
on peut le permuter et obtenir de la sorte 1'égalité

Efa;f(x, )] = B)(x; [a; f(%,9)],),

ol B)'représente 'opérateur défini par la formule (2). En utilisant cette
formule, on obtient

B 7 Bl fmond = 3 S0, S e o 4 4

¥

k—1 k—1 . =L
+—= [a L8470, 9) (x — s)k |y . 8%, 9)
(: — 1)1 gak—1 y+§ (k-1 vl L]ds.
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En appliquant a lintégrale la deuxiéme formule de la moyenne B i
ent la relation ) obti-

- P — )1 k ’ 3 —
(32) S—-——(; ; ' B,(s; [n; Ll b f(s;” ] ]ds =_”iB,,,ls; [;,; 3*(s, 3) ]
‘_ g Ny ast |y k1 ast |0
ol s ¢ (0, x) et done s € (0,1).

Puis, compté tenu de 1
que de lidentité

a formule (1) ainsi =

Z C:" xi(l _ x)m-::___ 1
i=0

serv 5 la- 24 3 ;
on observe que Bm(S, [a, R ] de (32) représente une moyenne
§ ¥ x

& : at(x v ’ ;
des wvaleurs de la fonction F(x) = {a: -——f(k—)] d'une seule variable indé-
dx y

pendante x, dans l'intervalle 0 = x<1. En tenant compte de cette ob-

4 - o g . ki 0

servation, en vertu de la continuité de la fonction 2.0
gk

suivante

dans le do-
maine D, on pourra écrire la formule de 1la moyenne

Bm(s—; [a; ~———.akﬂ5’ ) J ) = [-a; .9 ] ;
P . ¥

85k axk

ol ?6(0.1).- Ainsi on obtiendra, pour I'intégrale de (31), la formule de
la moyenne

x

(r — k1 S PRELICSVR RV [ . _3HG. ) ]
=] S (k —1) Bm(S, [d’ ask L) T .l, axt |y’
0

et on transcrit la relation (31)

=

. B jk—l X? ; apf((),.‘,) 1 ﬁ & i 6"/(;‘-? J’)
(34) E[a,f(x,y)] = IEM—,["‘: axP L,[—}_k![d) 3wk L

Revenant a l'expression de D(x,y) de (29), on observe qu'on peut 1'ob-

tenir de (30), en effectuant les remplacements a, = qff‘,”(x), by pilliE
= Tniss(%)

(35) D(x,y) = E[a ;f(x'y)]lai=ng‘l:)(x), (=1,2, ..., 043) -
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i 28) et en temant com-
ette expression de D(r,y) dans ( ter .
-y rem%)alafeﬁi;n (34), 1;u obtient une évaluation de la d1fferetntce égz{
te deau premier membre de la relation (28). En ernpltl)yan't:1 iieone o
{1 ﬁgn ainsi que l'évaluation (26), on obtient de (25) la rela .
g Soré risagé.
démontre le théoreme envis H .
* ql(l)lbservations 1°. Si la fonction f(x,y) admet des dérivées partielles
d’ordre assez é€leve, alors la formule (22) devient

0 SRR

Bt r 0 Y e o o
(36) f(%,5) — Buulx, 51 /) (k +2)1m | 2

. axk+2

2% | k gh+l+24(E, )
_ St [1 +2 ’]{_x_a (€, M) s

)
(1 4+ 2)'n 2 k1l gxtgylt? p=0 p | axPay

-1 L2 8t T2f(0, 7)?) }
ni et n(p=0 k—1) sont des valeurs des intervalles
ou Q, j:3] = IR s /
t.
0< x<1, 0 <y <1 respectivemen ", .
2°. En vue de I'évaluation du reste f(x,y) —B, (%, v; f), nous avons
utilisé dans 'exposé précédent la représentation

(27) BiNxy; /) = B iz, y; Bal' %9 fl% )1},

qui d’ailleurs nous a conduit a la formule (21). Teniili)lt compte de la forme
symétrique de I'expression (21) du polynome B, (%, y;f), on constate

: 4 (k1 ] . .
aisément que le méme polynome B,,,_,f(x, v ; f) admet, outre la représentation

(27), aussi la représentation
(27') Buia(x y; /)= Bu Xz y; BO %,y /(2 )]

Ln utilisant cette nouvelle représentation et en faisant un raisonnement
analogue a celui de la démonstration du théoréme 4, on obtient pour le

kd 12 . . \ .
reste f(x, y) — Byh(x, v ; /) expression suivante, analogue a I'expression
(22)

- . ! ] I+ 7 49
(37) S(x, ») _B},’f,',’,(x, ¥ f) =— y” l j ‘—y)["’h: ce Mg flw, Ny —

__xlrp g9 _ y! '. alf(x; )

R i |+
v f(x, 0) |
. _’ v v y arflx,
+ rgo 41 [Ql; * ey Qk+3 , TJI} ]

o g, ... Chys et N N

) re» Miyg Teprésentent des valeurs des intervalles
0= % 1,7 0<y<1 respectivement. -
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A f{x.v) admet des dérivées

] : partielles d’ordre suffisamment élevé
alows cette formule devient

— ; X I+1 4
B Axny) —Bollny; ) =—-2 ( Sl Nl {8 S
(4 2)1n 2 ayl+?

. xh+1 kL2 yi al+k+2/(g, -5 L yroaktrif(E,, 0)
(k+2):m( 2 _x){— + 3T }

I axk-%—Za",f ;=0 7! G'VkJ‘"za}'r

od I, L(r=0,1,..,1—1) et 4, n sont des valeurs dans les intervalles
0 <x<1, 0<y<1 respectivement.

3%, Dan;.‘_ ‘Ie cas spécial k =0, [ =0, il faut considérer, 4 la place du
polvmome B, (x,y;f) de (21), le polynome B, .(%,y;f) de (18). Dans ce

cas, dans 'hypothése de la continuité de la fonction f(x,5) dans le domaine
D, on obtient la formule

39 % %) — Bualt, v f) =— 212 12 &) B f(x, )] —

m

— M=) s g5 SE D) e

ot Z, Z; et v; sont des valeurs dans les intervalles 0 <2 <1, 0 <y <1
respectivement.

En effet, en utilisant les notations

(30 By lxy; f(5 9)]= X Cus'll — 9" M-, )
o s i j n—j .. _]_
(41 Bz, y; f(x,9)] = ]_Z_‘.OCi. Yy =) f (”” =L

on peut écrire

By, ¥) = B %,y ; Bul (% 5 f(% )]

«t donc
(42i f(x: 3’) i Bm,n(x: y:f) = {f(xJ y) —BS‘):'.) [x-' y;f(x, y)]>+

(B %,y f(%,9)]— B\ (%5, By (%, ;)]

[ &

15 SUR QUELQUES POLYNOMES : 219
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Le premier terme de cette identité s’écrit en vertu de la formule (12) S
la forme

x(1 — %) 3
flx, ») —BRl[% v flx, 9)]=— :(—,,_x_ (En1r Emzs Bma J1e

ott Epy, Emar Emgs Teprésentent des valeurs de 1’i11terva1‘le 0.<,1:<1. L(’E deu-
xi¢me terme de Ilidentité (42) représente l’app};o'z;nmatmn donnée par
le polynome B'') correspondant & la fonction B,.'[#,y;f(%, y)l, re%at?f
a la variable y. En vertu de la formule (12), ce terme peut &tre écrit

LU — 1 N
sous la forme ——'—(—y-—-lD(x. ¥), ol
1

(43) D(%,3) = [ngs Mg Mg B (%, 35 f(%, 9)],

i, e s . ‘0,- .
représente la différence divisée partielle de la fonction B,,,,.’[x,y ; f(%, )]
par rapport a la variable y sur les noeuds 7,3, N5, M 3. Ces noeuds dépendent

des variables x et y et appartiennent a l'intervalle 0 < y < 1. De la formule
(43) on obtient aussitét 1'évaluation :

(44) D(x,y) = B.(x; [ay, a5, ay; f(%, ¥)],)|

al:“"ll’ a.=n”:2’ al:""la

On sait toutefois que si F(x) est une fonction contitiue dans Iintervalle
[0,1] alors la formule de moyenne a lieu

B,(x; F) = F(§), E¢(0,1).

Considérant dans cette formule F(x) = [a,, ay, a3 ; f(x, ¥)]y et en tenant

compte de la continuité de la fonction f(x, ¥) par rapport A la variable. x,
on obtient de (44) I’évaluation

D(x, y) = [a,, 4y, a3; f(E, )]l

A=TNy,ppevn B=

De 1a et de (42) résulte en définitive la formule (39).

Une formule similaire 4 la formule (39) a été obtenue récemment,
moyennant une autre méthode, par D. D, STANCU (19].
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THRORRME «%. Dans les hvpothéses du théordme 4, quels que sotent
ies mombres naturels et satisfaisant aux inégalités 0 << o < B, 0<<p<1
om @ lex dvaluations ===

\4:,: 6“‘;‘ 5‘“.‘., -‘.) _ '6“4 8

(k) ., . N
s+ arf ax* 9yt Bulnlx y i flx, y)]=

R—a+1 Vs
" x (k — )1 + 2 _ .‘lf) lEgu.fi), E(a,ﬂ)

e sy Gh—at-3 ,

8" Pr(x, ) ] _
axr*av® |,

r"‘p-f-l ; - B L9 vk—u kB, -
_— : e wllF | e il . 8T (%, )
N ( 2 y}{(k—a)![ql SRRRRI 1 - J =
. y

ar* ayf

k—a—1 ;
oy e a@d . 0, )
T Ay T aey Mgl L] 4

Toutes les différences divisées qui interviennent dans cette Jormule sont prises
sur des noeuds des intervalles 0 < x <1, 0 < ¥y <1 respectivement.

 Ce E:héoréme résulte du théoréme précédent, si 'on tient compte de
V'identité

~a+ B
e e (kD) . e __ plk—a,1—g) 3%t ¥i(x, y)
B0 BRI Sl )] By SR

qui s’établit d’ailleurs facilement en utilisant, 'identité (14) ainsi ¢ I'i-
Sentite (271, (14) ainsi que I'f

5 etl,goa:lzémtho_n peutfalre des observations analogues aux observations
éoréme 4.

THEOREME 5. Quelle que soit la  fonction f(x,v) admettant dans le
fomm?el.D des dérivées partielles d’ordye k + 1, contines, les relations suivan-
es ont lien

(47) Bods wir [,y f(%,9)] — B0 %,y ; (%, )] =

o #L pg3 Y[y C ale ) ],
m(m 4- 1) ( 2 _.L) {T'— {El' S Ek+3 ’ __aj.l Jx+

11
+ ¥ 3’_[[51, s Eayss _"ﬂ"-_"l,}}__

r=0 rl ay’
gy +2 T . 0N 9) 1
e ( - y){k![’h, «oes Nitg s o L—r
k=1 _p
il 8710, 3
+Y p,[m,---,")tw; L:)J}
p=0 P! gx M

5

o el & (i=1,2,... k+ 3) sont des valeurs de I'intervalle 0 < «
3 5 » ) ) < X < 1;
et 0, (J=1,2,...,1+3) sont des valeurs de Uintervalle 0 cy<l

L)

29
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Démonstration. Nous montrerons d’abord quon a 1’évaluation
(k:d) : "
(48) A, = B¥[x v f(7 9)] — Bual% 35 f(% 9)]
” . 0ME y)
e ;l'£+1 l+2_y) _’f_[-,h, ._.,'ql+3)_—7—] +
T oam+n L2 k1 axt  ly
R 8?10, ) ] }
4 -  ——— s
+I,Z~0?!-[QI: cooy Nit3 s ax" h
oit £ et My, ..., Mg sont des valeurs des intervalles 0 < x <1, 0 < y<1
respectivement.

En effet, ou peut écrire )

A, = BUL LB [x, v f(% )]y — BUXBw (% 55 f(% )1

m,:

¥n appliquant le théoréme 3, on obtient I'évaluation

M= = (P =)t a5 Bl (595 (5 N

u(n + 1

ol les noeuds 7,, ..., N,43 dépendent des variables x et y et sont s‘it’ués
dans lintervalle 0 <y < 1. En procédant par la suite comme a I'éva-
luation de l'expression D(x, y) de (29), on obtient pour A., 'évaluation (48).

C'est de la méme facon que 1'on obtient I'évaluation

(49) Au. = Bural% y; fl,9)] — Bunl®,y; f(%,9)] =
L k42 N[yhT, . _8%(x n)
m(m + 1)( 2 x){ ! {QI’ . Ek+3 , ayt J«"+
=l r r 0
15:Ea LT
r=0 7! ayr x
ou n et ..., %, appartiennent aux intervalles 0 ¥l D= x<d

respectivement.
Revenant 4 la démonstration du théoréme 5, nous utilisons I'identité

(k.1) (k,0) (k! k
Bm+l,n+1 - Bm,n= [Bm+)l,n+l = Bsn:lijl-}—l] + [B(k.” Bg:'lf)t]

m,u+1 T

En évaluant les deux termes quj i
qui apparaissent de la sorte, ¢ 3
aux formules (48) et (49), on obtient la relation (47). e
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THEOREME 3%. Dans les hypothise du théoréme 5, quel que soient les
nombres malurels o el B satisfarsant aux inégalités 0 < w << b, 0 < =1
on a des évaluations de la forme B

5 S e g+ B
M ———8B x v fla,y)] — —— (k,0) . _
il PYC wat1 [V ) f( 3)] 22" a7F B,,,,,,[x, y ,f(x,y)] —
=—== (I zide _'J’) {———xk—" 3B J(E, )
&% = 1) 9 ® — o)l M - -5 Ni—p+3 _;Tayp—] -+
) —==1 o sl
+ ¥ g  Tp—pra 2 /(0. 7)
#=0 2! ¥ ax°+f’ay§ -
= M ! o+ B
31 c B &0 . F)
S mipLa X,V f(x,y)] — ———— B&A .
PYCI al J(x.9)] 27 ayF byl ¥ flx, )] =
L - 1—8
= = oS Ea. . wd ] S Te gita
!‘!_1}( & ‘){ (1—pt [Ql’ vy B | _a—x'f:—im] o
¥y x
-1
+ ¥ Xi: z . %P g)
e S e A R a . Bfr ’
8x" gy x
{32 _i:igvu.: 2.5 :f(, 9] ST
t -~ . & m-1m+1 5 4 . e : .
8z &y ’ y 4 Py ay” Bm,,,[x,y,f(x, y)] iz
_ el (g9 -
S (-——-L —x _lL a E L I‘f(x, .0)
e . (¢—-p! 10 -y Gk—atd, ————| L
) =gyl |
1—g—1
. T % 5l - a+B+4r
R = _;["” AT O ks (.
r=06 r!l axq ay”’
y Bt (Il—B+2 zhk—a
T seeml s i —— . _9MB(E )
=mm < 1 ( yJ{ ["31:---:7):_ 3, ———=1_
} 2 (#—a)! B+ Pere, i +

z — 1T - .
e o il = ¢ oy gy ) 3
pae P [ N1-g+3 o Tha, T

B
L'zffirmg

tion de ce théoréme résulte i

s I'on tient compte de lidentité (46). mmédiatement du théoréme 5
TEEGREME 6, Si ;
e E 6. 51 dans le domaine D0=x<1, y<o <15 s
5 fir, 05, 22D 8T 0 alfts, )
ay ayl-1 —:937—

223
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non coicaves respectivement) d'ordre k + 1 par rapport & la

sont convexes ( ; e ) fcroissante
S iable x, alors la sile double {Bm_,l(x, i Dmon=t,2 ... €S décroiss
Ay

(non croissanie respectivement) par rapport & Vindice m, dans le domaine
D*¥0 < x < 1, 0 <y <1y, Cest-d-dire
Bl Fl— B, y; [) <0, (%,9)E€ D*.

m-1

o)

. [ 23K . b P
Une propriété analogue a liew relativement & Uindice n, dans lkyp?th;se
we dans le domaine D sont comvexes (non comcaves respectivement) d’ ordre

lq—i— 1 par rapport & la variable y les  fonctions suivantes :
5 810, ¥) 8% 1/(0,) 80, )
(5:) f(O, y)’ TJ S AR ] A .

Les affirmations de ce théoréme résultent tout de suite des formules.
(49) et (48).

Observation. Lorsque 1'un des nombres % ou [ est nul, ou lorsque les
deux sont nuls, la formule (21) n’a plus de sens. Par exemple, si 2 =1=0,
at licu des polynomes (21) i1 faut considérer les polynomes (18). Avec cette
convention le théoréme 6 demeure vrai dans ce cas aussi.

_ AHIORBNE (*. Sofent o el B des nombres maturels salisfaisant aux
tnégalités 0 = a<h, 0=L=I Si dans le domaine D{0<<x=<1,
0==y=1} les fonctions

8 Pix0) 9%y 0) .
ax° ay" : 82"~ ayB'H

3%+~ 0) 8% ¥4z, 9)
ax"ay 1’ PYCPYY

(56)

sont convexes (nom concaves respectivement) d’ordre k — « 4 1 par rapport

@ la variable x, alors 1 ' ot P g
» alors la suite double —a 7 Bmalx y; f] est
, ) . . 91" 83 ’ m,n=1,2 ..,
décroissante (non croissanie respectivement) par rapport & Uindice m dans

le domaine D*{0 < x < 1, D91}

Une propriété analogue a liew relati i Uindi » |
! vement a Vindice n, dans I'hypothés
. ! g
gﬁi danslle domaine D sont convexes (mon concaves respectivement)yfi’ordre
B+ 1 par rapport & la variable ¥, les fonctions suivantes

5 ERRL() a-+f+1 k+p—1
(57) _._ﬂ/_p?_) _"’_a_H_f(@»_?) 38 0,5 8P yx, )
] P ——— — N TS
sl R g+ layk as*ayf

Les affirmations d

(51) ot (50) e ce théoréme résultent tout de suite des formules
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