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OBSERVATIONS SUR LA SUITE DES POLYNOMES DE
S. N. BERNSTEIN D'UNE FONCTION CONTINUE

par
ELENA MOLDOVAN

A Cluj

1. Dans les travaux [1] et [5] on démontre le
THEOREME (*) S? la fonction f(x) définie sur Uintervalle [0,1],
est convexe, non-concave, polynomialle, mon-convexe ou concave d'ordre 1,
alors la swite des polynomes de S. N. Bernstein

1) Bl fiv]; Bellfi®]ysnery Bulfi®]ssve

rvelatifs & la fonction f(x)et & Pintervalle [0,1] est respectivement décroissanie,
non-croissante, stationaive, non-décroissante ow croissante.

Dans I'énoncé de ce théoréme, la propriété de convéxité, non-conca-
vité, polynomialité, non-convexité ou concavité d'ordre 1, de la fonction
f(x) sur lintervalle [0,1] signifie que les différences divisées [#;, %, %3 ; f]
pour chaque systhéme de trois points %), %, #; de l'intervalle f0,1],
sont >0, =0, =0,=<0, ou <0.

Dans le travail [2] on démontre le suivant théoréme réciproque du
théoréme que nous avons énoncé:

THEORDAME (**) Si la dérivée ['(x) exisle, est comtinue sur [0,1]
et si sur cet intervalle on a Buy[f; 2] < Balf; x], n=1,2,..., alors
(%) est convexe d’ordre 1 sur [0,1]. (Par la convéxité on a entendu non-
concavité).

2. Le but de cette court note est de faire I'observation que dans I'énoncé
du théoréme (**) on peut remplacer la condition de continuité de la dérivée
f"(%), par une hypothése plus faible.
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Considérons le polynome du dégré 7 de S. N. Bernstein
@) P,If; #] =—= ¥, fla) () (¢ — %" (x —e)

(b—a)" o

b —a . - cpr .
y _ G fonction f(x) est déf .
relatif 4 intervalle [, 0] ol a; = a + ¢ n Rl /(%) © lme‘,

sur [a, b]. -
Pour @ = 0 et b = 1, on obtient le polynome

3) Blfidl= Y (2@ — s

i=0

Le polynome du degré n de S. N. Bernstein est en méme temps le poly-
nome d’interpolation de Lagrange sur les # -+ 1 noeuds

b—a

d,-=a+’l: ,1:=0|11"'Jn

n

et pour une fonction dont les valeurs sur les noeuds s'obtient par des.
opérations appliquées aux valeurs de la fonction f(x) sur les points consi-
dérés. Cette observation a été faite dans le travail [3]. Pour le polynome
(2) on a

@) Pufia+s22f = 3 () 5 —sp~ (e

b4

- . . [l -—
On voit donc, que le polynome P,[f; x], prend sur les points ¢, =a + s .

des valeurs qui s’obtient de celles de la fonction f(x) comme on l'indique

dans la partie droite dans (4). Dans le travail [3] on a donné aussi une
construction géométrique des points Afa + s ol , U5), ol
n

bi =1 )'i (7) s'(n ——s)"fif(ai), §s=10,1,...,n

" =0

C'est une construction des lignes polygonales successives.

On remarque que la démonstration
de la forlpule (4) et de la propriété des
les caractéres de convéxité de la fonction

du théoréme (*) peut se déduire
Polynomes P,[f; x] de conserver
(%) sur I'intervalle considéré [4]-

et T

T
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3. Lemme 1. Si g Jonction f(x) est continue s

; ur [a, b] et si la suite
{Pulf; x]py , est non-décroissante, alors A9 =P.[f;

%], %€(a, b], n=1,2,..
La démonstration résulte du fajt que la fonction f(x) étant continue
sur [a, 0], la suite {P,[f; x] },_, converge uniformement vers f(x), sur
[a, b] et donc, 4 cause de la monotonje qu'ona supposée pour la suite des
po]y]lo}l)l]les P,[f; x], on ne peut pas avoir f(#) < P,[f; ] sur aucun point
de {a,

On peut démontrer de la ménie fagon le

Lemme 2. Sila fonction f(x) est continue sur [a,b] et si la suite
AP:Lf; 1y, est non-croissante, alors J(%} < P,[f; %], x €[a, b], n=1,2,....

A Taide de la formule (4) on obtient imédiatement le

Lemme 3. Si la fonction f(x) est mon-concave (non-convexe) d’ordre
1 sans éire polynomialle sur-[a, b] alors il existe aw moins un point
dans [a,b] sur lequel P,[f; x] > f(x) (P.[f; %] < f(#)). Sila fonction f(x)
continue™) sur [a, b] west pas d'ordre 1**) alors pour n suffisament grand

on a Py[f; x] < f(x) sur au moins un point et P,[f; x] > f(x) sur au moins
un poinl de [a,b)].

4. THEOREME 1. S7 la fonctions f(x) est continue sur [a,b] et si Fon

a f(x) = Pu[f; x] pour x¢€[a,b] etpour n=1,2,..., alors f(x) est non-con-
vexe d'ordre 1 sur [a,b]

Pour démontrer ce théoréme, on voit, en considérant tous les cas de
négations de la non-convéxité, qu’ilssont en contradiction avec I'hypothése
faite sur la fonction f(x). En effet, si 'on suppose que la fonction f(x) est
convexe, ou noin-concave d’ordre 1 sur [a, b] alors en utilisant le lemme
3, on est en contradiction avec I'inégalité f(x) ;_,P,,[ s x],‘ x%€[a, b] et
n=1,2,... Sil'on suppose que la fonction f(x) n’est pas d’ordre |, alors
on obtient la méme contradiction.

I.e théoréme suivant est aussi vrai.

THEOREME 2. St la fonction f(x) est continue sur [a,b] et st PUon a
f(x)<< P,[f; ] powr %€ [a, b] et pour n=1,2, ..., alors f(x) est non-concave
d’ordre 1 sur [a, b]**%)

*) Quand on a suposé que la fonction f(#) est d'ordre 1 sur [, 8], la continuité sur
(a, b) en resulté.
*%) Dans ce cas il exist'e tr'ois points x;, g, %y 51a_n§ [a, b] sur lesquels [#;, %5, #5; f1 >0
et trois points x;, %, xg Surlesquels [x,, %, %3] <o .
*#+%) Dans les théorémes 1 et 2 la non-concavité contient aussi le cas de convexité et la

non-convexité le cas de concavité.
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5. On peut maintenant obtenir en se basant sur les lemmes 1,2 et les

deux théorémes, le
THGORBME 3. St la fonction f(x) est continue sur [a, b] et si la suite
(P [f; 5] est mon-décroissante (non-croissante), alors la fonction f(x)
1 n=1

est non convexe (non concave) d’ordre 1 sur [a, b].
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SUR UN CYCLE LIMITE

par

I. MUNTEANU

a Cluj

Dans ce travail on établit I'existence, 1'unicité et la stabilité orbitale
d’un cycle limite pour un systdme d’équations différentielles qui géneralise
au sens indiqué dans [4] et [5] le systéme bien connu de LIENARD [3]
ainsi que le systéme considéré par LEVINSON et smiTH [2]. En utilisant
Ja méthode de $TOKER et FLANDERS [8] on étudie ensuite le comporte-
men;té la limite d’une famille de cycles limite qui dépendent d’un pa-
rametre.

1. Considérons le systéme d’équations différentielles :

dx
. ] 2 — y) —F (),
1
] @

e

Nous supposerons que les conditions suivantes sont remplies :

1°. Les fonctions F(x), g(%) e h(y) sont définies sur tout Vaxe réel,
sont smpaires, conlinues ef satisfont 4 des exigences qui assurent Fumicité
et la possibilité de prolongement de toute solutions du probléme de Cauchy
relatif aw systéme (1);

2°. La fonction F(x) a une seule vacine positive x = a, F(x) <0 powr
0 < x < a et F(x) est croissante dans Uintervalle [a, ) ;

3°. sgn g(x) =sgn x;

4°. La fonction h(y) est croissante et lim h(y) = @
. y+x



