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4. B padorax [2], [3] mokasaHo, 9YTO MHOrMe TCPAHUIHBIE 3ajauy
piaa anddepeHHATBLHEIX ypaBHeHHIi, KaK OOBIKHOBEHHBIX, TAK W 3JLIMII-
THYECKOr0 THIIA, IPUBOMAT XK MCCIEJOBAHMIO vpaBHeHHil BUIA

(12) My — AN = 0 (;J.]VI’M — Nu =O, = _51_) 1 € R

N

rae M u N — nnHeliHBIe OIEPaTOpPLL (mopomaeHHbIe 3ajaHHLMU Oupdepen-
MAaNbHEMH BHPAMKEHMAMH ¥ TPAHHYHLIMA YCIAOBHAMM), OTPEJICICHIILE CO-
OTBETCTBEHHO HA IUIOTHEIX B X Juueitneix MmHOmecrBax R u Dy D R
YROBIETBOPAIOMHUE CIEAYIOLEM YCAOBHAM: MHOKECTBA 00pas3oB oIepaTo-
poB M u N CBABQHEL yCJIOBHEM M(R) D N(Dy), M n N— cumMmeTpuyeckue
oneparopsi: (Mu, v) = (1, Mv), (Nu, v) = (u, Nv), u,ve R, M — crporo
momonTeNbHbLE omeparop: (M, 1) = v, (1, u), v, >0, nsew wwuii o6paT it
omeparop M ™1, BHONHe HempepHBHLIA B X, omeparop M-' N uwmeer
OHCKPETHLIA CIEKTP.
Vpasuenue (12) 9KBUBAJIEHTHO ypaBHEHHIO

w— M- Nu=0 (uu—M-"Nu=0) ek

Ouepatop A = M- N ynoBieTBOpPAET BCEM YCIOBHAM § 1, ero cumme-
TPUBATOPOM ABJIAETCA OIepaTop H = M. Hosromy, mas ypasuenus (12)
copaBe/uIuBEl Bee pesynbrarH § 2, rje B dopMynMpOBKAaX TEOPEM HA.NO0
oneparop A samemurs Ha M ~'N, a omeparop H pa M.

Econ N Takse mmeer ofparmpii onmeparop N~™', BIOJNHE HENPepHB-
gt B X, To cucreMa COOCTBEHHLIX 3JIEMENTOB YpaBHEHHH (12) momua (cM.
§ 3), n6o omeparop A1 H™ = (M-' N)~t M~!'= N~! pmojue HeOpepLIBeH
B X m pnua ypasuenusa (12) cmpasepinsa Teopema 58

Coo6pasenus, NpUBEeJEHHEE B 9TOM § Q0T BOBMOKHOCTH NpUMEeHATh
paesysibTaTH, TOJyYeHHHe B 9T0if pafore K MBYUEHHMIO PACTIPEALICHIA xa-
paxTepucTHdecKknx sHadeHuit AudepeHnIaNLHBIX ONEPATOPOE, mopoMMIa-
eMBIX PA3JMYIHBIMH PAHMYHLIME 3agadamu (CM. 21, BN
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SUR' LES METHODES D'ITERATION APPLIQUEES DANS
L _ESPACE DE BANACH POUR LA RESOLUTION DES
EQUATIONS FONCTIONNELLES NONLINEAIRES.

par
BELA JANKO

& Cluj

Considérons la catégorie des fnéthodes, ayant la forme générale [2]

(1) Ters = Bu + O([P'(F)]7Y, PR, P'(%), P'(Fo), )

qui servent a la résolution des équations opérationnelles nonlinéaires P(x)=0,
définies dans ’espace de Banach X. On voit dans cette formule qu’on suppose
I'existence de l'inverse de la premiére dérivée du type Fréchet. Il est ce-
pendant bien connu qu’il y a souvent des difficultés dans l'application
effective de ces méthodes. Il est difficile de vérifier 'existence des inverses
et de délimiter convenablement leurs normes. Le calcul effectif des inverses
présente aussi des difficultés, ce calcul étant équivalent a la résolution
d’une équation opérationnelle lin€aire. ‘Souvent ces inverses ne peuvent
pas étre calculées exactement. ‘

Dans notre travail nous cherchons 2 éviter l'utilisation des inverses
dans la résolution des équations fonctionnelles de la forme F(x) = 0. Par
conséquent nous considérons une autre catégorie de méthodes,

: » Yno F(xn)! F’(xn): e F(m‘.(x")) Yns (n =0,1, )

9) %, = % ‘P‘(
(2) ZHpyy = % + Bl n

oit ¥ est une fonctionnelle nonlinéaire donnée et. FW)(x,), (v = 1,.2,...,m)
représentent les dérivées de Fréchet de la fonctionnelle nonlinéaire, con-
tinue F(x), définie dans un domaine convexe et complet D de I'espace de
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N X désigne l'approximation initiale et 5
Banach X. L dlément % € DC tions sticcessives calculées par la formulle

ima iy 5 .
xst xn.é-l-ffmfnstgn; lsta I:Iz,ﬁ;xizhoisis de telle maniére qu’ils satisfont 41,
(2 . Les ele " .

congﬁtion 11,
(A) = ’Fl(xn)ynl = ”F’(xn)[l! ”yﬂ[l = 1.

Nous introduisons en ce qui suit les notations suivantes :

. Tl = i e -Bn
Ay = g1 — Fm Irﬂl Nns ”Fn“
ol
F, = F(z,) et F' = F¥(x,), (v=1,2,..,m),

Définition. La méthode d'itération (2) est dile convergente d'ordre
k, st

a) w, tend vers zéro lorsque n tend vers Pinfini, et

b) les propriété suivantes ont liew [2]

N1 = G(Bn, M) 72',", )
(€

“AH“ = H(Bm 'fln) Nn

oit les fonctions G,H peuvent étre données et elles sont monotones nom-
décroissantes.

Nous pouvons mettre en €évidence que les relations (C) peuvent étre

€tablies facilement pour les méthodes connues, telles [1] la méthode de
M. ALTMAN

et la méthode de TcHEBYCHEFEF généralisée

Fy, 1 F:,’(Fuyn)z

Tng1 = Zp— — .o
F” Vn ] 2 (F” yﬂ)s yn

qui constituent des cas particuliers de 1a méthode générale (2).
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, . THROREME. On comsidére I'équation fonctionnelle nonlinéaire F (%) =0
définie dans le domaine complet et convexe D de Vespace de Banach X et
deplus nous supposons satisfaites les conditions susvantes -

1°. les relations (A) et (C) ont lieu:

20, 4l existe la délimination

By=—-<B< '
LTS e

et supposons encore que l'approximation #;, est déja calculée, en partant
de l'approximation initiale x,; .

3°. il existe les dérivées du type Fréchet jusqu’a I'ordre m = 2 et nous
avons la délimination

IF"(%) | = K

pour n’importe quelle x € D;

4%, en notant par A= H(B,%,), g = G(B,ng), B = g et
hy = By K b, nous supposons remplies les inégalités

(3) 0<h=1—8
et ;
) B+ — 2 <1

1—h (B — By)B,

5%, supposons que les approximations x,, #;, appartiennent a la sphére
S = S(x,;7) C D, oit S(#,;7) est définie par l'inégalité

b B
e —mll 7 = 228
1— Bk
Si les conditions 1° —5° énoncées ci-dessus son_t satisfaites, alors
i
e S
HEL

pour toutes les approximations x, calculées moyennant l'itération (2),
et I’équation F(x) = 0, admet une solution x* € § vers laquelle tendent
les approximations x,. La rapidité de convergence est caractérisée par
la délimitation -

h 1 bn

[|2* — %all é;j—ﬁ,,n

ol b, = Bl+k+...+kﬂ-] pour % >0 ety =1.



BELA JANKO

Démonstration. Considérons les propriétés

I) 7)1: g 7)0 bn
1
= = < + 00,
= o LAt
III) by = ko <1 on hy = B,,Kh'f],,,

1V) I'approximation %,,, peut étre calculée par l'itération (2) et Hpyy & S

V) B, < B — (B — By) ba.

Il résulte des conditions 1° —5° que les ])ropriét,és 1)—V) énoncées
ci-dessus sont remplies pour # = 0. Nous supposons qu'elles sont valables
pour # et nous montrons qu'elles sont vraies aussi pour = —i—Al.

I. La propriété IV) entraine que la valeur f (%n+1) peut étre calcu-
lée. Il résulte de la condition (C) et de la propriété I), que

(5) M1 = G(Bu, ma) 1, = G(B, o) 0y = g oy = g 0" o U =

TN i
= B o BrERFTE = o b,y

c’est-a-dire que la propriété I) est valable aussi pour n -+ 1.

II. Soient les relations

' ' ' _F , | Fo = Fpal
W Fasal > I Foall — || Fr— Fpp || = || Fal| (1_Lii_‘-)

WE, I

U Fasill = | Full @ — B, K k),
par conséquent, si nous nous servirons aussi de la condition V ), nous obtenons

Bn+1 —

B
T BT . I
”Fn+l” 1—4, 1—150

II. En tenant compte des formules (5), (3) et de la propriété 111),

nous trouvons que

. B 7
hn+1 = Bﬂ+1Kh"2n+1 —— <K hg k= - g'r‘k-l =
1 — 5, 2 1 — hy .
hn h
&= k=1 n
==1_hog']0 —1__I‘oﬁghnéh0'

Nous : . .
pouvons observer que {A4,} est une suite de nombres noncro:ssants.

n
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IV. —  étant fini nous :
T bouvons calculer I'approximation Ko
par la formule (2). Nous montrons que x,,, € S. En effet

nt+1
I xn i - L . n41 ) n1
| %pgs 1l|=§IIA‘I|§;kmé2h'ﬁob;=
= Iy [B +- Btk 4 B1+h+...+k“] < B g
par conséquent x,,, € S.

V. En tenant compte de 0 << %, < 1 nous obtenons que

1 o 1 + Ry )
(. 1=k
Alors nous avons
e Bn 5 » -
(6) Bun << B, (1 4 1—’—1) < B,(1 + Bgb,)
— I — Iy
ofll
K _ Iy
=1 PR YT

La derniére inégalité de (6) peut étre vériféie immédiatement en tenant
compte des relations 4, =< 74b, et B, < B.

D’autre part

By =<[B—(B— By b][1 + Bgb,] = B— (B — B)b,7

ol

i __BZ_L 1 — ng—:l—— B . Iy S "
g=1 B — B, +Bh = B—B, (8 — By) By 1—1'0“.3—9
et enfin

B, = B — (B = BU) b1

Ainsi nous avons démontré que les propriétés I)—V) sont valables
aussi pour # -+ 1, par conséquent pour tous les nombres naturels. Consi-
dérons les délimitations

n+p

nip ntp
) : i hong by =
nx,.%—m,.ug;zm.ug;h =), b

-1
n—1 " k”+ s +k"+? ) h"]o by
bty g o L i L]
_h_qos-f- + 1+{3 + ... P l—ﬁku
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ol p est un nombre entier nonnégatif quelconque,  >1. Si #— o, al

h‘xn+p+.x——_xnll—>0, o x, € S pour chaque #. La sphére S étant i
plete, il existe un élément x* € S telle que x, — x*. La limite ¥ e : Pl
solution de l’équation fonctionnelle F(x) = 0. En effet [F(x,)| =" <§ -
ot b, — 0 pour n— o et F(x) étant continue, il résulte F(;c'*) =06 = bu,
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OB EIWHCTBEHHOCTH IPOAOJDKEHHSA JTUHEMHBIX
®YHKLIMOHAJIOB

H. KOJIYMBAH

'

Kayx

1. liyer, E — smmeiinoe TpOCTPAHCTBO, M — nuHeliHoe NOROpOC-
paucrBa E, a E® u M™ — MHOecTBO afUTHBHEIX X OLHO-
moix Ha E, coorsercrBenno Ha M. Ilycrs,
bHO OJHOPOJHHE QYHKIHOHAT,

TPAHCTBO LPOCT
POAHLIX PYHKUHOHAIOB ompesienéH
nadpuie p — CyOaANTMBHBLL M TIONOHMTEN
oupenenénubit Ha E. Econ ¢ynkumoran [ € M¥ masopupoBaH (yHKIH-
OHAQJIOM $, T.e. f(x) < p(x) mas Bcex % ¢ M, Torja Ha OCHOBE TEOPEMEL
?_(aﬂa s Bauaxa [1] f obnamaer 1O KpaiiHeit Mepe OFHNM TIp O 7L O e HITeM
F e E"‘, TAKIKe MarKopUpYyeMbIM (IJymmHOHaJIOM' b. .

B macrosueit pabore paéred HeoGxoanmoe M JOCTATOYHOE YOI
GLI0 eAMHCTBeHHBIM. B Tom

ajA TOro, 94ToOH YyKasamHOE TpOJOJIKEeHHE
cayuae, worpa E ABIAETCA HOPMMPOBAHHBIM uHeHHM OPOCTPaHCTBOM,
Takoe yesopue Gsuto Aamo P. P. EJNCOM [2] . B 1960 romy-

onas | € E¥ nasuigaemcs p-02pa-
max, umobu

OBUE

2. Ompenpeuenue 1. Dyrr Y
HUMEHHOLM, €CAU CYWecmeyen JEOM PUYAMEABHOC WICA0
f(x) < m p(x) das scex » € E.
peiiieM MHOHECTBO oy
yepes

HKIMOHAJIO0B p-0rpa-

Bynem o6osuagars B AAJDb 1
M, COOTBETCTBEHMHO

TBEHHO U3 E¥®,
vepes E,.
OnpememxeHHE
npocmparcmea L Ha3v6eamEs RAUHOM, e
8eULECNEEHHBLE U HEOM PUYAMEsHHT HICE ) uz yeaosus u € W caedyem M€ W.
Oupepnpexenue 3. Kaun W naswsaemcd HOPMUPOSAHHBIM,; E0AL
Ha Hem onpedeser PYHEYUOHAL oGosnavachsid || - || co caedyromume ceoticm-

eamu:

wecmeennaao AuHeliHo20

9. ITodmHodxcecmeo W ee
guinykA0e U dan 6cex

ecau OHO



