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SUR LES SOLUTIONS POSITIVES D'UN SYSTEME
D'EQUATIONS LINEAIRES

par
L. NEGRESCU, A. NEMETH et T. RUS

a4 Cluj

On considere le systéme de n €quations 4 # inconnues :
n
(l) Zarjx}':]l 1=112:"'tﬂ’
i=1

aux conditions :

a) a; >0 0, 7=1,2, wut
@) =] 0 n
b) aii<a.'+1.'<d,+2;<...<dm-<a1,-<...<a,~_1,- t=1,4,...,

On note par A™, le déterminant de ce systéme, A" = |ai|. On dit

. . 0
: : 0 0 g 1z >0
qu'une solution de ce systéme (x5, %y, ..., x,) est positive si «; )
j=1,2, e, .

THEOREME. Le systéme d'équations (1) aux conditions (2) admet une
Solution unique positive et (—1)""1A® > 0.

Afin de démontrer ce théoréme nous ferons quelques considérations
Sur le déterminant du systeme (1). , feent A

Sion note par A% un déterminant de la formc.: du deterlmléljn o
systéme (1) dans les conditions (2) ot la colonne z est remplacée p

; ion A® — sign A®) — (—1)"2,
o0 entier, alors nous montrerons que sign A% = sig (
T = ]) 2) cem :
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Afin de démontrer L'affirmation ci-dessus, nous procéderons par induction

compleéte sur 7.

Pourn =2 (lecasn =1 étant banal) nous avons :

1layg, ; a1
@ _ s _ AL s _
Ay = i Aoo —ayp < 0; Ay - ay —ayy <0
5 2. i :
2 1 @12
A" = o Goo | = %11 B2z — gz By <0
21 @20

On voit immédiatement que sign AP = sign AP = sign A® = (—1)1=
= —1. Nous supposons que cette affirmation est vraie pour # et nous le
montrerons pour z# + 1. A cette fin nous considérerons les déterminants

(n+1) -
Ai )1‘=112;"‘)’1’+1'
By Grp ooy 1 ag, * w1
@y Gy sy 1oay_, ... Bopt1
A(n-i-l) .
: =
G Fiige gy 1 Eitiqr o Bisgnyy
an+11“u+12 By 1 Byitig - Cl,,+1,,+1

)‘11 )\12

)\?;1 7\"2 PP

D-: -)‘21 ‘7\22 L

;‘ln
)\2” . o

J N = a,; —&i_y;

k= . . . v ‘
% 1.2 v t=2,4, 44, e, n41

yre =1, 41, ..., 01

i gy | ——
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Etant donné que a,; respecte les conditions (2) et que a;_,; est constant
sur une colonne quand k& varie, on voit que M;; respecte la condition (2) b,
a;_y; ¢tant positif conformément a la condition (2) a.Les éléments A me
respectent pas la condition (2) a. On remarque toutefois aisément que la
ligne 7—1 du déterminant D, notamment A_y;, N_qg - M_gig - - -
est composée entierement d‘éléments positifs, parce que

)‘i—ln

i_tig1= @i g — i _gipy

conformément a (3). Ni_in = @iy —0i_qy

Conformément aux conditions (2) nous avons
ay >a;_ 1
Aiy > Q;_y2

............

Ain > ai—lu

On observe que sur la diagonale principale du déterminant D nous

aurons, tout comme dans le cas des conditions (2), les éléments les plus
tits. ¢ :

- Vu que la ligne 7—1 du déterminant D est formée d’éléments positifs,
on peut trouver un £ > 0 suffisamment grand, tel que, en m}ﬂtipliant
cette ligne par k et en l'additionnant a toutes les autres lignes du
déterminant D, tous les éléments du déterminant D deviennent positifs.

De la sorte le déterminant D a les éléments positifs, la condition (2)
b demeurant respectée. Alors, conformément a ’hypothése sign D = (—1)*71,
done sign A"V = (—1)(—1)"" = (—1)", 1=1,2,...,n+1;

Pour montrer que sign A®*+Y = (—1)*, nous utiliserons également

I'hypothése de 1'induction : . - ) :
YISupposons que (—1)* A#*+1) < 0. Si on considére alors A+1) le détermi-

nant d’un systéme de la forme (1) avec n+41 inconnues et #-+1 conditions,

A(-”+1) )
Z'=1,2, ...,ﬂ+1. ,

celui-ci admet les solutions x; = — ;
: Al



L. NEGRESCU, A. NEMETH, T. RUS 4

68

(—1)", il résulte que %<0 pourt=1,2, ..., n+1,

: 1 (."+l)= ..
Du fait que sign A; déré dans les conditions (2).

ce qui contredit le sytéme consi ; ;
+1) eut pas étre nul.
Montrons que A®¥V ne p : ey
A cet effet, nous donnerons une petite variation a alx ('Elfl )fEﬁ‘O(;l que les
hypothéses (2) se maintiennent et nous supposerons queé = 0. ’
Le déterminant nouvellement obtenu par le changen:flllt de al}"?n a T,
= a., + ¢, olt ¢ >0 suffisamment petit est Aot = Al ”’ + ¢ A ot A!
est le déterminant obtenu par la suppression de la premiere ligne et de‘_la
remiére colonne du déterminant A®+Y. Donc AM vérifie les conditions (2).
sign A = (—1)*~1, AtD) = 0, donc sign A'"+Y = (—1)"7, ce qui est en
contradiction avec la démonstration ci-dessus.
Nous aurons donc {(—1)* A®+1) > 0. En conséquence, en revenant au
AP , o
systéme (1), nous avons ¥; =—:”-) >0 pour £=1,2, ..., n, ce qui démontre
A i
complétement le théoréme.

Observations. 1° Le théoréme démontré a également lieu si
on remplace la condition (2) b par (2) b':

(2) b' a“, >al+1} > e > ar"." > al‘ > “ e > al_l"

$=1.2 ..., %

La démonstration de cette observation se réduit au t
par des changements de lignes et de colonnes.

2° Supposons qite nous avons u
nnues (m < #n) : e

héoréme précédent

1 systéme de m équations avec # inco-

(@) .

n
, lea,-,-xj=1, t=1,2 ...m

On peut montrer que s'il existe
coefficients du systeme (4) d’ordre m
minant les conditions (2) i

e b » hous résolvons Je sys
o ues des colonnes qu euntrent dans e delt,e:;nllz t:r;ralﬁ o
e . - ant choisi
bt 1,2, ... m. Mais A{™

sont des ; -
donc continues de fonctions linéaires,

"t xm+>2: ceey X, bar consé

sont i 3 .
f(;ies fonctions linéaires, done continues g quent x;, ¢~ 1 2, ..., m
N\ m41s 5 x”) s i=1, 2’ W T e :Fm-l-l» xm+2, sy, Xy X =

" ) n . ; 3 . * -
on sait que %>0;7i=1 bk 1'
*% Mo du théordme démontré,

R

T__‘....._._.,.,_..,...,,.. SN
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Alors il existe un systéme de voisinages des variables x,, S 505 np By, LD

tel que %, >0 dans V; = V¥ x, >0dans V,=NVY,... x,, >0 dans
i=1 i=1

” % H]
Vu=1 V9 | Ilen résulte quex; >0,2=1,2,...,mdans V = V; quel

i=1 .. i=1
que soit ¥, .,, ..., ¥, dans les voisinages choisis plus haut. Nous pourrons

donc choisir une systéme de x;, j =m +1, ..., n, nombres positifs, tel
J

que x; >0, 7 =1,2, ...,m pour ces nombres. De la sorte, I’observation 2

est completement démontrée,
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