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SUR QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES
COMPLETEMENT PONDEREES ET COMPLETEMENT
MIXTES

par
ALEXANDRU B. NEMETH

A Cluj

Dans la théorie des jeux les matrices complétement mixtes jouent
un role important, parce que, dans ce cas, sont valables nombre de propriétés
simples et que beaucoup de jeux pratiques sont de la méme nature. Les
propriétés des matrices complétement mixtes ont été déduites de la théorie
générale de la représentation des solutions optima extrémes. Dans le présent
travail, nous donnons des démonstrations plus simples 4 ces propriétés,
sans utiliser la théorie générale.

Nous avons introduit aussi la notion de matrice complétement pondérée
(e.p.), qui généralise les matrices complétement mixtes (c. m.). Pour ces
matrices nous avons établi le Théoréeme 4.

Rappelons les définitions et les propriétés dont nous userons dans le
travail.

Déf. 1 Une matrice de jeux A est d1te c.m. si pour toutes les stratégies
optima x et y on a x; > 0 pour tous les i et y; > 0 pour tous les 7.

Déf. 2 Une matrice de jeux A est dite c. p. si pour toute lignei et colon-
ne j on trouve une stratégie optima x? et y¥, telle que ) >0ety? >0.

Déf. 3 La stratégie x de la matrice A est dite complétement pondérée
si x; >0 pour tous les 7.

1. Toute combmalson convexe des stratégies optima est une stratégie
optima.

2. T,a matrice de jeux A’ obtenue de la matrice A, en a]outan‘c a aux

e

éléments de A, a les mémes stratégies optima que A, et savaleur est v’ = v +
+a, olt v est la valeur de A.
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3. Si pour une stratégic optima X de - mutrice A sous ayveng ¥ 0,
alors

( A .‘-)“ = 1)

pour toute stratégie optima y (o0 © est la valeur du jeu),

4. 8i A est une matrice ¢, p., pour n'importe quelle paire de

.‘Stratégies
opdma X et ¥ on a

X A= v, A VoY

ol v est le vecteur ligne, colonne respectivement, ayant tous |
€zaux 2 la valeur du jeu.

La démonstration de cette proposition résulte aussitét
des matrices c. p. et de la proposition 3.

€5 €léments
5 BEE s
ae Ia définition

5. Toute matrice Ac.p. a des stratégies optima compléteme
Démonstration Nous considérons la matrice ¢. p. A d’ordre # n. De la
définition de la matrice . P. il s'ensuit que pour n'importe quelle ligne 7et
colonne j de A on trouve upe stratégie optima x" Tespectivement v, telle
que £ >0, ! > 0. Nous notons la combinaison convexe des Stra.téq;es de

C t ) : -_—_ s y .
nfegg);gou A>0(r=1, cmjet w >0(=1, .., 7)) par x¢ respective-

nt pondérées,

-0 __ - 5 3

X' = I‘l x‘.’h + "‘2 x(2) + Bitpe + )\m x(m) )
0 -11y

3 i !"'l}g'li -L K, 3'(2’ + T En + My “r(")

Ces stratégies sont optima et complétement pondérées.

ep Tﬁ?EME L. La condition nécessaire of suffisante

4 0% €. m. est gue Jes Stratégies oplimg
" esIt\.ous démontrpns que la conditig
4 €. m. alors il 3 deg stratégies o

pour que la matrice
C. P. sotent uniques.

N est nécessaire, c’est-i-dire que si
ptima uniques.

1¢5 optima de A ne sont pas uniques.
A. Nous construisons

‘\
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Soit I = {i|x] — 22 < 0% (I est vj i

P — X b (xzes évidemment non vide Parce que X1 £ x2);

9 ’

. . . " x:‘ - l

nous choisissons 7, tel que — = max —% soit maintenant ¢ — =T

x iel L 2

i f X —

0 e gl /! 2) — ) ¥
%, =% + ez — %) = 0 Il nous reste 3 montrer que o

0 A
Y=atoe(el—a) 20

pour tous les 7. E

tant € >0 pour /€7 nous avons Uinégalité. Il faut la vérifjer
seulement pour

7€1. En vertu du choix de %y NOUS avons pour tout ;€7

n<('_"-o__,j_) \gl_(i’?v_._.x_"l") x! + 1 xz_i 1 1 2
- x}o xr! e al., x’.’u i T *'_t:xi_i_xi_—xi-
de 13

&! < s(xt‘—hx'f) =0

m
On remarque que x° est une stratégie. En effet Y =1
i=1

plus
X°A = x'A + (XA —x\) = ¥

d'ot il s’ensuit que x9. est une stratégie optima.

Nous avons donc trouvé une stratégie optima x° pour A telle.que # =0,
Nous sommes entrés en contradiction avec la supposition que A est une
matrice ¢. m., et la nécessité est démontrée,

Pour démontrer la suffisance de 1a condition, il faut montrer que, du
fait que les stratégies optima c. p. sont uniques, il s’ensuit que A est c.m.
Supposons le contraire : A n’est pas c.m. Alorsil a au moins une stratégie
x? telle que x¥ = 0. Si x° est une stratégie c. p., alors il est évident que

x! =L xo + L x9 est également une stratégie c. p. et qu’elle difféere de x®.
2 2

Donc, supposant que A n’est pas ¢. m., nous sommes entrés en cont1:adiction
avec le fait que les stratégies c. p. sont uniques. Le théoréme est entiérement
démontré.
THEOREME 2. Toule matrice c. m. A a valeur différente de zéro est non

singuliere.

| Démonstration: Soit la valeur du jeu c. m. A, v30, alors
nous montrerons que les systémes ,
) XA = v

(2) Av=v
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. ique. On sait que les stratégies optima x0 ¢t 1o
ne solution un‘%;‘;es. Nous montrerons qu’elles sont les soluti.
u est différent de x° et satisfait i

admettent un
sont des solutions de ces sys St
ons uniques. Supposons le contra &
systeme (1)

ul =v

2 Y ;= u(AyY) = (WA)y* = v
=]

m

Z 'u',' = ]

=1

Construisons le vecteur X! =x°4 ¢ (x° —u) étant x0 -« 4 pour tout

es£0 X'3£X% On choisit € si petit (et différent de zéro) que x!>g

"

(f=1,...,m), Y, #'=1, donc x! est une stratégie

i=1

X'A = xOA 4 ¢(x0A —UuA) =x\ =y

donc x! est une stratégie optima. En méme temps x!
stratégies optima différentes, ce qui contredit 1
Donc le systéme (1) a une solution unique.

analogue que (2) a également une solution
est non singulier,

# X% Nous avons deux
a supposition que A est c.m.
On peut montrer de maniére
unique. Il en résulte (que A

THEOREME 3. Toufe malrice c. m. est quadmt-{que.

vale£ 351; :una i ;ccrlz i ;){1: Nous. considérons }a matrice ¢. m. A. Si la
desrrsithre i | matrice estt dl‘i'ferente_ de zéro (v ,7:()) le thé(?réme,est
additionnant 4 e éléme;fts dzeio (v =0), on construit Ia matrice A’ en
2€r0. Une telle matrice 5 les mé ¢ la matrice A un nombre a différent de
tégies optima uniques x0 et ,r(?emes stratégies optima que A (donc les stra-
La matrice A’ eL ¥ ft. elle a .121 valeur v’ =g différente _de z€ro.
P forilin A Tissons ‘)rlce,de Jeux c. m. _avec.la valeur d}fféreute

i SHEmE: 2 qu’ elle est nop singuliére, et ainsi elle est

tion de A’ il ressort que A est également

: jtel;?tlon du théoreme nous avons démontré

cun d 16 ¥ € m. ayant la valeur zéro, lorsqu’on
€ mnon esisszueilizrr:?nts Wl nombre différent de z€ro, elle devient

'I_‘HI’EOREME 4. L
A soit

une matrie

2 conditioy, 4,

; écessag
C. . est que Pun gog syste 8 & sy

i Suffisante pour que la matrice
mes d'équations linéaires

{XA:.-_
A.V:o

(3)

‘f-""""'-"----——-——-———-—-—_.

s
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ou
@ - XA = 1
’ Ay =1

ait une solution strictement différente de zéro
du méme signe (ot 1 est le vecteur de ligne, res
toutes les composantes égales 1).

» avec toutes les composantes
pectivement de colonne, avec

Démonstration Si A

est ¢. p., on a pour toute paire de straté-
gies optima x° et yo

XPA =vy
AVl =y

Titant une matrice c. p., A a des stratégies optima ¢. p. méme si celles-ci
sont x° et ¥°. Si v =0, le systéme (3) a une solution strictement positive.

Sivz0, alors = x0 et L v® sont des solutions strictement différentes de
v v

zéro, avec les composantes du méme signe du systéme (4).

Supposons que le systéme (3) ou (4) a une solution strictement différente
de zéro avec les composantes du méme sigue.. Soit. cette solution x*, y*.
Nous mettons

. X* 0 y‘

n " »
pI E Y
=1 =1

Nous montrons que x° et v? sont des stratégies optima pour A. On remarque
m n . iy . '

tout d'abord que Y, 2/ =Y 9) =1, > 0,9 >0 =1,...,m;j=1,...%)
i=1 i=1

1
XA =

g
X.
onz 1) i=1 G
Nous avons o i
Ayl=o Ay =

i . - n *
Z ¥
i=1

doi itrai vons '
Dans le premier cas, pour les stratégies arbitraires x et y nous a
x0Ay = 0 = xAy?

Sgi ima pour A.
donc x? et y° sont des stratégies optima p
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m
wne XA = 1, Ay* =1, done X*A yv* = Z 2
3 i cas nous avons N \ Y =,
Dans le second ¢as 8 p)

n " 1
bl 2 LY ol \‘\ e T s, P()l‘ll’ ]L“i - 2o
o ¥ E 1';; par conséquent L\ W= {"7'1'\' : stratégies
x* A A o >
avons XAV = v = XAY® donce X0 et ¥0 sont deg

x? et V0 sont en méme temps

arbitrairesj \1. et ¥ nous
stratégies optima pour . Tenant oopnplc q:u\_ ) ’ ’
des stratégies complétement pondérées, le ’lhen‘reme 4 est 'demontre_

Remarque. Siaux conditions du théoreme nous ajoutons pour que
dans le cas du systéme (3) lessolutions de ce genre so}@ﬂt toutes proport}ou_
-nelles et que, dans le cas du systéme (4) elles soient uniques, alors le théoréme
est vrai pour les matrices ¢. m.
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CONTRIBUTION A L'ETUDE DE LA RAPIDITE DE
CONVERGENCE DES SERIES A TERMES POSITIFS

par
ANDRE NEY
a Cluj

Le but du présent article est de montrer, quele critérium de Kummer- Jensen
est un instrument ulile pour U'étude de la rapidité de convergence des séries
a termes positifs. A I'aide de ce critérium on peut effectuer une certaine classifi-
calion des séries d’aprés leur vapidité de convergence et on peut construirve une
méthode unitaire, par laquelle on détermine le domaine d' applicabilité des
différents critériums de convergence, qui dérivent de celui de Kvmmer,

§ 1.

Quelques observations au sujet du eritérium de Kummer

I. Soit

(1) S=Eu”=ul+u2+'...—{—u"-i—‘...

1

une série convergente 3 termes positifs, pour laquelle on définit la somme
partielle

(2) ‘ S”=ul+uz+ + u,
et le reste
(3) R" = WUpt1 T Utz + .-




