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DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
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D'ORDRE DONNE i EE
§ par
F. RADO
a4 Cluj

1. Soit .2, la classe des fonctions réelles y = f(x), définies sur I'axe
réel, qui satisfont 4 une équation différentielle de la forme -

(1.1) ‘ YO+ Ay LA,y =0,

ot 4;, ..., A, sont des constantes réelles arbitraires. On sait que les fonc-
tions de 2, sont des fonctions entiéres. Ie but de ce travail est la carac-
térisation de la classe .2, par des propriétés en termes finis.

On montre aisément que pour tout f(x) €.2, il y a une formule d’addi-

tion .
(1.2)  fle+y) = 01(x) baly) + 2a(%) als) + - - + Pul®) $u(y),
P, by ¢ =1, ..., n, étant des fonctions entiéres, qui dépendent évidem-

ment de f. Le second membre dans (1.2) est un quasi-polynome. Les
conditions pour qu'une fonction a4 deux variables soit un qua_s1:polynome
ont été donuées par . popoviciu [8]. On montre de méme aisément que
f(x) € .8, vérifie une relation de la forme

(1.3)  ay(h) f(x + nh) +a,(b) f(x +n —1h) + .- + a,(b) f(x) =0,

les a,(h), ¢=0,1,...,n, étant des fonctions entitres (qui dépendent de f)
et aq(h) 0. Les zéros des fonctions entiéres n'ont aucun-point d’accumu-
lation 4 distance finie, donc il existe un mteryalle (0, H) dans lequel

ay(h) 0. X
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Ty, ectivement,

Nous montrerons que les propri€tes I(ir-;)net:tt (]1’(5’))6 ZEJ?P it
supposées pour des fcinctlém:isat?gﬁ‘glr;l;fl‘i,ﬁinnenes (172) et ('1 3) pour les
?;ffctrilc?:;ss gszgil;i@nseniup%osaut que to};lltes les f011?10;1;11%1&103;;“}@5;’1?}:}

: o s : nous établirons que les Ion . -
soxegltedgzsfoslz)ci‘;l%l;i;nfgrlgl:jt la classe .2,. Pour l'équation (1.3) il sera
:Eglposé que @o(h) 20 dans un certain intervalle (0, H). X

1’équation fonctionnelle (1.2) a été étudiée par c. STEPT{A:SNSEHEEQ_'
r. LEVI.CIVITA [6] et p. STACKEL [10], [11]. En ce qui conserne P
trations données par ¢. STEPHANOS et T. LEVI-CIVITA nous POPVOESI aire
I’observation qu'ils utilisaient l'afﬁr'matmn me_xa'cige que ,,1 annulation
identique du wronskien entraine la dépendance linéaire des fonctions con-
sidérées”. Dans le référat [11], P. STACKEL esquisse le raisonnement suivant
pour résoudre 'équation (1.2): Les fonctions de la variable x flx + ),
0,(%), - - -, @4(x) sont linéairement dépendantes, donc leur wroﬂsklenfest
identiquement nul; en subtituant dans ce wrousk}en x= 0, on obtient
pour f(v) une équation différentielle linéaire hon}pgene a coefficients cons-
. tants. Nous observons qu’il n'a pas démontré qu'il y a au moins un coeffi-
cient différent de zéro dans l'équation obtenue. Par la démonstration
correcte de p. STACKEL [10] pour la classe des fonctions une fois dérivables,
on aboutit 4 un systéme des équations différentielles linéaires a coeffi-
cients constants et pour cette raison 14 nous considérons que la méthode
donnée dans notre travail est plus directe pour ce cas.

I. FENYO a cousidéré I'équation (1.2) pour les distributions [1], mais la
solution donnée se référe pour le cas des distributions ¢, . . ., ¢, ,,linéajrement
indépendents” dans le sens de I'auteur. [l n’a pas démontré, et il semble
assez difficile de montrer, qu’un systéme de # fonctions continues linéairement
indépendant dans le sens ordinaire est aussi linéairement indépendent dans
le sens de 1'auteur. Ainsi le résultat de 1. FENYG n’achéve pas la résolution
de I'équation fonctionnelle (1.2) pour les fonctions continues.

Le probléme de caractériser la classe £, par I'équation fonctionnelle
(1.3), appliquée aux fonctions continues, a été posé par T. POPOVICIU.

La méthode utilisée dans ce travail pour 'équation (1.2) et méme pour
(1.3) dans le cas particulier des fonctions aih),i=0, ..., n, une fois
dérivables, est fondée sur I'idée de kac, qui a résolu dans [5] I'équation
fonctionnelle de Cauchy pour les fonctions intégrables, en montrant par une
f:efésﬁgé (?nuea eles{, ;oi\;%%:;s (s]ogt nécessairement des_fopctions d}%l:iva‘pl?S;
est basée sur le lemgne du no -'4) F S MGl G dRdvalilhe

Une autre propriété des fonctions de 1a classe £, est

f(z) flx 4+ h) oo flx 4 nh)

(1.4) [ +8) flzt2m) fla+n+1n)

f% +uk) flx+mFTH) ... f(x—{-:?,nh)

SRR N —
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Cette équation fonctionnelle a été résolue pour les fonctions # fois dérivables
par p. V. IONESCU [3] et par 1. sTAMATE [9]. Pour les fonctions continues elle
a été résolue dans le cas =2 par p. v. TONESCU [4] et récemment N. GHIR-
COIASIU et H. ROSCAU ont démontré [2] que si la fonction continue f vérifie
I'équation (1.4), alors elle vérifie une équation de la forme (1.3). Ainsi la ré-
solution de I'équation (1. 4) est ramenée A celle de (1. 3)

2. Nous ﬂémontrons d’abord le

THROREME 1. L'ensemble des fonctions véelles continues f(x), qui vérifient,
Véquation (1.2) ensemble avec des fonctions continues ¢; et b, i=1,2, ..., n
pour x et y nombres réels quelconques, coincide avec la classe £,

Soit f(x) €.£,; f(x) est une intégrale d'une équation différentielle (1.1).
On voit tout de suite que f(x + a), oit @ est une constante, vérifie la méme
¢quation. En notant par @,(), - . ., @,(x) un systéme fondamental de solutions
de I’équation linéaire homogéne (1. 1),ona

)

flx+a) = Cy (%) + Co-p(x) + ... +C,-0,(%),

donc

(2.1) Az +y) = du(y) eu(x) + @o(y) %(x) + oA a(y) ea(x).

Les fonctions ¢, ..., ¢, étant linéairement indépendantes, il existe
les points x, ..., %, [8], tels que ,

| gi(x) | 520,

En remplagant dans (2.1) x successivement par x,, ..., x, on obtinent un
systéme de # équations linéaires avec les inconnues ¢y(y), ... ¢,(y) ayant le
déterminant différent de zéro. Les formules de Cramer expriment chaque
fonction {¢;(y) comme une combinaison linéaire des fonctions entitres
flxe; +9), ..., f(x,+y); doncyy, ..., ¥,sont des fonctions entiéres. Ainsi
chaque f(x)€ .2, vérifie I’équation (1.2) ensemble avec des fonctions
continues o; et {;. : -

Supposons maintenant que les fonctions continues f, ¢;, §;, 7 =1, o,
vérifient 1’équation (1.2) pour x ety nombres réels quelconques. Nous dénion-
trerons que alors f(x)€.2,. .

On peut admettre que les fonctions ¢y, - .., @, sont linéairement indépen-
dantes. En effet, supposons qu’on ait démontré déja f(‘x) €L, dans ce cas.
L'autre cas, dans lequel ¢4, ..., ¢, sont linéairement depenglante_s, revient
a ceci avec moins de termes dans le second membre de I'équation (1.2);
donc f(x) € £, ott #' < n. Mais alors f(x)€.L, Nous pouvons admettre
de méme que les fonctions ¢, ...; §, sont linéairement indépendantes.
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Nous intégrons 1'¢ga ‘ i . , |
| ' R en meme temps W(py, ..., @, ¢;|#) =0, i=g+1,...,n, donc d’apreés

tant Pk ' % . ;
Bl 00 Ty g % o7 B 0 @, i=1,? 1; Embglreiu; no. 62 chal?c. VItI de thre di POLYA et sZEGO [7], la fonction
ot} i , 1=1,2,...,n, 0l = )y -+ 1, restreinte sur I, est une binai inéai
Fly) = S f(t) dt, ¥,(y) : Stl) ! | iy g g | | combinaison linéaire des
0 - 1 ~
| 2. s .
on obtient 1 (2.3) Fx+9) = ou(%) 3aly) + ... + Pa(%) xo(¥)

e +3) — Fla) = oule) ¥aly) 98 Fl3) + - o a2 W ().

(2.2) F pour x€J et y€(— o0, ), x3(¥), ..., x(y) €tant des combinaisons liné-
aires des fonctions {¢,(y), ..., ¢,(¥).

P i . g\
§'il yavait lieu une relation linéaire entre les fonctions Wy, ..., ¥, avec deg

coefficients non tous nuls, :n‘o?g;;izahgsle)ar}& ditl’:lrsiival‘;isogoli;zgi(r:llsaggn ]inéa\ilie : On déduit de (2.3) pour x€1, y€(— o0, o0) i
! les U;, contrairement a : Ty #iay A ; = , 3
| ‘ :;1111;? ljilé;irement indépendantes et d'aprés [8] on peut choisir les : ffx o = qul(x) o e

Doits 7y, +-.,7s tels que g _ fE+y) =ei®) ul) + .- +olx) 1)

B0 70, 6,5 = 1,2, -y, ‘

Posons dans (2.2)y=9;, . - -, y=1, successivement; on obtient par les formu- folx ) =ef(®) ul) + - + o0 (%) 40),

les de Cramer que les @,(%), =1, ..., #, sont des combinaisons linéaires des . o : '

fonctions F(x), F(x +y), -, F(% + 9,). Il s'ensuit que les ¢,(x) admettent d’olt on obtient

des dérivées du premier ordre continues. La méme conclusion est valable flx+93)  ox) ... o,%)

pour §yy), 1=1,...,%; on déduit de (1.2) que f a aussi une dérivée continue. : ' o

Supposons que f admette la dérivée d'ordre 7 continue. Alors F(x) L fx+y) oi(x) ... @) '

admet }a’dénvée d’ordre 7 + 1 continue, On déduit des formules de Cramer, 2 : : =

00ﬂ511d6r66§ plus haut, que 91(%), . . ., @,(¥) admettent des dérivées d’ordre : ’ : ;

7-+1 continues et la méme chose est valable pour ¢y, ..., {,, f. Donc les , Jo(x +) @(x) ... ofi(x)

2n + 1\31[ fonctions ¢y, ¢;, f sont indéfiniment dérivables. ‘

ous pou i i ; % : ' :
mais il nouzs) se‘;r?ll)llse appliquer maintenant le résultat de p. STACKEL [10], - Posons dans ce déterminant x=zx,, y=%—% et développons suivant Ila

= Plt}s direct de continuer comme suit : ] " premiére colonne
otons le wronskien des fonctions Py, - |

] " ar { S
el | Ao [O(%) + Ay f9O@) 4 o+ A flx) = 0.
| 9:(%) @a(¥) v (%) : Compte tenu de Ay = W(py, -.., ¢;| %) 720, 0n a f(x)€.£,, Mais ¢g<<nu
Wioy, 9, ) 9,,\| e 9! (%) o.(x) -5 cp;(x) : entraine .2, C .2,, donc f(x) € .2,. Ainsi le théoréme 1 est démontré.

. . ’ “ 3. Le théoréme suivant est démontré dans ce no. dans un cas particu-
lier. La démonstration compléte se trouve au no. 5.

q?("‘l) X (n—1) . n—1 Kl

Y ).?2 (%) s . '(%) : ' ; THEOREME 2. L'ensemble des fonctions réelles f(x), qui pour des nombres

‘ réels x et h quelconques vévifient I'équation fonctionnelle (1.3) ensemble avec

) des fonctions continues a;(h), 1 =10,1, ..., n (ay(h) 320 pour h€(0, H)), coincide
o extraite de | avec la classe de fonctions 2, e

Si W(o, .
""’(Pnlx)$0 :
tenu de 9:(%) £+ » Posons g=1y4 S W — te
i 0, on voit £ i L (‘Pl_’ R (P,,|.‘?C) =0, colp
]t 2, .. -, 1, telle que W(%I qu il existe une suite 7, n
oute suite 4, v Pe| %) 3= 0 et W(

..y

R y e E (pm)-";‘P |x)EOP0ur [ . - g v .
POur fixer faq ias. e+1 delongueur ot NI+ s Soit f(x) € £, ; nous avons vu que la fonction f(x) vérifie la relation (1.2),
P, ..,r ;erxl)d €es m; = 1, ﬂzgi L -?.+n1 thrite de ,] ) 2:_' gy W Pi)SO:Jle olt on peut supposer que @,(%), - .-, 9,(¥) forment un systéme fondamental
ST Tel%) Z0 et up voisinage I dn ¢ g. Alors il existe xo tel 4 ‘ de solutions de 1'équation différentielle (1.1). On déduit de (1.2)

u point tel i
. by L S =R b+ el la) i=0T

W
(¢4, P -y @, |2) 32 0 lorsque x€71;

J
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don¢ f(x) ; ‘Pl(O) .(P-"I(O)

PP R R N 2O
'nh) {

f(x—[—nh) oy(nh) -+ @l |
développant ce déterminant. suivant la premiére colonne, on obtient
et en développd ‘ .
) o =0
ay(h) f(% +7H) +a B flx+n—1 B+ ...+ aub) flx)

La fonction a(h) est

lal0) o o ol)
/ .o 9ulh) —
au(h) — ‘Pl( f) — ) ==
on—1h) ... 9, (n—1h
QI(O) b (Pn(n)
* |
nin—1) -1—A(p1(()) ——A:p,,(O)
- h"g__ h ) h. ,
J n— g, 1 ' "—
L T i e 8 )
h h
donc
d h)
1 ao( = e .
lim 02 = W(g,, .., 9,10) 70
h 2 % t

I s’ensuit quil y a un intervalle (0, H) dans lequel a,(h)=<0. Ainsi nous
?vons démontré que toute fonction f(x) € £, vérifie une équation de la
aé(r]fle' £1.3) ensemble avec des fonctions continues (méme entiéres)
; ),S:l;)_p(), | " et a,(h) 3£ 0 dans un certain intervalle (0, H). .
osons maintenant que I'équation (1.3) ait lieu pour %€ (— ®, )
Zt(i]:)e (0’ I{,)’(hl)a floncmon J(%) soit continue )sur I'axe I::éel, les fonctions
(('JJ, [f) b ’('h) aOmettent des dériveés continues de premier ordre dans
LS pegx 4 ? pour 0 < 4 < H. Nous démontrerons que f(x) € £,
acmettre que @,(h) 5£0 dans (0, H), car au cas contraire on 2

une €quation 4 & :
CODdi’(clion. Alorg 11? 3}1;?:‘32 20?83 ?_};ec ‘moins de termes, qui satisfait a cette
. A s aInsi que

ho

A= a,(h) dh =2 0.

Y
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Nous intégrons 1'égalité (1.3) entre les limites 0 et hy,

(3.1) A f(x)= é] S a,_i(h) f(x 4+ 1h) dh.
On a : |
he PR '
F(x) = S a,_;(h) f(x + 1h) dh =—:_— S a,_; (" : x)f(w,) aft, fe=1,%xes%

Si la fonction f admet la dérivée d’ordre 7 continue, Fi(x) a la dérivée

xtihy
Filx) = — 2 § @ (“75) S dn o+ -a_ (o) [ + i) = -0, O () =
L (a0 Sl ) @b L, () S5+ ) — L, (0) (),

qui 4 son tour admet la dérivée d’ordre 7 continue. Ainsi les fonctions Iv(x)
ont des dérivées d’ordre # 4 1 continues. On déduit de (3.1) que f(x) admet
la dérivée d’ordre 41 continue. Il résulte par induction que la fonction f(x)
est indéfiniment dérivable. :
On déduit de (1.3)
(3.2)  ay(h) f(x; + nh) +ay(B) fx; +u—=Th) + ... +a,h)f(x)=0,
i=1,...,2+1, ‘

X, Xy, ..., X, étant des nombres réels quelconques. Le systéme d’équations
homogénes (3.2) admet pour 4 € (0, H) une solution non nulle ay(#), ..., a,(h),

donc on a
SR )
SR ) |,

f(x, + nl)
f(xy + nh)

f(xn-i-l +”h) ! f(xn+l +h) f(xu-[-l)
pour A€(0, H) et x,€(—w, ), 1=1,2, ..., 41, ou

A'fix) L A g

i = flx)

A f) L A

i g AW Lg,
A" f(xn+1) L% ; .Af(xll"rl) ‘.’V |

i i) fix, )
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in faisant A —0, on obient
" for(xg) - f(%) f(x)
f("’(xz) i f’(xz) f() o
(3.3) i ; 5
f(")(x”'f'l) R fl (xn+1) f(xn+1)

3 lconques. Il s’ensuit que les fonctions
nombres réels %, - - -, %541 qUE
}'):v?)mj %S f', f sont linéairement dépendantes [8], donc f(x) €2,
4. Pour la démonstration: du théoréme 2, sans la restriction_ de 1a
dérivabilité pour les coefficients a;(h), nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme. Soient?y, 7y, .-, 7, des nombres complexes distincts et diffé-
vents de zéro, Py(x), k=1,2, ... s, des polynomes sur le corps des nombres
s

complexes, de degrés p,—1 et n = Y #,. Les relations
k=1

i ‘ s
(4.1) Y A Pym) =0, m=0,1,...,n—1
=1
entrainent
(£.2) Piv) =0, k=12, ...,s.

‘En effet, on écrit le polynome P,(x) sous la forme P,(¥) = a, +

At gy 1) i, o B

. 0 n !
tions (4.1) deviennent

x(x—1)...(x —p, +2); les rela-

s i 5
” m—1 = ‘
kgl Ty Ay + Mry - ay, + m(m “]) 7’;;" - @i+ ... +

+m(m—1) .. - i .

R R L N R
Ona abouti & un systéme de 5 é .
@y Puisque le déterminant de
lemme. '

quations linéaires et homogénes 4 # inconnues
ce systeme est différent de zéro, il résulte le

5. Nous démontrerons le théoréme 2

Soit :
ﬁquemen{ (?u?lge ‘fzoz};c)ttonoréelle continue pour — o < x < oo, non iden-
dans 0 < h < g, CI.Oui Vf‘f" (1), ..., a,(h) des fonctions réelles continues
Tons que f(x) € p tiltent I'équ

dans le cas général.

ation fonctionnelle (1.3). Nous montre-
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Supposons que 4 soit un nombre fixe de 'intervalle (0, H). Posons dans

(1.3) x = mh et notons f,.=f(mh), m=-...,—1,0,1, ...; nous obtenons
la relation récurrente

au(h) fm+n + al(h) fm-}-n—l _F' il + ﬂ"(h) fm = 0' M= ..., _]' O’]J §a

Siry, 7, - o fe sont les racines distinctes et différentes de zéro de I'équa-
tion caractéristique j :

ag(h) r" +ay(B) 14 ... +a,h) =0,

on a
(5.1) fo=flmh) = ¥, ¥ P(m), m=...,—1,0,1,...,
k=1
P,, ..., P, étant des polynomes non identiquement nuls de degrés effectifs
5
pr—1, ..., p,—1et Y p,<<n (sion avait pour certains indices & P,=0,
=

on supprimerait les termes respectifs dans (5.1), s devenant plus petit).

Si on pose une autre valeur fixe pour A, encore faisant partie de l'inter-
valle (0, H), on aura une égalité de la méme forme (5.1) avec d’ autres
valeurs pour 7, ..., *s, leur nombre s se changeant aussi et avec d’ autres
polynomes P,. Ainsi s = s(h) et soit

So= max s(h) = s(l);
0<hSH

ce maximum est atteint, car s et un entier << #. Ona s, = 1; car, si
on aurait s, = 0, on déduirait tout de suite de (5. 1) que f(x) = 0, contrai-

LY

rement a 1'hypotése. ;

Tcrivons la formule (5.1) pour h=rhy et h= & g étant un nombre
q
naturel
(5 .2) fimhg)= Y, 7 Py(m), m= ..., —1,0,1, ...
B=1
(5.3) f(m_hg) e i‘: o Qum), m=-.. o =0, Ly e
q k=1

Posons dans (5.3) gm pour m et rapprochons de (3 .2)

Zo r;n P"(’m) T t (Pﬁ)"‘ Qk(qm) =0, m=..., —-1,0,1, ...
k=1 .

k=1
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Chaque 7, doit figurer parmi les pf, . - -,p, car au cas contraire on déduirait
a 4

= Iynome P(¥ )—0 contrairement au fait précisé plus
de lemme qu'un poly 5 Rer ity ool
haut. Tous les nombres 7, étant différents et s; =" g, ona ;=S A
est égal exactement & ’un des nombres p, ..., p1. Si nous supposog.s que
ces nombres soient arrangés dans un ordre convenable nous avons d’aprés

le lemme |
1’[‘ = P;, Pk(.\’) = Qk(qx), k = 1’2’ o SO’

¥ ;
En notant 7,=¢"* on a

.9 i
pk-l _kat

o =215 et Qux) =Py (7).

ot on peut supposer pour Uentier v, = v,(q)
(34) i e < wig) < ‘;

La formule (5.3) devient (en écrivant p a la place de m)

(3.5) - (q ) E e"”q P( ) i , P, g, entiers, g > 0.

Rt +o)= G

et N= »E ?;; les coefficients a,; dépendent de~, sauf a3, -5, qui est

une constante non nulle; le polynome P, avant le degré effectif p, — 1.
Posons pour p dans (5.5) p,p + ¢, ..., p + (N —1) ¢ successivement

) o pp—l _ » P
(5.6) H% + m]ko] El EO '™ ! (“m‘ e g 52”"7), m=0,1,..., N—1.
o S e

* r , 3 - ” . - . : -
Le systéme de N équations linéaires (5.6), détermine les N inconnues

& g g
;c gst 8 =y F=ld, sun, Py—L.H=18, -, Sp, puisque d’aprés le
emme le déterminant du systéme n’est pas nul 11 sensmt que ces

inconnues sont des combinaisons linéaires de f ( h J F I +] h]
0

?
f[(q +N —~])hol. Compte tenu de a4, p,-1720, on voit que les fonctions

vy,

" N
a1 %[—p—]= - LM WL

q y &y ey 8y
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sont continues sur l'ensemble des nombres rationnels et qu'elles sont
uniformément continues sur l’elgsemble des nombres rationnels compris entre
0 etl. Onne peut pas affirmer la méme chose pour 2mwv,(q) 2 qui n'est
point une fonction déterminée sur I'ensemble des nombres rationnels.

Nous démontrerons maintenant que la continuité uniforme de la fonction
@ (_5_] =g v v= v(g) entier, — i < vg==,0 5 gi entraine
que v(g) = const., lorsque ¢ est sths'unment grand

On a ¢(0) =1. Donc :

1 Zx‘-'-(-ﬂl
49(—) =e¢ 7 —1, lorsque ¢ —+o;
q
8 i 1 S
en tenant compte encore de l'inégalité | vig) << 5 on déduit
P9
lim Ml 0.
b0 4

Par suite, il y a un nombre naturel ¢, tel que

(5.8)

M‘< %, lorsque g = gq,.-
7 : ’
Soit 1 > 0 tel que

(5.9) lcp( )—q; ’<1lorsque0g” ;’g1 {f’ i’i‘<,,

et
N = max (qﬂ, [—1-] + 1].
n

Supposons qu'il yait g, > N etg, > N tels que v; = v(g;) 52 v5 = v,(ga).
Considérons le point x, = et déterminons p, et p, pour lesquels

2| vy — vl
2yt ey gt L
q1 4t 92 92
Pour évaluer la différence ¢ (P 1) — q)‘[P—’), calculons d’abord la différence
4 92

de leurs arguments

. Yy — ¥
27{'\11?—“— 27[:‘) Pﬂ =...«TC{V1(£1‘— xu] — \)2(_?_2— x0)+_2_1__2_]
9 9s q1 92 [ vi— val
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1
Le premier terme dans la parenthése 2 la valeur absolue
1 vig) .
Vl[‘&"xo) < vy—=—"
41 0 N1

et g, >N = g, ce terme et de méme le suivant sont plus petits

d’aprés (5.8) e
_tandis que le troisitme terme a la wvaleur

1
en valeur absolue que ry

1

absolue P Ainsi

E 27:\;1& —vazgz— < 5—”,

q1 92 3
donc
o[2) o (2)| =
T qa

1041 B : .‘P: Pz 1 1

ce qui est en contradiction avec (5.9), puisque ey < max ( o q—) <
1 2 1 |
< —1-< neto g—?—‘ <1,0 gﬁ < 1. 11 est démontré que v(q) = const.
N 41 9a d

lorsque ¢ > N. ‘ .
Appliquant ce résultat aux fonctions (5.7), on trouve pour chaque ¢,
un N=N,, k=1,..., 8 et v(g) =vi lorsque ¢ > N,. Soit N, =

., Ng)et = hi(pk + 2nvi ), k=1, c+ey So. La formule (5 .5)

appliquée pour ¢ >N, devient -

== max [Ny, - .

~

(5.10) f(%ho) =Y ¢ ' B (%), $, q entiers, ¢ > N,.

A=1

Comme chaque nombre réel x est la limite d'une suite de la forme
{ﬁ}, g; > Ny, on a :
95
Ll holy, x
f("ho)‘:»g1 e * Py(x)

ou

BT 2y, .o f(%)

So

Y, ¢*" 0,(%),

A=1 ‘

o 1 ’ . -
ot Qy(x) = P, (T x), k=1, ..., s, Il s'ensuit que f(x)€.2, et le théoréme
2 est démontré. '
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