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UNE QUESTION DE GEOMETRIE PLANE

par

DUMITRU RIPIANU

a Clnj

Dans ce travail on considére le probléme de géométrie plane suivant :

On considére deux courbes planes (C,) et (C;) et on demande wune
courbe (C) située dans leur plan telle que si M, et M, sont les points
d’intersection les plus proches de M de la normale au point M a (C) avec
(Cy) et (Cy), ce point soit le milieu du segment M,M, (fig. 1)

On établit I’équation différentielle de la courbe (C) et on conmstruit
cette courbe dans les deux cas particuliers suivants: les courbes (C;) et
(C,) sont des droites, ou bien la courbe (C;) est une droite et la courbe
(Cp) une demi-ellipse, qui s’appuie avec son grand axe sur la droite (C,).
Ce probléme, ainsi que ses deux cas particuliers ci-dessus cités m’ont été
proposés par l'Ingénieur Ladislas Németi. Le probléme est posé par cer-
taines questions de la résistance des matériaux.

1. On considére un systéme d’axes rectangulaires Oxy par rapport
auquel les courbes (C), (C,), (C,) ont les équations respectivesy = f(=),
vy = f,(%), ¥ = fo(%). Les fonctions fi(x), fy(%) seront supposées uniformes
dans les intervalles respectifs d’existence.

L'on déduit de la fig. 1:

iz fal%g) — fulxd) )

Kg — %y

=50, = 2 () + A —

On porte #, tiré de la premiére relation dans les deux autres, donc
(1) filz) + f2x — %) =2

2) filx) —fo22 — %) = ‘:',(x — ).
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I,’élimination de %, entre les relations (1) et(2) donne I"équation diffe- | ¥ i 'inté
rentielle de la courbe cherchée. 5 Si I'on obtient I'intégrale générale de I’

équati =
. ) . . alors (3) et (4) donnent & nouveay quation (6) sous la forme_s = 5(a),
On peut éviter cette élimination de la maniére suivante: On suppo-

sera l'intégrale générale de cette équation écrite sous forme paramétrique - ' 3 . | : 1
% = x(s), y = y(s) et 'on identifiera le paramétre avec #;. On dérive dans | 7 v = %(6) = — [ T 5(0)], ¥ = y(a) = ~ [f(o) + Als(a))],

2
ces conditions les termes de la relation (1) par rapport & s, dénc
L comme €quations paramétriques de la courbe cherchée.
ay 1 1(s) + (2a'(s) —1) f2(2x —3s)].
T i [fi(s) + (25°(s) 1 ‘ 2. On considére le cas particulier ot 'une des courbes — qui sera
g _ identifiée avec (C)-est une droite qu'on prendra pour axe Ox.

On déduit alors par addition des relations (1) et (2) oit I'on fait
_ ) fi(%)=0 : 2 =x+yy, auquel cas (1) s’écrit
On remplace dans (2) di par cette expression et il vient
-

(8) 2y = fo(x — )
s) — fo(2x —5) = 4x'(s) — el ; . et donne I'équation différentielle de la courbe cherchée.
W) —h@x =) = ) e~ e — 9 | "
3. On considérera en particulier le cas ot la deuxiéme courbe (C,)
On posera est également une ligne droite. On prendra le poiut de rencontre des deux
: droites comme origine, de sorte que f,(¥) = ax (2 constante 3£ 0) auquel
- (3) : ¢ = ofs) = 2x(s) —s. - cas (8) s’écrit.

‘ (9) 2y = a(x —yy').
La relation ci-dessus devient

‘ 4 , ) 1.intégrale générale de I'équation (9) est donnée par la relation.
) 45 _ 8= s+ s lh0) — £,(5)] v
: ds s— o+ fa —fa ' e P
& + fa(0) [yls) — falo)] (10) [y _% (—1+VIFa) x] %
Si I'on obtient I'intégrale générale .de I'équation (4) sous la forme 1 ez, VTS
o = o(s), alors (3) et (1) donment ] 1y * :(1 U x] -
(6) pe g =[5 toold], p— 4 ' rticulier, pour C = 0 on obtient comme courbes (C) les bissec-
9 | )1, v y(s) 2 [f1(s) + fi(a(s))]. . ‘triceSEIé.egaaligleS def deux droites, résultat évident géométriquement. On

peut d’ailleurs obtenir I'équation (10) & l'aide de (6) qui s’écrit en ce cas

comme équations paramétriques de la courbe cherchée. ds -4
(11) B . E g
’ | N E d c—95 .
_ L'on peut bien entendu considérer (4) comme une équation en la fon- ' :
ction s de la variable ¢ :

1’intégrale générale de I'équation (11) est donnée par la relation

—1+¥i+a C.

(6) & _ 5= o+ O — fio)] = (s +VIF® V(s —aVTF @) =
4o o =5+ h()lhio) — f(s)]
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Si l'on porte dans cette relation les valeurs s =

tirées de (7), I'on obtient la relation (10).

Si I'on passe 4 un systéme d’axes 0 XY — les bissectrices des deux droites
(fig. 2), donc

. L . % o
%= Xcos—= —Ysin—, y=Xsin—+ Y cos — avec a = tgo,
i . B L2 : :

o

alors (10) s’écrit C = YX* avec K = tg2~2—.

Cette observation a été faite par M. l'ingénieur ladislas Németi.

Pour la construction de la courbe (C) on considérera cependant une
représentation paramétrique, en considérant (11) comme une équation
de  Lagrange :

s=ofl +
1+ e

a? ,
— ), ce qui donne
ds

o =C+p)p—1i°

1 1
=g+

s=c+ap—y 4y

H o ds e e o
oit p est le paramétre = i I =1 +a% et C une constante arbitraire,

de sorte que (7) donne

[

w| -

x = x(p) =— 1+lo_’_07§)[1}2—12(ii)71]

(12) P+

o] ~

Yy =y(p) = -—a(1+p)[; P_—’}T]
= P2 — 02 p+1
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donc

...
| =

1
1”—1)_‘-] gy C 3[ 1 p_z':'?
’2”’{“’ O e ]

_d_y_ a dﬂy_ a - ¥y a

dx 14 Todat

ﬂm=~;ﬂbwﬂ

, i
L+ PP pmt 2 141

lim(J-— = x)=0,1jm1=_“.. 1i (__“_ —
b1 2 141 pr—1 X 1 il ?anz y 1 xJ el

de sorte que la courbe a pour asymptotes les droites d’équations respecti-

x,y=

vement y = z -
(C) et (Co).

On supposera pour flxer les idées, C >0, a>0 et T'on d1stmguera
deux cas.

Premier cas. Le nombre I est irrationnel ou bien rationnel de la
oo M (4, B entiers non-négatifs).
A+1 24 :

Les expressions (12) n’ont de valeurs réelles que pour P —1E=0.
On a le tableau de variation 1 et la courbe (C) de la fig. 3.

a N . . . -
lx, c’est-a-dire les bissectrices des droites

forme

Tableaw 1.
14102
-, i I l oo
Y 2 -
#(p) + -
s |—€ A0 v st
3(p) EE B
1 412 =
R T E S A il 8
_‘_ii 0 1 0
dx D
2 . *
dx? : i
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g 2B +1
Deuxiéme cas. Le nombre ! est de la forme o
B >A=0).
Les expressions (12) ont des valeurs réelles et finies pour tout p réel
différent de + 1.

On a alors

(4, B entiers,

0 RS

PE_‘H

de sorte que

(13) - pour p<—I, E, = E(l—"p)?(-l+T)(_£_P)_E(I+T)

ot € =1 au premier cas ¢t ¢ = —1 au denuxiéme cas.

Par conséquent

au 2-éme cas, la branche de (C) donnée par pe(— oo, —1) estla
symélrigue par rapport & O de la branche respective obtenue en

Jfaisant dans (12) | = e B By =0.
2441

(14)

), o3

Pour pe(—1, 1), (13) donne By ={ e A ——j))%( L+ 9) . ’

de sorte que
la branche de (C) donnée par pe(—1,1) quand (—1)4+B= —1 est

(15) la symétrigue par rapport & O de la branche respective obtenue en
Jaisant dans (12)1 = =ikt 7 By =0,
24 +1

On a de plus

o [ () e P gt

4951 _A+3B4+2

== T (pyp B

de sorte que pour pe(—L4 1) et (—1)4+B =1 on a E,<0 d’ott le tableau 2.

—*“
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Tableau 2
b —1 —1 i
x'(p) — 0 -+
y(p) ®
»(#) —e A 0 P, %
dy
dx -
P2y [
d?y + .
dx®

Les remarques (14) et (15) et le tableau 2 donnent les formes de la courbe
(C) des figures 4 et 5 au 2-8me cas du probléme.

4. On considérera la cas oit la courbe (Cl) est toujours une droite et
la courbe(C,) une demi-ellipse limitée par le grand axe, celui-ci étant situé
sur la droite (C,) (fig. 6).

En ce cas fy(%) =i\/a2—x2, de sorte que l'équation (8) s’écrit
a

(16) 2y = Y1 —é¥ [@® —(x —yy)].

On désignera par &= '“sa— B {'excentricité de l'ellipse et par E la base

des logarithmes naturels.
1’équation (6) s’écrit

ds s — e
a7) ==

do g— S

Clest-a-dire c’est I’équation (11), & l'intégrale générale donnée par la rela-
tion T' = (s —ec)™1+ (s 4 ec)'te.
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Si l'on porte dans cette relation les valeurs
2 . ,),2
S=2“7_V“2_“—4T}i7-” c =Va2—41—_-_72,

respectivement

S=2x+va2—-4 ally a:—]/az—ei]’_'zq,

J— ¥ "4 e=

tirées de (7) I'on obtient I'intégrale générale de I’équation (16) sous la forme

—1l4e
X

1 —e

Pw¥%1+%a+aﬁ— ﬁ)

[m—- /(T—a)((}.—e)az—- . yZ]]m_-: T,

1 4 ¢

(18) et

o+ |/t + o) —2

1 —e¢

7]

[zx—l— l/(l —.—‘fz)[(l——e)cz2 = :_ 8y2] ]l+e: r,

oit I' est une constante arbitraire.

Pour la construction de la courbe (C) il est cependant commode de prendre

une représentation paramétrique d i i
0 ; e la courbe, en considérant I'équation
(17) comme une équation de Lagrange : ’ R

Coer o —
s=g——99
]_I__.di
do

ce qui donne
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de sorte que (7) donne

1
ok
) == % 5 1 e 2
v=ap) = ot + ot 2p) 10|
, : %
y=3) =2{a—ef1— cr Loy
i aisl g 23 _
11
’ C - ; ~ ~ =
Z'(p) = —a(l —e?)(L e
p) = all — &) +mbhﬁdww)}
19 l
" 3 _1.'*'_1’{15—5]7
y’(jb) = —?(5(1_,?2)2 (p® _.ez)a p+e 1
2 —
{1_(;:_(1_'*:_?E(P—a)_z]z
P L e
i
e
ilz_z_‘c(l'—ez)—z pr-etlpte
dx l_lz_
[]_-(;2_(1_'{'_{’)2_(1_—_{)]
pr—e \p+e
1
1—p +C2(i)__e],c_
(20) e . M- 2 l 1+ p b te ;
dx? =

l"2)—2_ 4 p) - ef”
a(t —e [1—C=L1—'p)(f) e‘) |

pr—e\p+e

5. Ainsi qu’en 3, on supposera C >0 et on distinguera deux cas:
ationnel de la for-

Premier cas. Le nombre ¢ est irrationnel ou bien r

me
24 + 1 24

n'a de valeurs réelles que si #*
de plus dans le méme but que

— 2= 0. et l'expression

1

. e . 4 p—e)_‘\,o_
(21) j3(1))—'1 (’2 p‘z__fz[p_l_e =

D i (4, B entiers non-négatifs). I expression (19) de x
(19) de y exige
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Or, i
149 (p—c)*
(p*— e P+ eJ ’

fip) =—2C301 )

On déduit donc du tableau 3 que si C<1, fsz) = 0 pOur pe(— o 4>
et pee, @) et si C>1, folp) =0 pour PEipy, pu) €t PEle, 4], b
Afin d’étudier la concavité de la courbe, on déduira de (20)

i & ’ — -
{:'25) ngl—f"=sgf4(p); ou fd(?) = :_'_] ( ) _Cz.

de sorte que

fip) =2 ——= (”*’]%;o.

(14 p2p—e) p—e

On déduit donc du tableau 4 que si C <1, f,(p) =0 pour p = p; >e¢;
si C>1, fy(p) =0 pour p =p, < —1 et si C =1, f,(p) %0 pour tout
: J

fini. Or, LB e
? fi(py) Y (Pz + e) < 0, de sorte que le tableau 4 donne

b .< P4 < —1<p, par conséquent si C35£1, la courbe (C) a un seul
point d’inflexion et si C =1, elle n’en a aucun.

Tableau 3
P —o /, —1 Pa —e ;e 73 oo
’ 1
1) P = |
e o
EP) [--c2 2 I 3 0 N —eo ll 2 1—C
S |
Tableay 4
2 | i@ v g T T e
‘ s % ' o le p o
] =i
(e |

\—‘_
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’O.n examinera si les racines de x(p) de (19) donnent un y(p) réel. 1l
est.evxdent que1 p+j ¢ donne un y(p) réel. Afin de décider au sujet de la
racine p = — , on déduira de (21)

A=+ o Nr i),

de sorte que le tableau 3 donne

Sg(]b2+ 1;‘¢’)=sg((:;‘:)_}_c)J avec p2=_1+g2

(23)

1
¢

ez

On examinera la position de la courbe (C) par rappbr’c 4 la demiellipse.
Cette position est donnée par une simple inspection des formules
(19) qui donnent '

. 1
) 2 464 3p [pﬂe)'! 3

o) A == (E+5—1)=C+A— T T

-

ﬂ-—ﬂ‘l+mﬁ+”w;_’]
pto

de sorte que f(p) =2
. (p? — e%)?

Tableaw D
Skt ¢
p —o0 =4, P — » —e|—¢® = e oo
f4(p) + 0 - +
1 _
e e s IO R O
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Ainsi done

13} -

[S]

B s A1) = s Ae 0u i) = € —VE [ (2]

1 1 L+ ¢

-

1
de sorte que fi(¢e) = — \ig (1 _132 (—}: Z]‘) fi(e), avec fi(e) = —e +
a4 donc f; (e) = _E

— e 1 — e?

+ 5 log >0, [i(e) >f:(0) =0, [i(e) <O.

On en déduit le tableau 6.

Tablean 6 1T ableau 7

o [T |

3
o C'.\ ot
C—'\/S E-1 ~ C—-—2— \ fele) \ 1— 7 E3 A 1 — C?

w|

Dans U'examen de la position de la courbe (C) par rapport 4 la demi-
ellipse interviendra aussi l'expression f;(p;). Or, (21) et (24) donnent
C3y(ps) = —4 e (3 = e--"r“]f'g))- auquel cas le tableau 3 donne

(1 + £.)? 4
(26) g Ji(pe) = — 38 Joe), ot fule) = o~ =
* 4L ..
—1—qlhe) e
3—e 1—e ’
| ’ c2 1+31+%3-l-e_-+-1_ o e
de sorte que f(e) = _?( i B) ( - e] fo(e), avec fole) = e
Q-2 5 o0 D T L ol -

+ log L donc f(e) 32¢ RT—— < 0, fole) < f4(0)

=0, fi(¢) >0, ce qui donne le tableau 7.

Les formules 23 — 26 distinguent plusieurs formes et positions (par
rapport 4 la demi-ellipse) de la courbe (C). Dans la construction des différentes
formes de la courbe on peut se servir du lemme 6 du point 6 (page 341)

Pour le motif indiqué au point 7 (pag. 350), on construira sur la méme

figure la courbe (C) donnée par la valeur C > 0 de la constante et la courbe
(— C) donnée par la valeur —C de la constante.
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L’ensemble des deux courbes s'appellera la courbe (€.
1
Cas 1. 1. 0<C<[1—8)‘
1+4+e i
A
On fera dans (25) C=(:::)¢, o
. 1 1 1=
ek e e et o
Val1—e 1+e i 1-—3'(1+e) -
1
W
=L-[ 1 14+eye g
\'EY ; e?-( 1— a) 2
1
L=
de sorte que /! () = —— 1_(1+eye]” s
que Jlol = =3 I-—eﬂ(l—f) Juile), avec fn(e)=g1_gz+
1 1 —e ” 5 — g2
5 o log T donc [, (¢) = ¢ a _:2)2 >0, ful) > fm0) =0,
1
’ 1 —e)e
T1o(e) <0, figle) < f10(0) = \/_§—E < 0, de sorte que fi(e) < (i +B') —
- e
g
s 1 1—e)e¢
—V3
\/ L —e’(1+8) ] < 0, donc dans (26)
(27) fo(—1) <0.
Tableau 8.
! 1+
p | —w —1 e “: t4 e # o0
1 #(p) == Y + 5
| #(p) | —Ca SAH—1A 0 Pk 0 7 #ps) 7 Ge
() + 0 ¥ _
. b 1 4e? b tyvice
o) | SVImG 7 < s 5 ze]\“ o kel e
! 1
gy 1 4 &)\2 0 0
dz | 0 —C (1 _ e] &
dﬂ + | — gyt ) *
H dx2

g — Mathematica vol. 4 (27), fascicola 2
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C) a la forme et la position par rapp - dem'eniDSe . ]
a lgaf;:gurg? ( 1 r Ji2(e) <0, d’olt 'on déduit le tableau 10, qui donne (i “"‘}:< V3 E-1
e d x ) s B 9 o : e ;
1— ,,,)t. La relation (27) se maintient eVIdemment 1 donc le cas respectif existe pour tout ¢ €(0,1). On déduit du tableau 6
Cas 1.2. C= (1 4o & i fo tablean 8. T coshe g | que f(0) <0, donc de (25) fs(—1) <0 pour tout e¢ 0.1) .
du tableau 9 est donn€ par i€ ’ ala forme | Le reste du tableau 11 est donné par le tableau 8. La courbe a la forme
Le res_tt_a ude la fig. 7. ; et la position de la fig. 8. :
et la position
Tableaw 9. i - Tableaw 11
N
' — g _ 1 4 ¢2 » - i 5 :
E. P —00 - 2—_ﬁ'
| #(p) T
xl(P) _ 0 + !
; *(¢) | —Ca S A1) P a(py)
| ap) | —cCa S H—1) 7 0 L
% = Y. o o Ly By —
y'() * g - ‘ - . |
| R iy | ~Y—8 2 o~ 3w e
| A |2V A T w0 , .
| : T .4 (1 £ 3)5 .
2 ! d 0 —
“ & 1 — e\2 g B e L
i dxr [ 0 — (1 4 e) o0 d_’z . | 3
T dxt
&y
e + | — l
3_ 1 —¢e ¢
Si V3 E1<C=< VT , le tableau 10 donne C>(TI:] pour tout
Tabeau 10 e € (0,1), et au tableau 6 il existe un ¢, € (0, 1) tel que dans (25)
' (29) sfule) = sglea—e) & foee) = fi(—1) = 0.
e 0 1 .
i :
fuole) |[E—2 0 1 Cas 1. 4. \/3_E‘1<Cg3Es,e<eo.
e ~ i
12 On a fy(¢) >0, donc dans (28) f(—1) >0. Au tableau 7 fs(e)f >0,
donc dans (26) f;(p,) < 0. Tableau de variation 11. La courbe a la forme
Cas 1.3, [1—c¢ ‘: et la position de la fig. 9. ' ;
s 1.3 (1=e _ : |
[1 +e] <C=<V3E~ _ Si 8E 3« C <1, alors il existe au tableau 7 un ¢ € (0,1) qui a la
= 1 e lp propriété :
Si - 1 — ele ,' . _e _—— 7 ) : -
e P A = 2135l avec fld=T50 3 g sg fule) = sg le—er) e file) =0
1 e =0
b Yoo b 0=
g 1-,° de sorte que f1’3(5) e 2¢2 ™ <0, fla(g) < f13(
: 1—e
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: tvident que ¢ < 6o Darce que Sl 61 == ¢y, alors pour ¢ = =g | SROMETE T -
I st e (25) et (36) fole) = fo(—1) = fo(e) =/(Pe) = O, contraire! Cas. 1.13. C =1. Le tabi
P'on tauraltameau 5 et si g > ¢ alors p0(11§ e EO(B(H ey) lfo? alu):alt fle) <o et (26) filp) >0, | ooeat 5 donne f(—1) >0. et le tableau 7
ment au 1 25 e) <V, donc fs(—1) <0, ¢ ¢ < % : b s T
donc dans (26) fs“iibigue;_‘d]gl’];ill(eulsffa relation e, < ¢, peut étr(:enzroa;: ; courll)‘ee at?a:)lff;; 12t Ilend d ?Hem inutiles les inégalités précédentes. La
?amep tit:rlllr?loércfiaz’lc:ment si Ion déduit de (25) et (26) fy(eo) = o(e,), avee Sov i, geaL Be TR, I
irmée 2 / ;
- , 3 A Tablean 12.
e) =1 i~ (iif\ ,- de sorte que ¢ (e) = — 29— e2) l——‘3 - e) @y(e),
i SN e (-= o [ -
avec ¢;(€) = 262{? T 10g5:—e, S CP1(6)=26 (?— 02F >0, o) =B, | 2'(p) - 0 + +
o'(6) <0, le) > o(l) = l, de sorte que fg(gy), >0, auquel cas (28) donpe ‘
4 #p) | —a b #(—1) 2 xlpy) 0Ra
61 < Eo- 4 = ' ¢
Cas. 1. 5. 8E 3 <C <‘-/23— et ¢ <ey. (29) et (26) donnent fi(p)>0 ye) & g = B
31; (IiS)ﬁegt (1205) f;(—1) >0. Tableau 11. La courbe a la forme et la position sip) | o 2 % S 2 % -
. . i _ :
Cas. 1. 6. 3E 3 < C <——23— et ¢ =¢;. (29) et (26) donnent fy(p,) =0 dy. : (1 4 e);_. - o 1
et (28) et (25) f;(—1) > 0. Tableau 11. La courbe a la forme et la position e i
de 1a fig. 11. | ==
- = ! e + I — =
Cas. 1. 7. BE * < C <‘VTS et ¢, <e<e (29) et (26) donnent
" — t le tabl 7
fs(fs) <0, et (28) et (25) fy(—1) >0. Tableau 11. La courbe a la forme | 9 (2((;‘;1.} éb.z)li 0(,.‘ >1. Le tableau 5 donne f;(—1) >0 et le tableau
et la position de la fig. 9. Le ‘tablean 13 rend d’ailleurs inutiles ces inégalités. La courbe a la
Cas. 1. 8. V3E-1< C <V_3_ et e = e, Puisque e, < ¢, (29) et (26) | forme et la position de la fig. 14.
‘ 2 |
donnent fi(f,) < 0 et (28) fs(—1) = 0. Tableau 11. TLa courbe a la forme Tableau 13.
et la position de la fig, 12.
- - _ ! = ? —1 P e P ©
Cas. 1. 9. V8E-1 < ¢ <—V2i et e > ¢, (29) et (26) donnent f(£2) <t 5 . e ; : ’
?12 (12:5 )fiE;;c (25) fs(—1) < 0. Tableau 11. La courbe a la forme et la position #bl) B i i
V3 (p) #py) S 2B) N 2(—1) P x(D,) 07 x(p,)
Cas- 1- 10. T g C < 1 et e < 81' Le tableau 6 et (25) donnellt 1 » 4

fs(—1) >0, et (29) et me | ’ + 0o - =
et la position d(e 111 efig(.z% :fs(Pz) >0. Tableau 11. La courbe a la for | y'(#)

1 b b .
Cas. 1. 1. V3 -7 o Ayp0 A 4w o |FNo0
Yo 11, > =C<1 et e=¢. Ia tableau 6 et (25) donnent | ) . 5 l 2 s
o t y S
et Ia positio; d(ggl)ae}:ig(zg.)l fs(®s) = 0. Tableau 11. La courbe a la for® | il - -CE—-F‘Z)% P 0 o
Y i ) | dx = -
Cas. 1, 12, V3 : .. 3
et (29) et (;3 y =C<lete>e,. Letableau 6 et (25) donnent f5(—1) >0 3 dty ek l " "
e - 2
Sition de la flg)_ fg(.j’z) <. Tableau 11. La courbe a la forme et la PO dx
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2B +1 P g e ’
6. Si ¢ est de la forme FWEL avec A et B entiers, 0 = B < 4, ex.

: " réelle et fini tout p réel et dific
de x a une valeur réelle et finie pour ) 1 érent
géef-lznei(:l‘ia’aax;re’:,sion (19) de y a une valeur réelle et finie pour tout
réel qui satisfait & la condition (21). La variation de la fonction f(p) de (21)
est donnée 4 présent par le tableau 14.

Tablean 14.
B |=m B —1 B —F B F B w
f(p) 3 0 o e ob 0 _i_
ofer 1]
(fsp) | 1—C 7 1S 6N =0 A 13:—(‘2;

et la variation de la fonction f,(p) de (22) par le tableau 15.

Tablean 15.

p |- P -1 —e  p.

i
|
’fl(P) 1-G A T2 -CAD A o A 1-C
| ,

On déduit done du tableau 14 que si C < 1, fs(p) = 0 pour p € (—x,p,]
et pep, @) et si C >1, fi(p) =0 pour pe [py, py] et peps. Pyl et du
tableau 15 que si C<1, f,($) =0 pour P =1p; et 1
i) =0 pour p =4, et si C

1

1—e [de\¥
Or fi(pe) = _f—‘e—‘. (p, FJ‘ >0, auquel cas le tableam 15 doune
(1 + pe)® \pg+e

—¢ < p: < ps <e, de sorte que les conclusions du l-er cas relatives 2 la
concavité de la courbe se maintiennent.

L'expression (19) de & est —abstraction faite d'un facteur constant
et du remplacement de [ > 1 par ¢ <1 — 1" expression (12) de x(p), pendant
que lexpression (19) de y prend évidemment — quand elle a des valeurs
réelles — des valeurs positives tant au l-er cas qu'aux cas 3 et 3.

1

: | SR
Ainsi done, pour P'expression E = ?-.Lf]‘] a lien la relationt
(13), ce qui

LY==t Lpoh 4 N—
Iy e & des 1 ‘hjjlon:’
(14) et (15) : vattes A la place des conc

>1, fi(p) =0 pour p = p, et p =P

conduit aux conclusions sui

“p-—oq

\

-
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. _2B+41
Sie L la branche de (C) donnée par P €(—m, p,], res-

. 1 2 y
(30) . pectivement p¢ | —oo, — -:a l » D€ [P1, p»] est la symétrique par

" rapport él Oy de la branche respective obtenue en faisant dans (19)
e = et E; >0,

24 +1

La branche de (C) donnée par pe[—e, e] quand (—1)*"% = —1

(31) est la symélrique par rapport a Oy de la branche respective
obtenue en faisant dans (19) e = el g E, >0.°
l 24 +1 ‘

L’on distinguera par conséquent deux autres cas.

: 2B 41 :
Deuxiéme cas. I,e nombre ¢ a la forme e =y avec A, B entiers,

1
iy
A-B i 1 p—eie 0
0=B<4 et (1)) 7" =1 On a Ez—[—-——(pz_ez)a[p_'_e] ] <0 pour
p€(~—e,e), d’onr résultent le tableau 16 qui compléte dans mnotre cas les

tableaux 8 et 9 et le tableau 17 qui compléte les tableaux 11,12 et 13.

14 £2
Dans le cas du tableau 9 on prend dans le tableau 16 p, = — o
Tableaw 16. Tableau 17.
i 14 2
b. %_1_1?21}1 —c | s e‘ ) e I
#(p) ” - e )| — - .
#(p) | 0N x(py) | WTFoo|#(pg) B0 H(p) | N #(py) |30 3TFoo| w{pg) ™ 0
' ! A"
|
¥'(p) + (b ¥
y(p) 0 P = y(P) 5
Ay 0
@ e m| 2] .
dx
a2y sy .f}'_ =
dxt ket g da?
X
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|
Pour la construction des différentes formes de la courbe_ (C) dans Ges relations e'civant 4 Puide d -
ce cas on peut se servir des lemmes 1—>5 ci-dessous. : e (19)
On désignera par 2.x. (¥ =1,2,...,14) le cas donné par les conditions L ; "
. 2B 1 | " an2 —_—
du cas 1. x. relativement 4 C et ¢, mais avec la valeur ! e notre cas dee. | (33) (L + e+ 2p)) [ P —eT — e[ 2" — e |2
24 +1 | R—gh e pr_c (p”+e,

Lemme 1. 1° Amf_ cas 2,3, 2.4, 2.7,2.8,2.9,2._12 on a | . ,
sg (#(ps) — #(ps) = sg(C —C) avec x(p;) = x(p;) quand C = C. (34) e e RS LT O

1 ﬁ’zw— e? p'+ & 1,"2 — e2 PII + e
' 1y | |
Iei, T =Cfe) =1-:P [(P—%_ez) (1—;_%]:] >0, ot po == poe) estla (seule) i A Taide de (34), (33) donne
Po ¢ — Po y !
racine comprise dans lintervalle ( BB 82, . e ez) de la fonction | (35) p = 20146 3+
3+ ¢ 3 —e¢ 3+ e+ 4p’
— = N = e 1 p\lte i
Ju(®) = ( L )1 (2 e e E)P)H L i f valeur qui, portée dans (34) donne
2+5+ 82+(3+3)75 ,7+¢’ (1 —f)l_‘ ! &
(36) Julp) =
1 . !
Onap,>—1et _(e)e((i ; e)c,l) pour tout e€ (0,1). | ol ‘
g : .

3 2—a+e’+(3—e)p)l+‘_(1 +e)1+‘_
2° Quand e croit de 0 a \«, Cle) décroit de C(0) =3E * a C(Va). p+e (g

Ici, o« est la (seule) racine comprise dans Uintervalle (0,1) de la fonction

24e+e2+4(3 + e)p

, (386) fulp) = ( p—e )1_,(

de sorte que

Ju(®) =—

g —— 4 log o R I - ; .
—1+4+2x+ Vi—st+4 (1 — x) ! (37) fia(p) =8¢ (1 —e3 (1 + p)? ( p—e ]"(2re+e'+(3—e)ﬁ) .
': = (p+e(2+et e+ (3P (24 e+et+ (3+e)p p+e

3°. Aux cas 2.5,2.6,2.10,2.11,2.13,2.14, on a x(ps) < x(p,).

, . . ) Tablean 18.
Démonstration. 1°. Si x(p,) < x(p,), alors en construisant a I'aide du

tableau 11 et de (30) la branche de (C) donnée par pe€(—1, p,] aux cas 3 4 et 2 4 e+ e P s e EE
respectifs et 4 1’aide du tableau 17 la branche de (C) donnée par p € [Pg, €], f p -1l ="y T34 S =
on obtient la figure 15 sur laquelle on constate :
frd) + £ . ’ :
il existe au cas on x(p,) < x%(ps) deux wvaleurs P’ et P’ de P, P s (1+e)'te 5
142 ; ! 0 7 +oo L e
(32) avee —1 < p' < p, < — . < —e< pg <P’ <e, lelles que | Jul?)

x(p') = x(p”) et y(p') = y(p"'). Inversement, si les relations (32) ont
lew, alors x(p,) < x(p).

On déduit du tableau 18 que I’équation (36) a une racine (et une seule)

et 2—e+d) (4 Lt et gue p >
dans l’mtervalle( L e =y c : 2
! e o

Si les relations (32) ne peuvent pas étre satisfaites alors » > x(Pe) ; g | 0"
inversement, si x(p,) > %(ps), les relations (32) ne peuvent pa(fzzztre s(zﬁ:is— >— 2 + ®, auquel cas (35) domme 2. €
faites.

(—e,¢) en conformité avec
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(32). Avant de continuer la démonstration on examinera si lintervalle

(——w, j’”] dans lequel est comprise la racine p’ existe, parcequ’au
34 ¢
cas contraire 'hypothése x(p,) < #(ps) peut étre exclue dés le début. Or,

(21) donne

) 2 +e4el for fs L
67wl = A= =1L 0= T+
+ € 4
’ o 1 _‘L 2— - 3 Le
de sorte que ¢.(¢) = —— (1 —e) ¢ (L 4+ e)“qs(e), avec gy(e) = ¢ —
. = 4¢? 14 e
+10g 1—e¢ ; donce @’(g)z-_..g___s__l__'i_.___._ <O’ CP(G)<CP(O)==O o;(c)<0
1+ ep ‘ ra (1 — e)(1 2 e)? 3 3 , 22 )
de sorte que

gquand ¢ croit de 0 a 1, o,(e) croit de

(
(372) {l @2(0) . E:_ E3 4 (‘92(1) =1 — C2.

Il existe donc des valeurs de C et de e pour lesquelles g,(¢) >0 (par
exemple, pour C =~ E-2 et tout ¢ € (0, 1)) auquel cas le tableau 14 donne

! 2 - 1 24 et e d
_ 2+ e+ e -4, de sorte que 11ntervallel————i, 152) existe.
3 +e 3+e

On déduit du tableau 14 et de (32) que si p’ =< ps, alors y(p') et y(p")
ont des valeurs imaginaires, c’est-a-dire p"* << p4 Par conséquent

{lu relation x(p,) < x(pg) est équivalente & la relation p' < p, et la
88) relation x%(py) > x(pg) 4 la relation p' > p,.

Si p' =, alors le tableau 14 et (32) donnent y(p') = y(p,) =0, donc
P = pg, par conséquent

(39) st P = py, alors x(py) = %(pe)

Or, vu la forme de e de notre cas, la relation f;(p) = 0 donnée par (21)
est équivalente A la relation

(40) fis(®) = L+ p)*(p —e) ~(p £ R

e
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de sorte que fis(p) = 2e(l — (1 + $)*"(p —)(p + ™ >0 pour

1+ ¢

P e(—l, B o] On constate donc sur la figure 16 que

.
-

. . 1—e)e, ) ’
(41) ’[ ke de{] + :) @ Gy >1, la racine py = py(C, ¢) du tablear 14
. 1

1 —e ¢ g2 |
(e == 2 piGa

l décroit de p,

Or, on déduit de (40) que p,(1,¢) est la racine de I'équation f5(p) —1 =0
ct-tenant compte de la forme de e-que fi4(e) = fis|— - ;j: EQJ =], 2
: €

(1 4 ep ; ; 14 o

T = _:)l—s_'_"l‘ de sorte que [ (e} = —-——220((1 _Z))‘-‘ fi:(e), avec fi;(e) =
9 1 2
D e 4 = —_ 4 = — |— 0
1 log2 4+ e + log(l —¢), donc f,(e) (1 = & (1+e)=] <
]

i g+5) —1 >0, auquel cas

3+e

2 4 e+ e
34+e

On déduit donc du tableau 20 que fm(—

>1‘;2(1 , €) > pa(Cyy ),

(41) et les tableaux 19 et 18 donnent p" > —
) 1

" ] — By
ce qui donne avec (41) la proposition : quand C croit de (T;—Z) aC,la
différence ' — po(C, ¢) croit de —=+p' <0 & p' —p,(Cy, ¢) >0.

On en déduit a l'aide de (38) et de (39) sg (%(ps) — #(Po)) = sg(C - i
avec x(py) = #(pg) quand C =C, oit C est la valeur de C comprise dans
1

+ e*

l’intervalle([ e Jc y 00] pour laquelle ' = ps(C.e). Cette valeur est donc
14¢

1
e . P
unique et C € (( 1»4_—%} , 1). ‘
sont-ainsi qu’il ressort de (33) et (34)-des fonctions

Puisque 7’ et p” L
de ¢ onq dési;gnera P’ par pole). Avec ces définitions de C et de p,, on
| i)

déduit de (40) §
T o)=L +pRpa—0) (o T )

. y 2z 4,
i . ession ci-dessus peut s'ecrire.
Vu la forme spéciale de ¢ de notre cas, I'expr

—14 )"(l""l')
(42) T = (W ple—p)  TE TR

d’oit 'on obtient la valeur donnée pour C(e)

qui en démontre le premier point.

dans 1'énoncé du lemme, ce
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Tableaw 19
14 2
? | —1 Pa(1, €) —
: i<k )
o=t [ -1 2 0 2 (75
Tableau 20
e )] e, 1
Jaale) 3—2log2 W 0 ~ —oo
fuel®) 0 D e N 0

2°. En tenant & nouveau compte de cette forme spéciale de e,
p P

on déduit de (36) que p, est la racine comprise dans Tintervalle
(-—2+e+32, —2_e+82JC(—oo,-—e) de la fonction de p.

31e 3—e¢

(43)  fis(pie) = ( (1—e)e—1p) )'-‘( 2—ce+ e+ (3—e)p J1+¢_

24+e4e24 (34 e)p (14 e)e + p)

Les expressions (42) et (43) sont définies pour tout e€(0,1) et
246468 2—e+e?
pe-tisid _azsim
3+ e 3 - e
On peut donc considérer C(e) et Po(e) donnés respectivement par (42)
et (43) comme des fonctions de e, définies dans I'intervalle (0, 1)
entier, en tenant compte bien entendu que dans notre cas elles

ne prennent que des valeurs domnées par des valeurs de la forme
2B + 1

Frren de e. Dans ces conditions, on déduit de (42) C%(e)C'(e) =
1

= = Whpe—0 e —p) TN 1 h p(E p)+ et — (A1

olt 'on a désigné par 2i(e), C'(e) les dérivées de Pole), Cle), de sorteque

(44) s8C'(e) = —sg[(L + po)(e* — py) + e(l — eA)p.(e)].

B

~
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Or, (43) donne
3halp, &)
P' e = ___ag—
0( ) 3fis(?) €)
T ap ?=py

En remplacant dans cete expression M5’—ﬂef: Shw(p.0) tirées respective-

ment de (43) et (37), il vient (1 +aepo) (32——200) + e(1 —e2) pé(e) =

1 1
T IR S et A B — a2 +et
+ e+ (3 +e)pol (g3 — N log 272 F EH B AR + et 4 3 + oy

° — L=t — e . |
En tenant compte que (p2—e2)[2 —e+ &2 + (3 —e)p][2 + e+ e +
+ (3 + ¢)po] <0, on en déduit donc 4 'aide de (44)

(45) sgf’(e) = sgf1e(p0),
olt
TolB) = 41 + )3 4 €2 + 4p)
. 2—e+el+ (3—epll2+e+e+ (3 + e)p]
— (1 = ep*—¢?)
1 2
T log [2 —e+ e+ (3 +)p][2 + ¢ + €& + (3 + e)p]
de sorte que

€2(5 + 3¢%) + 2(1 + 6e* + eYp + (3 + 5e)p? -
pr—et)(2 — et ot + (3 — P2+ e+ et + (3 + O)p

fis(d) = 16(1 + ) ;

: ; 1
I on constate de suite que pour e € (0, 1) la racine p =

3 + 5e®
[— (14 662+ e8) + (1 —e)Y1—¢ + ¢'] de fio(e) est plus grande que
1 N
~11ﬁ£,dmmh:mme#=“3+&JLMﬂ+a+@—mwr¢+M
3 —
2 +ec +e2  2-—¢ +ez)
. ( Th 3—e
Tableau 21
2446t 1462 +et+(1—et)¥1—e24 et I
P ~ =% = 3 4 5e? i =&
Hial#) - + U -
— Q0
f1a(P) ==0a 7 " fwle) >
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Dans le tableau 21, feo(e)

+log (1 +Vi—ete) si 'on pose x=¢?, il vient donc fy(e) = ful#) =
21 — &%) :
6 +Vi—a 2" o oo -
TR (T Laiw e O Ll =

— 2) (14 2x—222) V1 — x 4 °
(1;:(—1 2_::)5 V:——-inf)?ﬁ ((—+1 3 B )\{—V—x+—x”)2 =8, potr #€ (0,1}, sinst
qu'on le constate immédiatement en faisant f ‘(%) = 0.
On déduit donc du tableau 22 que si x € (0, «), donc e € (0, Vo), alors
Fn(%) = foole) < 0, par conséquent au tableau 21 fi4(p) < 0, en particulier

Tablean 22

x .ﬂ o 1

l Jal®) \ — 0 VA 0 A oo

fis(Po) < 0, auquel cas (45) donne

2E{_2+e+e2 2 —eJe?

% Bes A0 oo ], de sorte que py(0) = lim Dole) =

E'(e)<0. Or, pour e 6(0, L‘) , I'on a

2 s B
1 auquel cas (42) donne C(0) = limC(e)= Pl pr (0) oF
i #ird o L p)
ce qui démontre le deuxiéme point de lemme. 0

3% Aux cas intéressés par ce point on a x(p,) = a, alors que x(pg) <
< a(lemme 5,3 —é&me point).

'3
Lemm'e 2. 51 C=C(0) =2E *, alors pour e€(0,e) on a % 2) <
< %(py). Ici ey = e3(C) € (0,1) est Ia [seule) racine de la fonction fole) =

- _c_ 2¢ (1+E)l+g ) “
2] T —1, comprise dans Iintervalle [0,1]

Démonstration. On déduit de (40)

= 52 - (g

g4 1 —e?
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‘ , . Ze(l 4 1+4¢
de 'sorte que fan(e) _( 2) —(I—_e)—f (e), avec fog(e) = 142 logC--21og2+

+_;2_+log(l + e) 1:1011(3]"()_—“_17_]1_1 7

>0. Si done f,(0) =3 +
210g— < 0, par conséquent C < 2E 2, on obtient le tableau 23 qui

donne f;; (—:ﬂJ —C™* <0pource (0, e,).

3¢

Tableau 23
e 0 e, e < A
M@ | b0 2 0 a e b
fole) | 0 N Sl A0 A e

On en conclut a l’aide du tableau 19 construit pour la fonction
fis(B) — C™ que p' < — — iy <p,(C,e), auquel cas (38) donne x(p,) <~
< %(pg)

Lemme 3. Au cas 2.1. on a x(pg) > —x(p,) >0.
Démonstration. Si x(pg) < — %(p,), alors en construisant a l'aide de
(30) et de la fig 6 la branche de (C) donnée par p € [—— : :a ; ;sz au cas

2.1. et a l'aide du tableau 16 la symétrique par rapport a Oy de la
branche de (C) donnée par p € [pg €], on obtient la figure 17, sur
laquelle on constate:

I il existe deux valeurs P’ et P’ de p ave
(46) l < —e< Py <P’ <e qui vérifient les relations x(p') = x(p"’) et

y(8) = y(0").

c’est-a-dire la relation

(46,) (1+e +2p')[;£;(_”ﬁ =

-- s s Gl
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et la relation (34). On en déduit p'= p"', contre la relation P < p" de (46),

Si x(py) = — #(pg), alors on a les relations (46) et((34) avec py a la place
de p’ et p; 4 la place de p", par conséquent on en déduit p, = p;, contrai-
rement au tableau 14, ce qui démontre le lemme.

Lemme 4. La branche de (C) donnée par p € [pg.e) est située ,,sous”
la branche donnée par p €[e, ®) aux cas 2.1— 2.13, respectivement p € [e, p,]
au cas 2.14, au sens que de deux points de méme abscisse, chacun sur une
branche, celui situé sur la branche donnée par p €[ps, e) a Vordonnée plus
petite que celui situé sur la branche donnée par p €le, o), respectivement

? € [eps].

Démonstration. On considérera a nouveau deux valeurs de p, ' ¢

€[pg ) et p” € [e,), respectivement p' €[e, p,], qui donnent des points
de la méme abscisse, c’est-a-dire conformément a (19)

1 1

r 3 s 2 N £ bt — e 2 | opt 2 .ug . __iNe
@) (1Te2+2¢: (1+1>)(p e)=(1+e+1‘))(1+¢>)(i> e)_

149" ) pr—et \p+e Lok ) = SyP te
Or, —1 < < p”, de sorte que
*<48) R L
et le tableau 14 donne p'>py > —e> — bk 82, de sorte que 1 + ¢4
+ 21'7"l> ¢t -+ 1_+2P' >0, donc = :z_:,gp' - —if_i?p >0.

E e B TE R 2 2p2 1 e 4 2p7)? 5
Onendédu1ta1a1dede(48)(1+e+PJ <l +E+p),donca
149 Lo it

1 1
T

l’aide de (4;7) (1 + p’)z ( P' — 8] (1 +P”)‘ P —%
:D'R — g2 Pt + e ?nz — et 15” Fap

a l'aide de (19) y(p') < y(p"') et démontre le lemme.

)‘. Cette relation s’écrit

1

s BE 1
Lemme 5. 1°. Aux cas 2.1, 2. 2¢t au cas 2,3 avec(i e) <C__(E—2- ’
+ e

on a x(ps) > Ca; au cas 2.3 uvec% <C<\/3E'u aux4cas 24— 212 on &

sg(#(po) — Ca) = sg(C, — C), avec x(ps) = Ca quand C = C,; aux cas 2.13
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[olo |

-

et 214 on a x(py) < Ca. Isi Cy= Cyle) ¢ ”2'”2, lj”] st la [seule] ra-

cine comprise dans cet intervalle de la Jfonction

ot 1 1

ful@) =1— O —e) "4 TpC—(t+a] T 20— (1 —gp HE)

= sgle —e;), avec x(pg) = Ca quand ¢ = ¢, Ici e; =¢5(C)e (2C —1,1)
est la (seule) racine comprise dans cet intervalle de la fonction -

" 1
2°. Au cas 2.3 avec C >—2— et anx cas 2.4 —2.12 on a sg(x(ps) — Ca) =

1
g eR: L

Jul) =1—C1—0) T +0) Fa—20+ 0 T —14 9 )

3° Dans tous les cas 2.1 —2.14 on a x(pg) < a.

Démonstration. 1° On déduit de (19) et des tableaux 16 et 17 %(pg) =
14 e 4 2p,

.
2 1 + pg

, de sorte que

(49) x(pg) —Ca 1200 — C)ps + 1 + ¢ + 2C).

. a
2(1 4 pg)
— 2C — (1 + £
Si C<G$%, alors C <e< el , donc—("-'-f—)

. 2
< ( ) :ch]IlE

20—+ e=)J

(50) sg(x(pe) — Ca) = sg| b, 51— )

de sorte que x(pg) > Ca.

4
1—e
l)

1_5- 2C — (1 + ¥
e L kel —p )
, on a 5 ) €( )

,ona le cas précédent. Si C <

Si C<eet e.>-l—,alorssng

<e <1% et e >%mais C>
Or, pour p € (—e, ), le tableau 14 donne
sg (pg—p) = —S8 f(8),
de sorte que (50) donne
sg(#(pg) — Ca) = —SEfulC):

10 — Mathematica vol. 4 (27), fascicola 2



338 DUMITRU RIPIANU s 30
ol ’

- 2
51) O

]
Gt =
c

e -(144-:—),
C1—(—e ‘46 CYC—(@L+e]  2C—(1—e)]

de sorte que
S {42)
Ju(C) = (1—8) 1 +e “C[2C—1 +¢)] [2C —(1—e)] -
Tableau 24
1—e 14 1+ '
. T e
2240 | = oo + 0on oo — l,
J2alC) 1 N 0N TFToo V4 0 21N 0 i
La position de Lol dans le tableau 24 est donnée par la relation
1 4 &2 1 — £2)\2 2 2B + 1
fu( ) )=—( = ) < 0, tirée de (b1) avec la valeur T de e.

Le tableau 24 donne donc C;<C
auquel cas (51) donne x(p;) > Ca.

2
Sie<C=- : - , on déduira de (21) f3(0) =1——(;—2 =< 0, auquel cas

, de sorte que f,,(C) <0,

. 2C — (1 + ¢
== t e T g Or
(égalité au seul cas C = ¢), e TR

‘el C,, puisque -

le tableau I donne pg = 0

-—c‘.‘<

de sorte que (50) donne x(pg) > Ca. Si L

i-8 oy 2C — (1 +¢?)
2(1 — C)

qui donne x(pg) > Ca. Ainsi donc

< C<

€ (—e, ¢€), par conséquent la relation (51)

(63) Si 0 < C < C,, alors x(pg) > Ca.

2C — (1 4 %) %)

(63) Si C =C,, (b1) donne pg = i <

et (49) x(pg) = Ca.

'20 — {1 +¢%)

*) attendu que p, et 20 — ©)

appartiennent a l'intervalle (—e, ) (tableaux 14 et 24).

ST s

(57) fulC) =
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8 Gzl il
i alors f,,(C)> 0 et 37— c),;)e (—e, @), de sorte
que (b1) donne %(p;) < Ca. Par conséquent

(54) Si G, < C <1, alors x(pg) < Ca.

(55) Si C= 1, (49) donne & nowveau %(pg) < Ca.

Par conséquent (52)-(55) donnent

(56)  sgx(pe) — Ca) = sg(C, — C), avec #(ps) = Ca quand C = C,,

ot C, est la racine comprise dans I'intervalle (iﬂ’, 1—+—C) de la fone
2

tion f,,(C) de (51), ce qui démontre le premier point du lemme.

2°, On supposera% <C<1 et on considérera l'expression f,,(C)

en question comme une fonction de e. Attendu la forme spéciale de ¢ dans
notre cas, on a

fas(e) = : ; , i

=1—C2(1—c) ¢ (1+e) ¢ (2C—L—e) | *(2C—14¢)" {30
si0 < e<2C—1

Fult) = ] :

—1-C1—e) T (14e) P (-2CHI+e)
si 20—1=<e<],

17(26—14-5)'(”7)

de sorte que

(1+3)

fule) = —= (—e) T+ e e T EC—14e T fale)

avec

el B i )
(1+e@C—1—2¢

- (1—C) (1—20C)
Jule) = 4e 2¢—1—¢a(@2C—1+¢)
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i— —e ! e -sorte que f — f gz ’

' (¢) = 84(1 — C)? <0 | ; que fio(e) = fia(e) < 0. On déduit |

: Finle) =8 ) (1—e?) (2C—1—e)? (2C—1 + ¢)? | 25 que si CG(—;—, 1) , z::.lors onc de (57), (58) et du tablean
< ) ’ C _C__l (
fule) < ful(0) =0, fi5(e) >0, fas(e) > fo5(0) = (1 £ 5 TN E*x= fx(C), 1 - 58 fu(C) = sg (¢; —e), avec J2(C) =0

avec . ' (Sliu.aond CB<—_—-'185. On en dédll_it a l’alide du tableau 24 et de -(56) que *
£ulC) =1 c E22£c:_’1"1 < = alors x(pg) < Ca; si = < C <1, alors Sg (%(pg) — Ca) =
Jwlb) = °C—1 = BE '(e —¢), avec %(p;) = Ca quand ¢ = ¢; si C=1, alors %(p,) < Ca
| ce e 5 3
d& wHE i | qui, avec la tableau ;0, démontre le deuxiéme point du lemme.
it 3°.1 On déduit 4 I'aide de I'expression de #%(pg) donnée devant la formule
; g %1 | (49) 1 — [5(pg) — 0] = —1=2
() =15 <0 | K = =
dome o ' Lemme 6.1° Aucas1l,si C<C;, onasg [#(ps) —Ca] = sg (C,—C)

Ce [L n ) > ll) — 0 | avec x(p,) = Ca quand C = C,. Ici, C,,: = Cy(e) 6(0, [1—:—:]7) est la (seule)
sdh Jog gevt) = W | racine comprise dans cet intervalle de la fonction :

P 1 . i j Logon ok 1
pax Gonsguent \ fulO) =1—C1—o) 7% (1 +6"7 (L4+e—207"7 1 —s—2¢y(*7)
(58) fasle) > 0. | i,

‘ , - ! et C5€(0,E~2) est la racine comprise dans cet intervalle de la Sfonction

| C gl .

Tableay 25 FeelGl =1 g E "‘_2". SiC = Cy; alors %(p,) < Ca.
\ i :

3 2°. 51 C¢€(0,Cy), alors au cas 1.1 on a sg [x(p,) —Ca] = sg(e; —e),
e 2C—1 e e 1 avec %(py) = Ca ‘quand ¢ = e;. Ici ¢ =¢; (C) €(0,1 —2C) “est la (seule)
————— 3 racine comprise dans cet intervalle de la fonction fu(e) = fou(C). ‘
Fusle) 2 ~ 0N — o i 3°. Au cas 1.3, si C < G, alors sg [%(p,) + Ca) = sg(C, — C), avec

—— i 1

S ! ; 1—e\e
fagle) 1N 0 N fuled 7 O | %(py) = — Ca quand C = C,. Ici Cy = Cyle) € [(1 - :] ¥ 1], est la (seule) ra-

L b cine comprise dans cet intervalle de la fonction

. ) ‘ _1 1 1+ X —(1+X
On a dans (57) l fag(C)=1—C2(1—3)l ‘.(1+e)l+’ (L4 <4-2C) ey (1—e+2C) ( 2)

, _ c: g 1+ L 1 L ‘
e N 120+ ™ T pc—a4+9 7007 fuldh

1 . '
et Cqe ( E 2, -;—) est la racine comprisg dans cet intervalle de la fonction

‘ 14C ; | .
~ | fa(C)=1 € g, SiC=C, alors x(py) < —Ca. Donc aux cas
s ' 1+2C . : _
faole) = 4 —(l;"—c)—('_‘i‘l‘ﬁ)__ log{l—8 C—1+2) ? 1.4—1.14, x(p,) < —Ca.”
0 )

(0—20 44 ac 1 4y (1 +e (1—2C+e)
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4°. Au cas 1.3, si C< C,, alors sg (%(py) + Ca) = sg (e, —_e), avec
%(p,) = —Ca quand e = e, Icr €y = eo(C) € (0,1) est la (seule) racine com-
prise dans cet intervalle de la fonction de e fyo(e) = f34(C).

5° Au cas 1.14 on a x(p;) < a.

6°. Au cas 1.14 les branches données par p€[p;, —1l et pe[—1, 4]
ont le seul point commun donné par p = —1, donc x(p,) < x%(p,).

Démonstration. 1°. Aucas 1.1, 1 + & + 24, > 0,1 + p, >0, x(p,) >0,
(tableau 8). Aux cas 1.3 —1.14,1 + &2 + 24, < 0,1 + p, >0, x(p,) < 0.
(tableaux 11, 12, .13). Par conséquent (19) donne dans tous les eag

a 14624 2p
x(Pz)=; —1_+1>_2
]

donc

(59)  a(p) —Ca=_-°

21 —C 2 __9

de sorte que pour C <1, sg [%(p,) — Cal] = sg [pa —?'C-—_(l—iﬂj. Or, au

. o —Lj
tableau 14, pour C <1 et p<—e onasg (p,—p) =sg f(p). Mais
1
(60) (1"—8)¢<1—e,
1+ 2
. ' 1 1
parceque la relation en question s’écrit faole)= (1__3)_”7 a4+ e)_?_-’_ <0,
2
. 1 T 3 ¢
Or, fSO(e):— :; (1 _5) & (1 + e) ¢ fsl(C) avec f31(e) = ——g?' T4 +10 %_-*-—f:
' 1+ e —¢

d s - 2 4 If + & '
© serte que fule)=e —autg =0 fule) > £a(0) =0, file)> 0

. 1
faol€) < f3l) = 0. Par conséquent aucas 1.1, C < (1 R e W

J < ; donc
1+ e¢ 2

_ 2C — (1 + %) g 3, .

1 <—2(1~—_—C)— < —e¢, on en déduit i I'aide de (59).

| g [#(py) —Ca] =sg f2(C), ot
(61)

6 =f [20=0+ey

1(C) Afa( =
s T i 11 o L+ 1)
€) (l—l—e) 'C2(1+3—~2C) ,_(1_6__2(:)( ]

r’\

35
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de sorte que

Sl =—201 — 9" T (L + o T Ctpe—20) T g L ggy ) o

pour .

e (5] -

conformément a (60). Or,

gt
e

<0,

] - Lom "IT‘):_]
s Y

1

parceque la fraction qui se déduit de 1 est évidemment plus grande que 1.
On en déduit le tableau 26, qui donne avec (61) sg [x(p,) — Ca) = sg (C;—C),

Si C = G, f5(C) =0, de sorte qu'attendu que p, et Al appartiennent

1 i)
A lintervalle (—1,—¢) la tableau 14 donne pa=%’l,et (69)

x(p,) = Ca, ce qui démontre la premier point du lemme

Tableaun 26.
P ! |
) 1—elsw
c |o 5 (1 n 0)
1
1—e°
WO | 1w 0w g [[Hg) ]
9°. $i I'on désigne dans (61) f5(C) par fxu(e), on a
1 1 ~14+l ~(1+7)
7] Cct | & 1+‘ _ Z 1—-6-—-—-20) 2 f (6),
Y =— Y 1—e) c(1+e 1+ e—2C) ( (N
fald =—S 0—a T @+
avec
folle) = e —A=O0=20) g U=A0=E=2  fo),
faale) =

(1 +e—2C) (1 —e—20C) (1 + ¢ (1 + e—2C)
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de sorte que
(1 — C)* (1 —4C* — &)
1—-e3{1 +e— 2CP (1 — e — 2C?

fiale) = 8¢

pour e€(0,1—2C) et CG[O,—;-). On déduit du tableau 10 ;

A

1 —e\e

[si Von fixe un C¢€(0, E7%), alors sg [C‘—(1 o

J =sg(e —eg),

1
ot ey = 4(C) € (0, 1) est la racine de Véquation en e: C = (1::)‘

(62)

1 1

1—el\e o, 1 C Y1—2¢
s’écrit C) = —[—) —1<0,
1+ e)e=1—2c faslC) g l1—@

Or la relation C >(

de sorte que

i 1 [ € YT _fulC)
iz (_ fwl©)_|
fa"'(_ ) =a e 1) (1— 2Cp

avec

_ (1—20)(3—20) (1-20)(2-3C+20Y) _
JaslC) = T I + 21log ; done fe(C)== i < 0,

de sorte que pour

Ce(0.5) on 2 fulC) <fal) = 0. £s(€) <0, fulC) < fusl0) =

auquel cas (62) donne e3 <1-—2C. Si I'on désigne l'expression
1

1 1+4e
conformément au tableau 26. L "

- _ T ableau 27,

e | e N

rfaa(”) .

~f33(0) __N E fa;_(ea)

i A e A St e e i

—*—\

37
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En particulier

o[£, ] = ) = e <,

d’olt 'on déduit le tableau 27,

construit en tenant compte que

Jfaa(€) > f34(0) =0, fos(e) < 0. Or f,4(0) =(1 e
—2C

" fu(0),

avec

—-C 1-C

E ’ —2€, de sorte que f.,(C =__E =%
ue fi(C) = — 2 <

fss(c) =1—

1—2C

Puisque

funl0) =1, fonlBE) = —

: E’ 1
2(E2 E E* — 2) < 0,

=

on déduit qu'il existe un C; € (0, E~2) avec f3(Cs) =0 et sg f15(C) =sg (C;—C)
pour C¢€(0,E~2). Sidonc C¢(0,C), le tableau 27 atteste l'existende d'un
€1€ (0, 65) C (0,1 —2C) avec sg (#(py) —Ca) =sg f(e) = sg (ey—e) et fya(e7) =0.
ot ’-, alors le tableau 27 donne fy(e) < 0, donc x(gg) < Ca,
[}
ce qui démontre le deuxiéme point du lemme.

3° (19) donne sg (¥(p,) + Ca) =sg {pz LR ;;::"';—c

124 B e (—1,—);

J, auquel cas le

tableau 14 donne — attendu que —

21 + C)
e2 4+ 2C
(sg (x(8) + Ca) = s faolC). 0 fslC) = o [~ ) =
63 ) | ,
1 1% ~ -1 l_ ] (T
—1—(1—¢) T @4 T Col+e+2C) T e 2C) (+5
de sorte que

1

Jiol©) = —26a = (0 FE TR e+ 1—e +20 %) <0
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parceque la fonction qui se déduit de 1 est évidemment plus petite que
Junité, et fy4(1) = fo(e) < 0, ainsi qu'on le déduit du tableau 7 et de (26).
11 en résulte le tableau 28, qui donne avec (63) sg [%(p,) + Ca] = sg(C; —C)

Tablean 28.

1

1 — e\ T
c ( g)‘ C, 1 0
d 14 e

1

f4(©) f,([:j—) S 00N ful) 8 figle)

»

Si C=C, alors x(p,) =—Ca (premier point, attendu que p,
t — 1_3-(]%4_-5)2_6 appartiennent a lintervalle (—1, —e¢)), ce qui démontre

le 3-éme point du lemme.

4°. Si I'on désigne dans (63), f39(C) = fp(e), on a

fuldd == @ —9' 7+ Ttre 20 o a—er2e) 0t

avec

(1 + o)1 +2G)
(1 + e+ 2C)1 — e + 20)

& (1 —e}(1 —e+ 2C)

e) = 4e
fuld (1 +e)1+e+20)

de sorte que

1 — 403 — ¢
(1 —e)(l + e+ 2CP(1 — ¢ + 202

fi,(6) = 8e2(1 + C)?

g
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Si donc l'on désigne dans (63) I'expression f2o(C) = faol€) Par fea(Cie) on a

1 -

Wl =m((5) >0

conformément au tableau 27. En particulier

1

fizb([:—:z Tg: 58) = f12(C, €g) = fao(es) >0.

On en déduit au cas C € (0,E~2) le tableau 29, qui donne avec (63)

sg(x(py) + Ca) = sg(e, —e).

Si e = e,, alors f3(C) = 0, par conséquent x(p,) =—Ca. Si E72 < C < —1— g
on a le tableau 30, dans lequel )
( c bt B

0) =14+ —— E +2%
ful® = (1 + S B'R )70,
avec
C 1+C
f13(C) =1 — B2
1+ 2C
de sorte que
S+ c :
1+2C
(o T R
43( ) (L + 20)° <0
Or,
, 14+E
Sl =1 BT a : x7
aB\L™%) =1 — -
2+E2>1 2+E2> :fis(_")=1_—4—'<0,

par conséquent il existe un Cere (Eh;_

Ja(Ce) = 0 : ’ %) avec sg fu(C) = sg(Cs — C),
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Si donc Cy > C, fyo(0) > 0 donc le tableau 30 et (63) donnent

sg(#1py) + Ca) = sgfuole) = sgles —)-

Si e =6, fs(C) =0, donc x(p,) = — Ca.

Tableauw 29.

e e V1 — 4C? PN 1
ful@ + 0 ey B
ful®) fultd P fulVT—4C3) N 0 03 —o
faol®) - 0 &
fuol®) fuoled > 0 N fulew 7O
Tableau 30.

# 0 Vi—ic® c; 1
fal® " —

fule) 0 7 uVT—=4C) » 0 N —®
Ful® - i - o
fuol®) fuol®) = Fuolero) a0

Si C = C,, le méme tableau donne fy5(e) < 0, donc x(py) < — Ca.

Si C= 2, fule) <0, fule) <fu(0) =0, Tule) >0, fule) < fu(l) =0,

de sorte que lon a & mnouveau #x(p,) <= Ca, ce qui démontre le qua-
tri¢me point du lemme. ; y

-
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5° On déduit de (19) attendu que p3 >0, %(pg) > 0

1 —é®

LI TN, JE, p— < 0.
—a'('”(P B 21 + pa)

€ [—1,p,] avaient

o ! . ] et
6°. Si les branches données par pelpm ] P £ Lty A an

i iffé i = —1, a
un point commun différent de celui donn€ par ks 5
tabﬁaau 13 qu’il existe deux valeurs de p, p' et p avec

1 4+ é2
2

< —¢

Pr<p<+1<Pp' <pp<—

telles que

w(p') = x(p"), y(@#') = y("),

ce qui donne avec (19) les relations (33) et (34) (avec la différence que
dans (33) on a dans notre cas

k3

lC‘ -—

1 1
‘—eye n_ oo\ g
[Falesg) eo iy | 2o
Prl A_[.:: P’+E P”z_ez P’I"l_e

1+e+2p <l+4e+2p<0

d’ott I'on déduit les relations (35) et (36) (en tenant compte que ¢ — " >
>——"e—;p’ >0, 2 —ef 4+ @) >0, —@F+et 8+
+ ¢)p’) >0). Or, la racine p’ de I'équation (36) est plus grande que-l (ta-
bleau 18) alors que notre hypothése exige ' << — 1. Par consequent, 1’hy-
pothése respective est inexacte, ce qui démontre le dernier point du lémme.

En utilisant donc: 1°. les figures 6—14, qui don
la forme de la branche de la courl%e () donnéeqpar P e]%gjlgo()i,a:ixng:;ez?ff
1‘3.1{;, respectivement $ €[e, p;] au cas 2.14 : 2°. la conclusion (30) qui donne
ris c;r?e de la branche de (C) donnée par p €(—oo, p,] aux cas 2.1-2.13
= 1f)0c ivement p € [py,p,] au cas 2.14 ; 3°. les tableaux 16 et 17 qui donnent
tme de la branche de (C) donnée par p €[pg, €]; 4° les lemmes 1-5,

on a construit i i ; P
el (~C)r les figures 18-26 qui donnent la forme et les positions de la

définie au point 5 (page 321 i
S0 o1 au p age 321) dans notre cas. Dans les fi
et 24 on retiendra une seule des branches symétriques par ral?;cr)i:

a Oy et tracées en inti » :
tive, nulle or positigrzl_ntlné’ selon que l'expression x(p,) — %(pg) est néga-

2° du lemme ghe Tog va(lemme 1). D’ailleurs il:résulte des points 1° et

. leurs éventuelles d
intéressé e e pour lesquelles on a aux cas
esSEs x(py) =< %(pg) sont situdes dans Iintervalle (V«,1).
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3-éme cas. e = fz—+-1—— avec A et Bentiers, 0 << B<<A4 et (—~—1)"+ B e e
24 + _

 La remarque (31) atteste que la courbe (C) a aux cas 3.1-3.14 la méme forme
et position qu’aux cas respectifs 2.1-2.14.

7. Au premier cas, c’est-a-dire quand

1 1

LT
(sl e
p—clp+e

les expressions (19) vérifient la premiére relation (18) si p= —1, et la se-
conde relation (18) si p =X —1 quand C >0, respectivement la seconde

relation (18) si p= —1 et la premiére relation (18) si $ << —1 quand C < 0
avec .

L 1+4¢
(64) ['=T(C) = (C3) a1t .

s I L

On peut distinguer également aux cas 2—3 quelles branches de la
courbe (C) vérifient la premiére relation (18) et quelles branches la seconde
relation (18). La relation (64) subsiste évidemment dans ces cas. D’ailleurs
la méme relation donne I'(C) = I'( — C), de sorte qu’aux valeurs C = + C;
de (19) correspond la méme valeur dans (18). Pour cette raison, les deux
courbes (C) données par deux valeurs de somme nulle de C dans (19) seront
considérées comme formant une seule courbe intégrale de l’équation (16)

—~

qui sera désignée par le terme ,,la courbe (C)* et qui consiste-ainsi qu'il res-
sort évidemment de (19) de la courbe (C)et de sa symétrique par sa rap-
port a Oy.

8. 1°. On peut facilement vérifier ques les relations (18) donnent
U'intégrale générale de I’équation (16), attendu que par dérivation par rap-
port a x de leurs termes on obtient

¥ —yy = chﬁ —41 La = c’est-a-dire
—e
- SN o 3% o e 22
e s e e
=(x—yp)r—a+ L 0y,

—-——————w———_—_———f
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Vu que sur la courbe (C) on a y=0, on en déduit I'équation (16).

9° En vue de I'intégration directe de I'équation (16) on peut y poser
y2 = ¢(¥), auquel cas la relation s'écrit

v _ il
(65) (x—g)—“ e

Si 'on dérive par rapport & x les termes de la relation obtenue et I'on
pose p = ¢'(x), on obtient I'équation

3 + &2

2x 4+
d 1 — ¢

(66) B,
dx 22— p -

dont l'intégrale générale est donnée par la relation
2
C(p+ = #)= (& +209),
24

1 - o
- * . Si 'on peut en déduire
— ¢

I'expresion de p = ¢(x), on a 32 = ¢(x) par une quadrature.
On peut encore déduire de (66)

ot C est une constante arbitraire et « =

(67) p=9-2-2 ,
g+ 24

¥

i __dp 3+ e® i i .
avec g = o et 4 =T_—e=' Par dérivation par rapport a x des termes

de la relation obtenue il vient

ili:et ek L d’oft
% 9+ 24 ¢*+2(4 —1)g+ 4
(68) %=C[q+23+'32 q+"1+e“1; Lo
1_32)( “1_3) (q+21+e) .
auquel cas (66) et (67) donnent
14 1
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On a ainsi en (68) et (69) une autre représentation paramétrique de
l'intégrale générale de I’équation (16)
9. On peut facilement établir la forme de la courbe (C) au cas oi1 la
demi-ellipse de la figure 6 est un demi-cercle de rayon @.
' A cet effet on déduit de (19) en y faisant ¢ — 0 les relations

1
. ] ——Eu'(z—k%)E_P— si p< 0
#=x(p) =

1
C 1 e

—a 2+—)Eﬁs1 >0
2 ( p ?

1

y =) =§[1 ) E’%] B

Sil’ony faits =—, on a donc

M‘O -g'._a

a24s)E-s si s<0

o 1
# =2l = | y=y) =L —CL+pE-2]T |
\%a(z L )E-ssi s >0 2 |

7 ¢ - - 5 g € (1+ )E—ZS
(70) x(s)=s-2—a(1_|_s)E s,y(s)=c_? s s l

[1-c% + s E~%]?

d: sE™S a2y 2
Y =¢C y —= =
a

dx L
[1 = 6% 4 " B~

1 —§ —C1+4YE™H

3’
41— &0 49" 8]

olt & = sg(—s)

1 on supposera pour fixer les idées C > 0. y(s) de (70) prend des va-
leurs réelles si
(71) fuals) = 1—C2(L + s E-» =0, '
Or, fau(s) = 2C2s(1 + s) E~%. On déduit donc du tableau 31 que si C =1, f
alors fu(C) = 0 pour s ¢ [s;, ©) avec §; €(— 00, —1). Si C>1, fi,(s)=0
pour s €[s, S,] et s€[s;, »), avec s, € (—1,0) et s3€ (0, o) On déduit encore
de (70) que

(72) % = Y i Fol o — 6 1_t_s B, s sarti G
— s
(s 1= —acre B2
fuls = —20¢ =— <0

1
i
|
1
|

____—_—_—v___-—__———
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Tableau 31.
-— — @ 8y —1 e 0 Sy el
h)
-— e e
T —— )

Fuls) + 0 ey 0 =

TP A%
Suls) —w A 0 A1 N 1—Cc 7 1

Tablean 32.

. =i O 54 1 P

Sis(s) o0 ~ 0 < S - i

On déduit done du tableau 32 que f,;(s) a une racine et une seule, s = s,.
(71) et (72) donnent fu(sy) = s, de sorte que si C3~1, (C) a toujours un

point d’inflexion et un seul, de coordonnées x(s,) = a% (2 +s4) i:s" :
Sa
y(s,) = sf— s, avec e =sgs;=sg(1—C) et |5 <1. Attendu que (71)
donme sg fy(—2) =sg(E*—C), on déduit du tableau 31 que
sg(s, +2) =sg(C—E™?), avec 5, = —2 quand C = E~2
On distingue par conséquent plusieurs cas.

Tablean 33.

C< E—2
S S] —2 —1 0 54 -
x’(s) _ 0 + E_ . _E-
[ : 2 % e
#(s) x(s)) 0 2 ___C_
) 1 N 3 Ea A —Ca/Ca #(s) N 0
¥'{s) %,
0 —0
s +
¥ o A EyiTag "
—C2E4 A a4
S 2 G ~ 2 \/l—ca 7 3(sy) 7 _t)l
dy &
dx o —CE b
d2y 0
11 -

— Math, i L“
ematica vol, 4 27, fascicola 2

hj t [}
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Le reste des tableaux 34 et 35 est donné par le tableau 33.

Tableau 36

GC==1
s 5 —1 Y w0
a a
gy | — 7 0 Ll L
E
x(s) x(s,) 5 B A —aja N 0
Y'(s) 0 — 0 +
a a
v ()' QIR —_—
¥(s) ] 5 ~ 0 A >
dy
dx = - == "
dty
dxt == G 1 ==

| 45
354
34 Tableau 35.
. 2Tablea.u : B (e
C=E" .
e
2 —1 ! s 5y 1
s — . =
I e —_
0 ¥'(s) - 0
2'(s) —
A S
JRTIS— . |
o) |0 ¥y ——E xs) | #sy) 5\ = En ‘
y’(s) + 0 _\"(S) - 0 |
a “ w
»s) [0 7 P yis) |0 7 . :
R n
+ e = > —CIE !
:{'; 0 _E—1 = | - |
a2y A2y B i
d_xz N (‘l:r? s

e
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Tableau 37
c>1
BT S— _
DL s s 0
s 5 —1 fu = "
(5) =% 0 +
c ; ¥(s3) N O
xw{s) a(sy) —EEH A ox(sy) A A(se) 3
¥'(5) 4 0 = i
a a
s 1O A Syl 0 U P
dy
— 0 —CE 0 o 0
dx
a2y
- — | + 0 — —
dx*

Afin d’établir la position de la courbe par rapport au demi-cercle, on

déduira e (74) fuals) = = (2 +5*—a) = (3 + 25)E~% —-%, donc
Jie(s) = —4(1 + s)E~25,
Tablean 38
s ] —1 0 0
f.;s(s) e 0 - —
Jals) | —0 A E2———3— N 31 _-1— 3
ct o L c:

On déduit encore de (70)
qu’au tableau 31 on a §; < —

(w+@=%f3

,» de sorte qu'attendu
1

73
(73) Bl + ) = —eg(2 4 4.
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Or, (71) donne

ful =)= (=5 2 (7).

de sorte que
4 .
sgf“(—;) == sg(3E B s CJ .
On en déduit a I'aide de tableau 31 et de (73) que

4 4

(74) sg (x(s;) + a) =sg (3E”?—C] avec %(s;) = —a quand C = 3E 3.

On déduit également de (70) et en tenant compte que alors que C > 1
au tableau 31, s, € (—1,0) et s; >0, que

_1_ — 53 —_— : L U\ Sq) — S A = -]
Ll + 0] = == < 0, L [ae) —a] = —

donc au tableau 37

Les tableaux 28—33 et les relations (74) et (76) donnent donc plusi-
eurs formes et positions par rapport au demicercle pour la courbe (C).
Pour la raison indiquée au point 10 (page 360) 1'on construira sur la méme
figure la courbe (C) donnée par la valeur C > 0 de la constante et la courbe
(—C) donnée par la valeur —C de la constante. L’ensemble des deux
courbes sera désigné par le terme ,,courbe (C)".

l-ercas C < E~2 Tableau 33 et courbe () de la figure 27
2-éme cas C = E—2 T 34, i i 28
3-éme cas E~2 < C < \f3E! w o 9B &% oo 29
4-2me cas C = \/3E1 o 35, 53 » 30
4
Hh-éme cas ng—l < C < 3E_§- ” 35 ”», 22 » Y] 31
6-éme cas C = 3E—4/3 - 'Y 35 » T F) T 32
4
7-2mecas 3E 3 < C <1 & 15 & » 33
S‘Emé cas C —_ 1 2 36 1) 3 Iz ) 34
9—emé cas C > 1 ’ 3 3 37 %) » ’¥) 2 35

g
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Dans la construction des différentes formes de Ia courbe (C) on peut
e servir du lemme suivant:

Lemme 7. 1° Au 3-éme cas on a sg (x(s,) + Ca) =sg(Ce—C), avec

x(sy) = —Ca quand C = Cg. Ici Cge (E—z,é-) est la racine positive de la
1+C
: c s
fonction fea(C) = 1‘"-1‘——+ s E 14 dux cas 4—9 on a ?6(31) < —Ca.

2°. Au 9-éme cas on a x(s)) < —a; x(sy) < a; x(sy) < x(s,).
3°. Au l-er cas on a sg[x(s;) —Ca] =sg(Cs —C) avec #(s,) = Ca
quand C = Cy. Ici Cy est la racine comprise dans Pintervalle (0, E-2) de la

1=
. c g
fonction fye(C) =1 == E'T=%c.

Démonstration. 1°. On déduit de (70)
% [%(s;) + Ca] = 2(1 + C) + (1 + 20)5y

2(1 4+ 5)
de sorte que
e . _ 1+CY .
(76) sg [x(s:) + Ca] = —sg s +2-7)
Or, (71) donne
, 14+C
Ju(—2 B = (14175 B ) fulO)
a 14 2C i+ 2C
avec
c i
fe(C) =1— T E b

On en déduit & I'aide du tableau 31 et de (76) ainsi que du fait
que —2 1+ .
14 2C

(77) sg [%(s,) + Ca] = sg fu5(C), avec x(s) = — Ca quand fu(C) =0.

Or, on a établi de la démonstration du 4-éme point du lemme 6
due sg f55(C) = SS?CCOE%),?“?CG) — 0, ce qui démontre avec (77) le premier
bomnt du lemme. . .

. ,2°. Les deux premiéres relations en question sont données par (75)-
IS ' Lon avait s(s)) Ex(sz), Ton déduirait du tableau 37 la flgtfes'?ﬁ’axf:
iq.l)l elle on constaterait yu'il existe deux valeurs de s, St e 3 L (s")

TN <Y < —1 <8 <5, <0, telles que x(s') = %(s") e s )=y
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Or, ces relations s’écrivent 4 I'aide de (70) (2 +s)E ™" = 24+s)E™"
et —(L+s)E™ =1 +s")E™", doit 'on déduit s — — 113 2, auquel
3425
1--0%
cas la deuxiéme relation ci-dessus s’écrit f,;(¢) =6¢E % —1 = 0, avec
& 1-02
c =3+ 2 €e(—1,1), de sorte que fi (o) = —L = F % Or on ds

) 20
duit du tableau 39 que f4;(5) 3£ 0 pour o € (—1,1), ce qui infirme I'hypothése
%(s1) > %(sp).

Tableau 39.

c —1 —g £ 1
fia(o) + -
f.ﬂ(c) —=2 A —1 o0 ~ 0

. 3 . 2 ) . - .
Si 'on avait x(s;) = x(s,), alors l'on aurait les relations ci-dessus avec s,
a-la place de s’ et s, 4 la place de s” dont I'impossibilité a été démontrée.

3°. On déduit de (70) la méme expression qu'au 3-tme cas (l-er point
du lemme) pour x(s,): #(s,) =2 2+

, parcequ’a présent x(s;) >0 et

2 145

2+s5,<< 0. Par conséquent Lt [x(s)) —Ca)l= =L e 1 e )— 20% avec 1—2C > 0,

a 2(1 + 5,
de sorte que- sg [x(s,) —Ca] = — sg (sl + 2 11 _)C;) , auquel cas — vu

I ) o il

que —2 T <—1— le tableau 31 dfmne sg [x(s;)—Ca] = ng“{—zﬁfc! :
Or,

Lo 5 C  plioe) s

s O = 1-2C
f“( 1-20) : (1+l—2CE ]j“‘(c)’

de s;;rt(e: quon en déduit 4 l'aide du tableau 31 et du fait que
9l

S < —1: sg[x(s;) —Ca] = sg f35(C), avec x(s;) = Ca quand f54(C) = 0.
Or, on a établi au cours de la démonstration du 2 — éme point du lemme 6

que sg fos(C) =sg (C5 —C), fys(Cs) =0, ce qui démontre le dernier point
du lemme.

oif UNE QUESTION DE GEOMETRIE PLANE
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10. On peut facilement établir I'équation de la courbe (C), si I'on
déduit de (70) et des tableaux 33 —37.

2

bl s << —1 ou s¢(0, oo0)

+ s

e

a? — 4
2x
i{- s
a?

/

2x

si se(—1,0).

i
|

On en déduit a l'aide de I'expression (70) de x

- e TR 4 El;;_ll/::—::; _ Dour la branche
o) T =y P <+ E : donnée par s —1,
¢ . Vaz—ay2
(79) () 2x + \/az — 12 +CaE 20+ Va2—4p® — ()

pour la branche
donnée par s € (—1,0)

¥ Vd§-4y2

(c) 2y — V& —8yf —Ca E #—Var i = 0

pour la branche
donnée par s€ (0, o0)

au cas des tableaux 33 —37, c'est-a-dire ot C >0. Or, (70) do'nne ,
%(—C) = — %(C), y(—C)=y(C) sil'on y considére x et y comme fonctions
de C, de sorte que (78) donne pour C <0

{_\_/f_:_z si s<<—1 ou s¢(0,0)
)

ne
+
t

Yot — i se(—1,0)

auquel cas I'expression (70) de x domne pour les équatlon; de:an:;:ro;:
b.ranChes de (C) de (79) les équations obtenues €nl e

Signe de Vaf —4321) cest-a-dire

T

ctement dans (79) la constante € > 0

1 i 5
) On remarquera qu’on ne peut pas remplacer d‘rcont été établies dans l'hypothese c> 0.

Par upe constante C < (), parceque les relations (79)
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o2t Va? vﬂ'—'i‘.\’z
(a) 2% + V@ — 4% + CaE 2++V@=% — 0 pour la branche dounée
par s < —1.

g X Vaz—ay2

(80) (b) 25 —Vaz —4y2 + CaE 22-Va>=H% = ( pour la branche donnée

par s €(— 1,0}

4 + Va2 —4y2

(c) 2x + Va2 — 42 —CaE T = 0 pour la branche donnée

par s € (0, oo)

Au point de vue de la représentation des intégrales de l'équation (16)
(avec e=0) par des relations de la forme f(x, y) = I' = constante, les équa-
tions (79) (c) et (80) (¢) pefivent é&tre écartées, parcequ’elles coincident
respectivement avec les équations (80) (b) et (79) (D).

Si 1’on fait donc dans (79) (e) C = C, >0 et dans (80) (b)) C = —C,,
puis dans (79) (b) C = C; et dans (80) (a) C = — (,, il vient

x — Yar—ap
. P bl Loe R s
(2x—Vﬂ2 — 43)2)2 ) 1-‘{1*- L 2%—-—Vn —4y-,

(81) | respectivement

4x+ V'a~-—-l}-

(25-+ V& — T3 = Da2 E 2 Vot

ot I'=T(C,) =C} donc T(C) =T(—C,), de sorte qu'aux valeurs
C = 4+ C, de (70) correspond la méme valeur I'; dans (81), c’est pourquoi,
comme au point 6, les deux courbes (C) données par deux valeurs de somme
nulle de C dans (70) seront considérées comme formant une seule courbe
intégrale de l'équation (16) (avec e = 0), qui sera désignée par le terme

,,Courbe (C),, et est constituée par la courbe (C) et sa symétrique par rap-
port a Oy.

11. 11 est évident géométriquement que le demi-cercle de centre O
et de/ray()n%, situé au-dessus de I'axe Ox est une courbe-solution du

probléme. I n'est pas donné par les formules (70). Celles-ci donnent
- ‘xz ) + %) __) = C2(3 + 25)E~". Or, (71) et le tableau 31 donnent

N
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5
3 3
3) = — = v — —2 quand C = 2E 2.Entenant
sg(sl—l—z)—sg(c 2E J,aecsl - q

§ 2

compte que E72 < 9E % <V3E™', on en déduit la position du demicercle

sus-cité par rapport 4 la courbe (C) des figures 27—35, ol il est tracé en

pointillé. Au 3-éme cas on a dessiné la figure 29 dans I'hypothése
3 3

==

E?<«C<?2E 2. 81 C= 2E %, le demi-cercle rencontre la courbe sur
3

I'axe Ox et si .,‘-’E_'? < C <V3E™', le demi-—cercle occupe dans la fig. 29
(3-éme cas) par rapport a (€) la position des fig. 30—33.

On peut fagilement constater la méme chose au cas considéré aux
points 4-8. Si 'on y suppose que la courbe-solution est toujours une demi-
ellipse concentrique & (C,) et au grand axe situé sur (C,), donc d’équations
x=acos® y=>bsin® et dexcentricité e, alors dans la fig. 1,

%, =a(2—e) cos O, y, = 2aY1—& sin ©.
Or, le long de (C,)
Xp = @& Cos @, ¥, = bsin ¢.
et les relations ;
Acos® = 4, cos g, Bsin @ = B, sin ¢ avec 0 et ¢ variables et 4, B, 4,, B,
constantes exigent
8 =9, 4=A4,, B=B,.

D .
Par conséquent

=E(2—e2 av1—62—24V1—e2 d’ott a_—( + e),

- 2 s b
6=v ? ., donc b =---
1—e¢ 2

Llellipse d’équations

xX=acos®, y=~0sin0
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est d’ailleurs située 2 linterieur de l'ellipse d’équations

‘ 3 a? .
¥ =a cos ®, y=>bsin@, parce que— cos? @ —i——; sin?@ —1 =
a =

=l](e(2—i—e) cosz2 @ — 3) < 0.

~

La position de la demi-ellipse — solution par rapport a (C) est donnée
par (19) qui donnent ¢

¢ g et E s B ap

(81,) @ ”—"'_@Jrlﬂ—q:
v _,] P+c [)_{_(}

[&
a2 2
&
Donc, la demi-ellipse —solution n’est pas donnée par (19). En tenant
2 L2
compte que L (—1, —e), les tableaux 3 ou 14 et la formule

3+e¢
(37,) donnent

82)  sg@ et e+ (3 p) = sEale) avee py = — 15

3+ ¢
Lorsque @,(¢) =
B 2
On déduit done de (37,) et (82) que si 0< C<<2E *, alors —’—;—““—— 2 Py
ST ¢
et si C=1, alors — —i:__,_e = P
£

Par conséquent

[ aux cas 1.1. et 1.2 et an cas 1.3 lorsque
3
1 —e\r 5 24 46
Q ] e < C < ?IE g R EEE—e T2y l £
(b3) l (1 +e] = 340 <f7_ et aux cas
| 118 et 114, L LW

3+ e
On déduit de (37,) egalement que |

3

Si Ce(2E 2%,1), il existe un ey, € (0, 1) avec

9 2
(84) @slen) = 0, donc 5g(j’2 aE :—:_—'{;'] = sg(e —ey) e
j}z = _._.2__-.*-_21—.5:’ quand e = &5
L 3+ e

e S

Jolew) = 0, de (98)

e ————————————— s —
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i l'on tient compte que @,(e;) = 0, on déduit de (28) et (25)

(st 1oy
sg(eo —6n) = sg \C* _‘;3(-1 —é) "(1 4 en) N

) ot fg(e) =41 + ")l =3 el [fuglen) =

(85) y 1 . 3

=(1—en) “(+ey) cn(C +V3 [l—e [i T 2”)6_] )fs(en)
avec f¢(e) donnée par (25)

= sg fys(trs)s

Par conséquent

Jas(e) =(—__,(1 + ) "=f49(e).,

avec

Fuoha) = (1 + ¢), donc fis(e) = e~F% >0
1 4-¢ (1+ )2 :
faole) >f49(0) =0, f1s(e) >0
Tableau 40. , o
, 1 2
e 0 E- [P -5‘ 1
- 1 3
fisl®) IET1—3 2 e R V%(4—vi‘s) A1

Le tableau 40 et (83) d 5 — =
87 ot (57 donuent( 5) donnent sg(e, — e;;) = sg(e;;— €;0), auquel cas

[ dans (28), sg(e, —ey) = — sgou(er,) =

1
sl 1
1z ! c

l ot Cq = 2(1 _“‘312)2 (L4 egy ™
N C=E,

Successwement (86) et (37,) donnent gy(e;s) = 0, auquel cas on déduit

de (84) ¢y = ¢5;, du tableau 40 fii(ey,) = 0, de (83)
ey = ¢ '
Donc 0 11

(87)

8i C=Cy alors ¢y = £y
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Si 'on tient compte que fy(e,) =0, (86) donne C, =f50(312), avec

3 -——e)]?(_l +%)

’ fsole)
fale) = ” T , de sorte que f'5(e) = ‘_“_5;7f51(5): avec fy(e)=
_ 1+3s; " . ’ - 3 —d4e —3e2
=i o log (1 —e), donc f,(e) e—————(l_e)(] T
Tablean 41.
: 1 " 2
e 0 j’!ﬁ f13 "3_ C14 1
farle) + 0 =
. 6 -
Inite) 0 A Jales) ~ _5—_10:553 >0 > 0 = —o0
fao(e) — 0 +
1 s
i 5 V3 1y 1 3 2 9 3
| Fole) "2"E >'2— > fso(;)r-\/_:!—(? > fno(';]= 1_0?;‘/‘_3*>\/3 E~1 a4 Saoler) P :l“

; 9
[(La relation s >V3E-! du tableau 41 est donnée par E >
4/5=
>10 x 21 >10‘/£] .
9 9
Les tableaux 40 et 41 donnent donc
: . " B
88 . B A R )
(88) V 1GV§<7<\/2<3E L=
Si I'on tient 2 nouveau compte que 9s(631) = 0, on déduit de (26) et

(29) sgle,— ey) = sgfialens), oa.nxa==4(LiiY'{ks~—a"°+?)__1, de

3+4e¢
1 1
, 1147 M
sorte que f,(e) 2:(515] B—e) ( )f53(8), avec

falme=3EIBLIEHS o a g~
sa(¢) A tao_e  Tlos T

—%-
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donc
, 243 4 147e 1 786 4 46e® — et — o5 5
fale) = (3 + (9 — e >0 Jule) > ful0) =0,
['sale) >0 file) < fro(1) = 0,
donc
3
(89) dans (29) e < ey pour tout C e(3E e 1).

En utilisant les formules (84,) (86), (87), (88), (89). on déduit donc
qu'au point 5

el _ st 0 <e<ey, —e>p,
Au cas 1.3 si CeZE( t, V3E ‘), " .

si ¢ = ey, —e=ph

siegy<e<l —e<p,

Au cas 1.4 si ‘\/3E o A e — & >y
-5 sl 0 <e<ey, —e >p,

Si 811<e<801 == <?2

Aux cas 1.5 et 1.6, — & > P,
Aucas 1.7si g <e<ey —e>p  _2+eted
si e = ¢, — e =2, 34¢
si e, <e<e ——ze<py g défini dans (28) et (25).
(90) ) Aucas 18si V3 E-1<C<C;, —e>p, ¢ défini dans (29) et (26).
si C =10y —e=1p, e,défini dans (84) et (37,)

Si C7<C<:‘%'§J _€<p2

y ) sieg <e<ey, —E>£2
Au cas 1.9si Ce(V3E-L C,), sie=ey, = B Py
. i L Si 611<6<1, -_E<P2

si c7gc<12-3-, —e<p,
Aux cas 1.10 et 1.11 —e > P,
Au cas 1.12 si e <e< ey —& >P

S1 e=611, '—'€=P2
si 311<3<1: _-8<P2

; Les relations (81,), (83) et (90) donnent-ainsi qu'il a €té mentionné,
o Position de I demi-ellipse — solution par rapport 4 la courbe (C) aux
5 OITeS 6—14 et 18—26, parcequ’elles sont évidemment valables aux cas
=t 8 du point 6 aussi. Dans ces cas, la branche de (C) donnée par $ € (Per
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est, ainsi qu'on le déduit de (81,) située ,,a l'intérieur,, de la demi-ellipse-
solution. II est donc évident qu’aux cas oit la branche en question rencontre
la branche de (C) donnée par p € ( —1, p,) dans les figures 20,21 ou 24,
la portion du premier quadrant de la demi-ellipse-solution rencontrera
elle aussi cette branche. On en déduit donc a l'aide du lemme 1 et de (90)

que si, aux cas 2.3, 2.4, 2.7, 2.8, 2.9, 2.12, C = C(e), alors dans (90) —= < p,. |
Dans les figures 6—14 et 18, 19, 22, 23, 25, 26 on a dessiné la demi- i

ellipse-solution en pointillé. Dans les figures 20,21,24 la demi-ellipse n’a

pas été dessinée pour simplification. Dans les figures 8,9,12 on a dessiné () .

les trois positions de la demi-ellipse-solution données par (90) selon que ) 7 0

M (22.¥2)

<)

4
2
o C/) g
z (Cr -

P+ E%OZ Si —& >p, la demi-ellipse-solution rencontre la courbe

~ o . b ;
(C) au seul point de coordonnées (0, ~~), si — =4, elle la rencontre
2

&

aux points de coordonnées (O, —E—] et (ﬂ; —:— (1 + e, O) et si —z << Py, elle

(Cz)

24+1 y

&

situés sur deux de ses branches. :
Afin de ne pas écrire de coordonnées sur les figures, on a désigné par '= g/

Q, — Q4, P; — P3, Ry — Ry les points de coordonnées données ci-dessous ; i A
o \ % (Cy) o (C,)
@, X

0[C 54 @0 3[—17)) &f—C. —5 a)i ux(—1).0), o 287 cas i1« 284

2

& : L 4)A+8 _
avec x,y donnés par (12). 1) =7
: Dans les figures 6—14 et 18—26: :

P,(0,b); PZ(O, _;’} Py(a, 0); Pyfx(—1), %) Pa{C'a,%\/l-CZJ; - g d Fig. 4

Ps(% 1 +e), 0’ ; Pr(%(f), 0) ; PR[O, y(— 1-;2-92 )) ;s Po(x(p5), ¥(£s)) ;
Pio(%(pa), 0); Ppy(x(p1), 0) 5 Pra(#(pe), 0) 5 Pra(¥(Pa), ¥(Pa))-

avec x,y donnés par (19); p,, P, P53, Pg — racines de de (21); pu P5 —
I‘acines Aes fd(P) A (22) 1 pﬂ' ?56 f3(p) ( ) Pd ;bfx

Dans les figures 27—35 :
2 i C a P
Ry(0.2); Ryf0, +; Ro(0); Ry(—Ea, 72-) ;R —Ca, SVI=CY)
& . ‘ & T el - &
Ry (50 0)i Relxls), 0); Ro(0, ZVI—=CE); Ry(x(s), 0); Rolalea 01 | Y,

Ry (%(sq), ¥(s4)), - ‘

la rencontre au point de coordonnées (0, ‘—)) et en deux autres points, 1ercas: | w 2841 (c:) \ y

Dans les figures 3—6 :

R

Ba+7 Y

?EmeC'Gs‘[ = 28+1
2441

(")A+B =1

avec x,y domnnés par (70);.

$1, S, 83 Tacines de fy(s) de (71) et s, racine de f,5(s) de (72).

Fig, 5
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CHAPLIGHIN TYPE METHODS FOR
HYPERBOLIC EQUATIONS

by
Y. SCHECHTER

Cluj

The purpose of the present paper is to extend a method given by W.
Mlak [61, to second order hyperbolic partial differential equations. Some
special procedures requiring less restrictive conditions than those in [1],
[2], are also derived. The last section deals with the convergence of the

approximating sequences.

1. For the sake of brevity we shall follow Kisynski’s approach [4]
of simultaneously discussing the Cauchy and Darboux problems for

(1) ey = f(%, ¥, 4, ths, Uy)-

We shall suppose, so as not to encumber the exposition unduly, that exis-
tence and uniqueness conditions are always fulfilled. For such conditions
the reader is referred to [4].

Iet the curve C, be represented by y = y(x) for x € [0, @,]. Denote
by x = %(y), y€[0, b,] the inverse of y = ¥(x) and by a and & two numbers
such that a = a,, b = b, We define now y(x) on [0, 2] and %(y) on [0, b]
by putting y(x) = 0 for x€[a,, a] and x(y) = 0 for x€[d,, b]. As in [8]

R={xy)|0=rv=0a yr)=y=10}=
(%, ) | 0=y =0, %(y)=x=a},

7(%g, Yo) is the intersection of R with the rectangle 0 == ¥ =< %,; 0 =y = ¥,
and C is the set of the points of R belonging either to C, or to the axes. A
function g(x,y) is said to be of class C*(R) if g, gy, §xy exist and are con-
tinuous on '



