DESPRE O FORMULA DE CUBATURA

de
D. V. IONESCU

Este cunoscutd formula de cubaturi

SV@JMM@z%Um~Wﬁm+ﬂ%+hmw+ﬂwm—wwm”
D
+ fvo, yo -+ £) 4 2/(xg, y9) ] + R

in care domeniul D este un dreptunghi definit de inegalititile
D:ixy—h v Llag+ 0 yo—kSy Ly + £k

S este aria dreptunghiului, iar R este restul formulei.

Accasti formuli este amintiti de Fr. A. Willers [5], de G. W.
Tyller 4} side I. Albrecht ¢i L. Collatz [1].

In aceastd lucrare vom da o metodd pentru a obtine formula de cuba-
turd (1) si restul R in acelagi timp, sub forma

gt X Yotk
R = (@ (0, 0) 2L dxay + (o) s vy ds + (o) 2 o @
54287 3st . a4
D x—h Vg —

determinind functiile @(x, 1}, o(x), ¢(v)

Restul formulei (1) fiind astfel bine precizat, se va face o aplicatie
a formulei (1), la calculul aproximativ al integralelor duble.

Metoda de lucru pentru obfinerea formulei de cubaturid (1) este aceeast
cu cea Intrebuintatd in lucrarca noastria [2], despre punerea unei diferente
divizate de ordinul (m, n) a unei functii de doud variabile, sub forma unei
integrale duble. Prin aceasti metodd obtinerea unei formule de cubaturd
se reduce la integrarea unui sistem de ecuatii cu derivate parfiale cu anu-
mite conditii la limitd, dupid cum obtinerea unei formule de cuadraturd
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este legatd de integrarea unui sistem de ecuatii diferentiale cu anumite
conditii la limitd [3].

§ 1. FORMULE PRELIMINARII
1. 84 considerim dreptunghiul D, definit de inegalititile
Diay <oy <y,

in care sint definite functiile f(x, v), o(x, ¥) continue impreund cu deriva-
tele lor partiale,

3 of 8 994y dtp

dx é—y axay "ox ay axay

Transformind integrala dubla

§¢£;¢w@

prin integriri prin péarfi convenabile, se ajunge la urmdtoarea formuld

o Y
S{’Sx"md/xd}/ =9 (x3.)9) flxa.¥y) — % (%, ¥y) f(x;. yy) —

— e (o ¥y (g y) o (Y f (3. ¥)

[P

1y

(aoy) f (6y)dx — Sg(x”yz)/ (x.ya)dx +
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ﬁm»u;w@-sgmMuww@+
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2wy
k'3

v

—&—SS 8(1;\ fdx dy

d presupunem acum ci functiile f(x, y), o(r, y) mai au derivatele parfiale

asf @y @i
Ax2dy 8x8)2 "axtayt

asg A% Flg

2x3b3 BxdyE GatEy?

continue i1 D.
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Inlocuind atunci in formula (3) pe f cu 88 (; vom avea
x oy

2

4 2
SS(P axazafyz dx dy = o(¥y ¥a) a; (2. ¥2) — (%1, o) :;vafy (%3 ¥2) —

2

atf 3*f
— @(xg, vy) —— (%2, 34) F @lxy, ¥
‘9(2,1)%8}'(2“1) %—(p(l“l)axay

(%1, 1)

)

+gjf( 0 L e ) = (02 () 2 (, yuddat
+ (2w L y)dy-g-m) (v )y +

F {2 2 ay
3% 8y 8x 8y
D

Daci in membrul al doilea inlocuim ultima integrald cu membrul al

doilea al formulei (3), in care @(x, y) este inlocuit cu aa; obtinem formula
*Qy

8%
a7

S g . ae
SS 1Jt;;“,-.»(:,)._v d\dy =@ (’\ZJy )8 xz,yg cp(xl,yz)ﬁ(xl, yz) —_

4
é
— (xa. ) 3755 af (.34 ¢ (x1v3’1)a af (x1, 1) +

N 3%

+;2;i, (x2, ¥2) f(f\'a:yz)"axay (%1, ¥2) 1 (%4, 30) —
62 FY
- ax:‘. (*2¥1) flxp y1) + 5% (x5, 3 flxom) + (4)

\"_‘Uw”(»yl)dx-—g 29 (v92) g (v.v0) d¥ +

x 8xé
(° 5 2f
"° Y . 89 8
+ p 7 é?;(ay (xpd) dy ~§, 2y (%, % 5y (x2.9) @y +
83(;, ) o 32
-+ Se*gé}’ (x.y) flx) dv — S atljy( ' ¥e) [(xy,) dy

6 — OCubes--Bolyai: Matematica fizica I/1963.
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Vs s
: 3% 3%
+ Samﬂ (21.¥)F (%1,3)dy —S e (X ¥) F(x2.9)dy +
N Y1
a'p
+ S§ Py fdxdy

care este fundamentali pentru aceastd lucrare.

2. SA considerdm acum dreptunghiurile D,, D,, D,, D,, definite de ine-
galitidtile

Dy: Xy L X < Xy, Y Ly < s
D,: ¥ < x < Xy, Yo K<Y < Vg
Dy: ¥ K & Ay, Y1 <y <Y
Dy: Xy L X Xy, <Y < Ve

s1 sd notdm cu D dreptunghiul format din dreptunghiurile D,, D,, D,, D,.

La dreptunghiul D; atasim functia o () continud si cu derivatele
partiale care figureazd in formula (4), continue in D,; aceasta pentru 7 =
=1, 2, 3, 4.

De asemenea fie f(x, y) o functie continud in dreptunghiul D si care
are derivatele parjiale care figureazi in formula (4), continue in D.

Aplicadm la fiecare dreptunghiu D; si la functiile f, ¢; formula (4).
Adunam membru cu membru cele patru formule care se obtin si vom avea
urmditoarea formuld

iss axzay— aviay: DS (5)

1

2

= ¢1(%3,Y3) 2 (%3,53) — @a(%1,¥3) ai gy (x1,¥3) + ‘Ps()‘byl) g (*1,91)

3% 8y
. 8% f acf
— @a(¥g,1) —— (%3,91) + [03(%5.33) — @1(2.¥5)] (3.y3)+
Axay 3x 3y
2 ; |
+[@a(¥1.32) — @3(x1.32)] e (%1,Ys) + [ 9a{%,¥1) — @3(5.%1)] = (%g.y1) -+
ox oy 3x 8y
2
+ [ea(X3.72) — @1(%5,95)] % (%3.5) + [01(%2,02) — @a(%2.30) +
5 8%f 3%, : Py
+ @a(%e. o) — @a(%g, V)| ——(¥a, ¥a) + ——H(x3¥3) [ (¥3.55) — (%) [(%1.y5) +
PETAY 3xay vy
% ey ) [(H091) — T2 (1) (g, 1) +
ey U eay YV Fa
8% __ % 8%y _ 0% ,
| ) — 2 ey [flxava) [ 7% () — 2 oy )+
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2 82 82 "
[axay X9, Y1) — axq;y(xz y1)]f(x2)y1> + [axz; (%3, 2) + ;%(xs»yz)]f(xa:yz)’*‘
3%, QZ 82@3 — a?,cpi
[a»a (%3,¥2) — Py (%5, ) -+ sray (%2, 72) 1oy (xz»yz)} H(%5,52) +

+S ([0 g = 22 ()| 2 () = 22 () 2L () +

4 0% (x,y,) 22 <x,y1>} dx
318y

ax

] 8 ar 8y AP ay
{J(x.y-ﬂ cP( }2)} j( Yyo)= 5y (Y e ga Yalt o= (x ) aa (Y ,)}dr+

Axdv

Axd

gy, a9 agf 6q> % dq ary
[“7’1\2.3’)— r;(xz,y)J (X2,y) = 5%, y)axi)( 3yt 2(»c y‘axay( s")’)}d)"‘}‘

<ila 3 FY:
—LS{[’gﬁ“%y?—%“z’y’kﬁ (o) 2 gy ol Y T2 ) 2 ,y>}dy+
¥
i3| gy o, Wl )__Cjﬁ.(x ) flxy )+f3‘_(x Y1y Vet
*"1 .ax2a‘,('\"}2’_‘52'25},‘)6'}2 ﬂ Ve ax28y Vs 3 axtay TN
¢l & & 8%, 3,
o - Z e ey e fenh e ) sl

A3 ) &% . - EE , 3,
+S{[f-i-v?(x'zy)——f%(xg,}’)Jf(xg,y)— L (e Yy VM Xﬁyg(u v) /(rl‘yJ}dWr

&3, 83, o' o
+ S{{ o(’» Y q"?(xzy)]/(l’r}')_ %(Xa-}’) /(~rzszy:+878—;’;(x"y)/(xl‘y)}dy+

4 64

*Z SSaﬂa areay | dx dy
hp

§ 2. PROBLEMA LA LIMITA

3. In legituri cu formula (5) se pune urmitoarea problemi la limitd.

Sd se determine functiile o,(x,v), o@o(x, ¥), e3(x, ¥), oux,y) solu-
tit ale ecuatitlor cu derivate parfiale

2%, Vo oy 2% g By (6)
axray® 7 oxdyd  axtay: | axtay?
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st care sd verifice urmdtoarele condifii la limitd

3%, 33p, dto,

J——— )= T = - X3, = (.

t’;xz(’;y(x’}~’) 0. ox3y? (xa-}’) 0, éxéy( 3 Y3 0

8tay 930, 9ig,

Sriay WYl =0, Gt iyl =0, 55, (ays) = 0 )
8 g, gy 820,

Tatay Y1) = 0, 5a (1y) = 0. 55, (B03) = 0

3%, oy AT
E'xTo‘; (x,3) =0, _E'—A-g;? (x3.9) = 0, iy (Ya.v;) = 0

den 3 T .
e (x.33) = 0, By {(x3.3) = 0, @0y =0

32X 4

oy , 0 8y = Q ) -0 (8)
5 @ye) =0, ',T;‘(xx'}/) =0, o,(x;.y3) =

) Ay

—(xy) =0, Gy (%,0) =0, ¢5(x1.yy) = 0

é é
—% (r.y) =0, T%* (x59) = 0, og4x5.,) = 0

Integrind ecuatiile (6) cu conditiile la limitd (7), se giseste

;j;z (x — 3:3)()’ =)
:—gj = (x—27)(y—3) o
2L = p—n)y — ) |
%= (x — 20y — y)

Integrind apoi ecuatiile cu derivate parfiale (9) cu conditiile (8) se obtine

¢ = i(x — %)% (y — ya)*

Py = S(® — %)% (y — y;)?

N

r=r(x — x))? (y — yy)?

Py = %(x —1x3)? ()"‘%)2

Cu aceasta problema la limitd pusd mai sus este rezolvati.
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§ 3. FORMULA DI CUBATURA
4. In formula (5) sa alegem functiile ¢, ¢y, ©;, @, astfel ca ele si

fie solutiile ecuatiilor cu derivate partiale (9) si care verifici conditiile
la limitd (7) si (8). Atunci aceastd formuli capiti forma

S (o 2L ity = 4 2L (w0 + Bl )+
7]

-+ S[%(xlyz)_.ax( 1y2)] 8% f ( ey dnt

o -
- i& . \ Oy . arf ( 3¢, .
L ySz_ay (o) =570 *ﬂa\ayw) y +SW< ) ~3y—w,yﬂmy(xo )y +
.ra,-aa 33 o 3% 8%,
+§ Sy Y (. yz)]f(x yodat| [ s ,yz>-m<x,y2>}f<x,y2>dx+
o 3 3(?1 a'XQ J‘ a'%tpa . d
H [t ) = s (29)| ,,y>¢y+S Lmy_( 2= sralry)|f (v) dy+
Y= N o )
-}—SS/d%a’y
D
(11)
unde
A = 2uxaya) — el vy) - 9a(xa, 3a) —,(x,.,) (12)
a 1 a 5'2 N a2 .
B =gy (e vl s h ey g e = sleyd (19
Tinind seamd de ecuagiile (10) si fidcind calculele, avem
+ Xy Yy oo Vg ,
A= (x5 — x) (¥ — ¥ (3"2 - )()' "”‘T‘) (12%)

B = (x, — x)(v, — 7) (13
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Mai departe, avem

v = ey = — s — (. = 2~y
I %% i) = = (55 — 30 (}'2 __"—‘l;:b)(.\- ~xy
%(xz,y) — ey = — s =) (rg S "'3) (=) (14)
%iy! (%,,9) —%ii?(x.z,y) = — (v3 — ¥ {xz—%ﬁ) (¥ =)
et (1)~ s (V) = o (8 — it (00 = — (17 = v,
i:x (x2.%) — 83:} (xp,y) = ;::}:( 2,) -:::: (23) = —(x; — 1)

Tinind seama de ecuatiile (6) si de conditiile la limitd (7), (8), (9),
precum si de formulele (12°), (13’), (14), formula fundamentald (5) se trans-

formi in formula

(1, .,\';\_)”%“

4 ’ e 3
{ Voo ) &
Gad s

2§)S e é—;ﬁ*—d xdy ={x3 — X )(¥3—Yy, )( ﬁ;—%)LVZ‘"‘-—:r——-

+ (3 = 1) (s = ¥ f(re)

Ay X2

—{¥y )(y _n : 13)[81(‘%' — ):;f (x, ys)da+ S(x~x3) é%(l.)/g) dxj-

Y Y3
—(x3~,1',)(x2*~ : _, x;){s(y - )'1);;))(7(2')/%2'}"}{-8()’ - ya)ié(%&"}j -+

Y 3a

+ §§ vy

2l
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S3 observam insd ci

. 32 a 8
(o — ) g o) dx = (= w2 ) —{ 2 (v &
, 2 ar T af
S (x — x3) a—a;({; (xy) dx = (x5 — xz)a“{v (x2:)2) - S; (x,59) dx
P ¥ X
Y2 Ve
/ of o e d

S 0 = %) geg; Fed) dy = (v, — y1) 75 (%a¥d) — Y57 (R2¥) Ay
¥ ¥y
e s

a2 ) 38
Vo — v o o) dy = (s — v o) = ( L,y v
¥ ¥,

$i tinind seama de aceasta, formula (15) devine

4 a“ A, ~-oa o4 3 2
ZSS Py dxdy :(xa—-xl)(ya—yl)(xz ~_1~2_9J(y2 _QT@) Y (1)t

g =1 D

AR , AL
+ = e — 252 v+ (= v =252 § )

+ SDS fdxdy

Din formula (16), rezultd formula de cubaturd care face obiectul acestei
lucriri:

Xy 4 T+ ) 8t
SS fdxdy = — (x3— v))(y; — yl)(xz - 5 ()(3’2 "1—2")'3)6*,;’,("2»}'2)—

I2

— (3 — x)(y; — yo Hxpye) +
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) Sl S K .
+ {x3 — )M ys — 3y (‘z 2 5 ) f( (oY) T (1'2 —— J)a/\( 2:¥2

Ay Ya
+ (s =3 S [y de 4 (x5 vy S Hxo.3) dy . (17)
- . zsa . _an )’;af
—(J'a‘"yl)(}’z -2 D) \3)S§fj(x,y2)dx— (x5 — xl)‘x2 b . ;ng(xz,y)dy-i—R
h B2

unde restul R este dat de formula

e

unde functia ®(x, y) coincide pe dreptunghiurile D,, D,, Ds, D, cu func-
tiile ¢, 9,5, @3, ¢, date de formulele (10).

n cazul particular cind punctul de coordonare (x,, y,) este centrul
dreptunghiului D, formula de cubaturd (17) se simplificd si ia forma

- du dy

(18)

ty ¥

SS fadxdy = —(x, —x) (V3= /(% ¥2) + (s — 1) S f(x.y.)dx + Sf(xz  Yidy+R

(19)

unde restul R este dat tot de formula (18). In acest caz insd functia o(x, y)

este continud pe dreptunghiul D si se anuleaza pe laturile acestui dreptunghi.

Inlocuind in formula (19) pe f(x, y) cu _,,,'_ii,,f’_%),,z,(,:"“iv"‘l)g, obtinem

(4]

ny . . (g — )30y — 39)°
gg(;)(ﬂb, y)d.l (Zy = - (20)
si de aici rezultd o noud forméd a restului formulei de cubaturd

(wg = )3, — )3 &if
R = G (5 ) . (21)

y=

unde (£, ) este un anumit punct din dreptunghiul D.
Din formula (21) rezultd i urmditoarca evaluare a restului. Avem

— )3y, — y )
R Dl 0y, (22)
unde
M,, = su 8y {
=0 sy
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§ 4. APLICATIE A TORMULEI DE CUBATURX (19)

6. 83 schimbdm notatia punind

% = xy — h, Xy = Xy, Xy = %y + A
V1= Yo — £k Y2 = Yo, Ya = Yo + Kk
Formula (19) se va scrie sub forma
Yot & Kotk
SS/dxdy=—~4hkf<xo, Yo)+2h S flxoy)dy +2k S /Eyddx+R  (19)
D Vy—F Xy=h
si avem
lRl //13/\ M2 \ (22/)

Sd aplicdm la fiecare integrald din membrul al doilea formula de cua-
draturd a lui Simpson. Vom avea

Ay R

0t

S H(x,y,) dx =;,—; Hxo—h, yo) + 4f(xo30)+/(xg + 2, %) ] + Ry
Xg—ht (23)
Yotk
) 1r0.) dy = % [ilxo, yo—R) + 41(x0, 30) + f(xa. Yot k) + R,
Yok
unde dupd cum e stic [3], avem
a,+h Yotk

Ry= § o) ey dx, Re= § 4 0) 2L (xe) @)

Ay ' ayt
Yo~k

unde functiile ¢(x) si 9(y au fost studiate de noi: ele sint negative prima
pe intervalul (x, — 7, &y -+ 2}, a doua pe intervalul (y, — %, v, + k)
$1 avem
X,k Yy
. ey S - (k3 0=
S Plx)dy = — 5 V(y)dy = 3550 (25)

vy V=l

Ficind inlocuirea integralelor din membrul al doilea al formulei (19)
cu membrii al doilea din formulele de cuadraturd (23), obfinem formula
de cubaturd.

Cos ™

S fdxdy )hk [flxg—Hh, yo) + flxg, ¥o — k) 4 [ (%0 + hy ye) +
+ f(xg, ¥o 4-R) + 2 flxg, 3a) ]+ R

(26)

&
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unde restul R’ este dat de formula

Yotk
= L y) ¥ 8%(x. )
R SDS(D("'” s drdy + 2§ g )T gy
Yo—k :
Ttk (27)
< ! iz, y4) 5
+2k g ¥ (V)T dx
Yook
Restul se mai poate pune si sub forma
o A% %Y his 83 i 8y,
R =3 ax2ayt (&) — 7= X (o) =75 573 (E10 ¥o) (28)

dacd tinem seama de formulele (20), (25). In aceastd formuld (%, ), (£, 1)
sint doud puncte, anumite, din dreptunghiul D.

Notind

C 3y
igm sy [

(x.fh,,to'*h

. e
» Mg, =sap =5 (%, y)f
Tk, vt k)

(J'u

avem urmitoarea evaluare pentru [R|

R = (5 A2k Moy + ha M, 4 M) (29)

i
7

Tinind seamd ci formula de cubaturd (19) este cxactd pentru orice
functie f(x, y) de forma

f=AEy + By)x + 4,(x) + By(y) (30)

unde functiile A(x), B(y), A{x) si B,(y) sint oarecari, formula de cubatura
(26) este exactd tot pentru functii de forma (30) in care A(x), 4,(x),
B(y), B,(y) sint polinoame de gradul al treilea.

In alte lucriri care vor urma, vom face noi aplicatii ale formulei de
cubaturd (19°) si o noud extindere a ei care de asemenea si conducd la
formule practice de cubatura.
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OBb OJHOM KYBATYPHOM ®OPMYJIF
(Pesowme)
B sroit paGoTe BBIBOAHTCS OCTaTOuHbIN ujen KyGartyphoit dopmyan (1). Ycrauas-

nuBaloTes cHavasa GopMmyanl (4) u (5) notom npo6neMma Ha rpaHuue U3 §2 npHBOAMT
% KybarypuniM ¢opmynam (17) u (26) ¢ UX OCTATOUHBIMH UJE€HAMH.

SUR UNE FORMULE DE CUBATURE
(Résum é)
Dans ce travail on donne l'expression du reste de la formule de cubature (1), On

établit d’abord les formules fondamentales (4) et (5). Ensuite, le probléme aux limites
du § 2 conduit aux formules de cubature (17) et (26) avec leurs restes.



