
D E S P R E  O F O R M E R A  D E  CU B A TU  R Ă
deП . V . I O M Î S C ü

Este cunoscută formula de cubatură
(x > У) dx dy — — [/(л'о — h, y0) 4- /(x 0 +  h, y 0) +  /(.v0, Уо ~  k) +  

a +  Кхо> Уо +  k) +  -i(x О’ У о)] "Г -Æ ( 1 )
în care domeniul D  este un dreptunghi definit de inegalităţile 

Г) : .v() -  h <  л- <  ,v0 +  /г, у 0 — /г <  у <  у0 4- k

S  este aria dreptunghiului, iar R  este restul formulei.Această formulă este amintită de F  r. A . W i 1 1 e r s [5], de G . W . T  y 1 1 e r [41 şi de I .  A l b r e c h t  şi R . С o 11 a t z [1 ].în  această lucrare vom da o metodă pentru a obţine formula de cuba­tură (1) şi restul R  în acelaşi timp, sub forma
x Q- ~ h  ) 'a -u k

R  =  f t  Ф (U y) dxdy +  C 9(s) (s. Уо) ds +  C m  d~ {  (x0,t)dt (2)J J  5x2ey- J  <3sJ J st*
D  X -  h  y0— kdeterminînd funcţiile Ф[х, у), o(x), ф(т)Restul formulei (1) fiind astfel bine precizat, se va face o aplicaţie a formulei (1), la calculul aproximativ al integralelor duble.Metoda de lucru pentru obţinerea formulei de cubatură (1) este aceeaşi cu cea întrebuinţată în lucrarea noastră [2], despre punerea unei diferenţe divizate de ordinul (m, n) a unei funcţii de două variabile, sub forma unei integrale duble. Prin această metodă obţinerea unei formule de cubatură se reduce la integrarea unui sistem de ecuaţii cu derivate parţiale cu anu­mite condiţii la lim ită, după cum obţinerea unei formule de cuadratură
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este legată de integrarea unui sistem de ecuaţii diferenţiale cu anumite condiţii la limită [3]. § 1. F O R M U L E  P R E L IM IN A R II1. Să considerăm dreptunghiul D ,  definit de inegalităţileD : xx <  a <  x2, y 1 <  y <  y2în care sínt definite funcţiile f(x, y), <y{x, y) continue împreună cu deriva­tele lor parţiale,
aj sf  s 2f  .
д х  ’ З у ' д х д у  ' Э х  Э у  Э х д уTransforinînd integrala dublă

й
f92 fФ — — dx dy 

д*дуprin integrări prin părţi convenabile, se ajunge la următoarea formulă ГГ
57Fydxdy =  «P (ла.уг) Н*г-Уг) ~ ? (*i. У г) /(*i. У2) -

— f  ( x i -  t i )  / (-*2' У ')  d~<'3 i) / (•*!• ft)

( * > У )d x — [ ^ ( х , У , )  I (x,y2)dx -ï- J Эх
i l

/* (fi (p
-  ^ ^ ( 4  y U ( X i . y )  dy  ̂ i ' i  i'l / ( V 3.y) dy 4-

<9-9 ô Ad У / if.Г (fy0Să presupunem acum că funcţiile f{x, y), <p(x, y) mai au derivatele parţiale
a -y a3/

a , i 2P y  Э х Э у 2 ä i - f r  _ й_49 _
$ х г & У  Э * Э у г 0 х 2Р у гcontinue î:i jQ.



3 DESPRE O  FO RM U LA  DE CU B A TU R Ä 81л 2 fînlocuind atunci în formula (3) pe / cu — — vom avea
дхдуÇÇ Ф ^  =  9(^2 У г) ix 2 ' У 2 ) — ?(*!> У 2 ) (x i У 2) —JJ d*2dv2 dxdv дхду

D

-  Ф 2. У 1 ) (*2> Уг) + ф г ,  Vj) { x lt y x)
дхду дхду

Xt *2

+ ( — (x,  Уг) (x, y j d x  -  C 35> ( x , y 2) (x , y 2) d x +
J  ф* дхду J  д* дхду
xi xi

+ Ç — (x i - y )  { x x, y ) d y —  C— { x 2,y) - p î -  (x 2, y ) d y  +
J ду дхду  J ду дхду
Ух i ' i+  CÇ 3 — i/.Vi(v
J  J  дх ду дх dy
DDacă în membrul al doilea înlocuim ultima integrală cu membrul aldoilea al formulei (3), în care ф ,  y) este înlocuit cu  ̂ ф ■ obţinem formula

дхдУ

S S ' Y ^ d x d y = V у г) -

-  Ф 2 .У1 ) p f ; Á x 2 . y i ) +  9  (x i y i ) £ ~ S x i <y i )  +
« 2 d

+  4 - ? - i*2 . Уг) П* 2 .У2 ) - - Г Г Л * 1 - Уг) / (x i> Уг)ахау охру

д x д Vh  ( - Ч У г )  К Х 2 ’ У  1 ) l ( X l ’ Vl)  + (4)

*- ţ ë  i* ̂  s h  dx -  s ë  ̂  в - у  <*•*>dx +
+  \  P  ( h  y )  £ 7  (х гУ/ Лу ~  \ 7  ( * * . y )  7 7 - (x 2 . y )  à y  +J  oy oxdy  J  9y  d *  Э.У
+  $ £ 7  (*-У.) f i x yi )  dx ~  5 ë ë {х,Уг) í { x 'Vi) ̂  +

© — Düb#* — ßoiya/; Matematică fizică 1/1963.
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. C A A  {x1,y)f{x1,y)dy — C (x2,y)f(x2:y)dy +  

J  dxdy2 J  dxdy-
У х У\

care este2. Să galităţile
f  dxdy

Dfundamentală pentru această lucrare.considerăm acum dreptunghiurile D x, D 2, D 3, Z>4, definite de ine-
D y %o x  X 3 , y 2 <  У <  Уз
D , : X 1 X  ^  %2> У2 <  У <  Уз
D y % ̂  X  % 2 ) Уг <  У <  У г
D y X  2 X  X  g, У х  <  У <  У гşi să notăm cu D  dreptunghiul format din dreptunghiurile D lt D 2, D 3, DLa dreptunghiul D t ataşăm funcţia <?i(x) continuă şi cu derivatele parţiale care figurează în formula (4), continue în D t; aceasta pentru г =  =  1, 2, 3, 4.De asemenea fie /(x, у ) o funcţie continuă în dreptunghiul D  şi care are derivatele parţiale care figurează în formula (4), continue în D .Aplicăm la fiecare dreptunghiu D { şi la funcţiile /, <p,- formula (4). Adunăm membru cu membru cele patru formule care se obţin şi vom avea următoarea formulă a Y

д х гд у г
dxdy (5)

=  Фг̂ з-Уз) ~ ~  (х з,Уз) —  ф2(*г.Уз) (х ьУз) +  ъ { х ьУх) (Wi)Эх Эу Эх ду Эх  Эу

— 9iix3Ах) (*3.Li) +  [ф3(*з-Уз) —  9i(2.y3)] ОзАз) +  э х  ay э х э у+  [ф2(;Ь У 2) -  Фз(% J-2)] (xlty 2) +  |_<р4(лгг,ух) — %(>2,yi)] {х2,у3) +
д х д у  Эх  Эу+  Ы * з -Уз) — фЛ^з-Уз)] (*з-У2) +  1п(х гУз) -  ф2(*2>У2) +дхду+  <Рз(*2. Уз) -  Ф*(*2>У)
ЭЧ (^2.У2) + -~(л'зУз)/(^зАз)дхду дхду дхду

a Vi {ххУзШх 1-Уа) +

+  Г Г 1 (xi ’yi)í(xi>y’i) -  —  (x3yi)f(xsyi) ++ дхду32фг дхду

дхду (*2>У3) 3V1
дхду (*2>У3) /(*2-Уз) + 3292 

дхду 'Ч ’Уг)
dVs
дхду УъУз) /(v .y 2) +



D DESFRE O  FO RM U LA  DE C U S Ă T U R Ă 83i f î i
.5 xdy

— —  +  f-5-2-94- (x3, y 2) +  — (*s0'2)k *s.> 'i) +
8 x d y  J  [ d x d y  d xdy

+  fa2<Pl [хг, у 2) (x2>Уг) +  Г—1 {хг>у*) ~  {*2>Уъ)\ f(xt.y») +
I дхду dxdy  dxdy dxdy J

+  jj |[ ^  {х >Уг) -  “  (*._У*)dx
d \ f

dxdy
{x ,y2) -  (x, y3) ~ ţ -  (x,y3) +

d x dxdy+  eţ*(*,^i) — (ж-л)} dxd x  d x d y  J
I 1 L
x̂d \{x ,y2)_  * g {x y 3) I l .  {x_y3)+  ^ {x .yi) ± L { x  ,y .)Jdx+

f i a9i, . àq,Y ^ . y ) - — й 2,У) d ’-f do.  d*f  a 9 s d ’-f i ,
.y) (*з .У ) + py +

У 2

9i <х ' У г ) - г т г ,Х'Уг) Пх - У 2 ) - ^ ( х . у 3) f(x .У я) +  ~ -(* .У,)/(*,У,)к*+j J Idx d̂y 
a 3<p.

dx*dy
53 a3<?4

dx2d\ S x zd y

(*,y2)----- н.(ж,у2)агза/ /2. •fl Зф d Зфц 1
t(x,yi ) ~ j ^ f - { x .yz) /(%'У з ) + ^ ^ ( т У1) /(*.У,)к* +

а3Ф,j, ,,Г i ï * 3<h , d so., с?*©» , d л©4 I
A2y')̂ ^ ÍX2,>;)J/(%2,y)̂ sr7̂  'V3,y)/(j:3'y)̂ ^̂ Ul'y) /(*,,y)ry+

+ SI dxd V!(**.y: ЗЭФзага/ ,(А2.У)
d»

/(T2,y)— r ^ ( x 3,y) H x „y )- ïgx7 ‘t (ï„y)/(*i.y)ky +
Фз a l8 r8 y

■£ S S  â ^ î  f dx dy
D.

§ 2. PR O B LEM Ă  LA  L IM IT Ă3. în  legătură cu formula (5) se pune următoarea problemă la lim ită.
Să se determine funcţiile у^ х ,  у ), <p2(x > У)> 9з(х ' У)> 9 i ( x > У) solu­

ţii ale ecuaţiilor cu derivate parţialeддф|
дхЧу" -

1, <?ä92
дх'ду'*

d *уэ 
d x ï dy'1

1 S ^ - =  1
8хгЭуг (6)
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şi care să verifice următoarele condiţii la limită

^  (*Л >  - 0 . (*z>y) -  0 , ^ (Д Г з .  Уз) -  0 .д л гд у

d ;icr„ дхду

дЛду (Х’У^ ~ 0' вд-ву^1^ )  0
ê  3i9з 9 \ з д29з

(ХМ) =  0- =  °>őjr2őy(*■>'«) =  °- £ Й ^ . у ) - 0 ,  ^ ( з д )с' Çi , ■ X а  о-(я .» ) =  0, ~ ~ { х 3,у) =  0, ? ,(х ,.у а)
: 1*.Уга* 

09:

ду£92 (*,.у) =  о. 9г(*1.;Уз; ооа9зз̂ . (*>У]) — 0, (%1 ,у) — 0, фз(̂ 1 .>’j) — О94 О, й94 {х3.у) =  0, 94(х3,у 1) =  о

(<)

(S )

Integrînd ecuaţiile (6) cu condiţiile la limită (7), se găseşte
s ‘9i _ 5 .vő y (* -  *з)(У~Уз)

f ~ =  (А'- ^ ) ( У -У 'з )д*Уз <5 хду
(х—х 1 )(у — yj) (9)

а*94<?vőy {* -  х3){у — у х)Integrînd apoi ecuaţiile cu derivate parţiale (9) cu condiţiile (8) se obţine?! =  ; ( * -  *з)2 (у -  Уз)1 
<P» =  (У -  Уз)1

9 3 = ţ (jc — * i) 2 (у -  y jj*  
94 =  \(* —*з)2 {У—У i f

(10)

Cu aceasta problema la limită pusă mai sus este rezolvată.



DESPRE O FO RM U LA DE C U B A T U R A 85
§ 3. F O R M U L Ă  D E  C U B A T U R Ä4. In formula (5) să alegem funcţiile <p1( <p2, <p3, cp4 astfel ca ele să fie soluţiile ecuaţiilor cu derivate parţiale (9) şi care verifică condiţiile la limită (7) şi (8). Atunci această formulă capătă forma

Щ ^ г М -i -  î ' J  +  В  H= „  y j  +J  ăxdy*3+ S [ î '1 (x 1 J’a) a* ('Vl-Уг) ] őt âv(%У2) d X +

+ \  j f a # )  d y  + $ [ ^ W )  ~ ^ { Х г , У )  f f f y { x ^ y ) d y  +•

7>

A

f{x,y2)iU+ X.
У 2

<93o* ö3o.}
~ ^ ( х >У2)-Т^Г^Х’Уг)дх'1ду д х гд у

f(x,y2)dx +
5 9l-Axz - y ) - r £ i { x2<y) 2’>’) / ( а‘2'У) áV +

+ § f d x d y
P (И)

У-i) - ? 2 (x 2.v ,) +  tp3(*2. )'■>) - ? 4(x2.y,) (12)
___ aî9i j Э A £ у \ 5‘9г / X fl29.i / \ fl2?i / Vv2, y2) -  ——■ (-v2 ,y2) +  r 3 ,y2) -  —  (*2 ,y2)СТД<?у ÖA'ry Г Л c’y (13)

Ţinînd seamă de ecuaţiile (10) şi făcînd calculele, avem
Л =  (.r3 -  *,) (y3 -  у,) (л-2 -  ^ ~ ) [  y2 - ^ - p )  (12')

ß  =  (v3 -  *!)(y3 -  yj) (13')



86 D. V . IO N ESCU 8Mai departe, avem^9 ? 91 I )' 1 -  ''л
^ ; ( х , У г ) ~  J 7 ( x -y*) =  -  (Уз -  >'i) [ У з ------—  |1Л “  У
5  (*.Уг) ~  J 7  (-Y*^) =  -  (Уз -  Mi) [ у г -  ^ 4 ^ )  U' -  -Mi
*°Г (Х2 ’У) -  ^ 7 (*з.У) =  -  (гз -  X,) (л-2 - 4 P )  (У -  У,) (14)

[Х2 ,У) ~ ^ ( Х г ,У)  =  -  (*3  -  * l) l  ( * 2  -
З у

*9г
З у

з 3ş, э 3ç4 а зи а зо;(* .У 2) - ^ ( Ж>У2) - т ^ : , ( х , У 2 ) - т £ : . ( х . у г) =  -  (у3 -  у,)
д 3о £лг2<?у <9л'2С?ус?3,

{ * 9 , У)3x3 у
а3,9i а3^  = Т ^ ( * 2 .У )  - Т ^ Ь ^ ' У )  =  -(А-З -  А,)<9лд_у2 <?.г<Э у-Ţinînd seama de ecuaţiile (6) şi de condiţiile la limită (7), (8), (9), precum şi de formulele (12'), (13'), (14), formula fundamentală (5) se trans­formă în formula

S  SJ *  a4 l ?  dx dy ^ x* -  Хг)(у3~ у , ) ^ - ^ ± ^
С;

\y2- ^ \ L L (x^(_ - / О Л C \ v - • “
+  (лз X]) (Уз /(х->Л'г)

*1 > ч- (Уз -  У|) J t{x,}’i) dx -  (л3 -  л ,)  ̂ f(xv y) ay (15)
( j ' a - y i ^ - ^ H 22) ^ *  -  x ù { ~ i x , y ê d x V Ç( Ô "/

X - X z ) d7F; M , y J  dx

f Vi é* Vj с3“ ]- h - ^ ) ^ - ^ )  S ^  -  у ^ Ш Х г, уЫ у+ S(y -  Уз)т £ {х1'у ) \-L>, >•- J



9 DESPRE O FO RM U LĂ  DE C U S Ă T U R Ă 87Să observăm însă că*» ‘ i
$ (* -  xi) jŢTy (л'.}'2) dx =  (x2 -  xx) ÿ  (.V2,y2) — J  ^  (x.y2) dx
X, r,'* *35 (* -  *3) (х 'Уг) dx =  (хз -  -b>) I ;  (*2.}'s) -  J f ;  (* -Уз) dx
-**3 dl:- *«>1 V(
S (У -  * )  ji~ y  ^ y )  dy = ( y * -  У1) T i  (*2y2) -  5 I 7  (*2.y) dy

5 (У -  Уз) S k -  ^  dy =  (Уз -  >'2) (*2,У2) -  5 й  (*2-У) <У>4şi ţinînd seama de aceasta, formula (15) devine
é S S 9i i ^ ^ rfy Ч а-з- .^ Н У з - У ! ) ^  - ^ Ц р ) ( у 2 P ) f f - ( 4.y2H1 } 4

+  i x 3 ~  x i  )\Уз yi)/(**.y2) (Уз У \ ) ^ И х ’Уг) d x  (*з * 1  ) ^ { х гЛ') d y  —г1 УI
-  [ Ч -  xi)(>'3 -  yi)[(y2 !a, . v2ï + ( r 2 (16)

+  ( У з -  У1 ) ^ У2 “  1,? 2 ',?' ) ^ ( Л' ’У 2)^Х +  (T3 - %l ) [ ^ 2  d y

+  dxdy 
0Din formula (16), rezultă formula de cubatură care face obiectul acestei lucrări:Й  fdxdy =  -  (*3 -  хх){у3 -  y,)|.v2 - x- X - ~ ^ (y 2 -  Ь 2 b ) f f ; ( ^ 2.y2) -

(v3 Xj)(y3 yi)}{xîT i l  "г
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+  ( * 3  x i){}'3 }'i) ( > • , + ( * *  - Н А) ё ,'« ^ +

Ъ У«
-4- i>3 -  >’i) 5 f (x -y-i) dx +  (*s -  xi) 5 f(x2 .y) <iy ■ (17)

1 i V|
-(У з-У 1)(у2 х ‘У*)Лх~  (x3 -  * i ) ( * 2  - ^ ^ \ \ г х^ У ^ У  +  К

unde restul R  este dat de formula
R Х . У ) ; dx dy

?хгд vs (18)unde funcţia Ф(х, у) coincide pe dreptunghiurile D lt D 2, D 3, D t cu func­ţiile  <p1( <p2, <p3, cp4 date de formulele (10).5. în  cazul particular cînd punctul de coordonare (x.2, y 2) este centrul dreptunghiului D ,  formula de cubatură (17) se simplifică şi ia forma
'  3 У •'

\ \ l dxdy =  - { x z - x 1){y3- y l)j{x2, y 2) +  {y3 -  y j   ̂ j { x , y2)dx +  ^f{x2,y)dy + R

(19)unde restul R  este dat tot de formula (18). în  acest caz însă funcţia <?(x, y) este continuă pe dreptunghiul D  şi se anulează pe laturile acestui dreptunghi.înlocuind în formula (19) pe j{x, y) cu U — x2)2(y — r.,)2, obţinemЦф(л-, y)dxdy =  (20)şi de aici rezultă o nouă formă a restului formulei de cubatură
R (*2 -  *1) 3 ( v 2  -  у , ) Ч  а  у  « l<?*2Sy2 ţV = T]

(21)unde (Ç, ■»)) este un anumit punct din dreptunghiul D.D in  formula (21) rezultă şi următoarea evaluare a restului. Avem1Я1 (•*2 -  * i ) 3 0 2 -  у\ ) л M , (22)

M „  =  s u p l - l t
( P )  l â * 2* r

unde
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§ 4. A P L IC A Ţ IE  A F O R M U L E I D E  CU B A T U R Ä  (19)6. Să schimbăm notaţia plinind

хл — x 0 — h, x2 =  x 0, л'з =  x 0 +  h
Ух =  Уо -  k> У-i =  Уи> Уз =  Уо +  kFormula (19) se va scrie sub forma

x. rh

§ f d x d y  =  ~-4hkf(x0, y 0) +  2h $ f(x0.y)dy +  2k J  f{x ,y0) d x + R  (19) ̂ V(J— k XQ—hşi avem l * I ^ M 2>2 (22')Să aplicăm la fiecare integrală din membrul al doilea formula de cua- dratură a lui Simpson. Vom avea-4 • A
\ f{x,y0) dx =  * [f(x0 — h , y0) +  4f{x0,y0) +  i(x0 +  h, y 0) ] +  R l 

x.-k ' (23)1VÍ-A5 f(x0,y) dy f/(*o- y 0- k) +  4 l(x0, y 0) +  f(x0, y „+  k) +  R 2Го ■ Äunde după cum se ştie [3), avemд „ H- /г У o -f- Л’A’i =  $ 9 (.r) ^  [x, y 0) dx, R 2 =  J  Ф (У) (*о.У) <У (24)
unde funcţiile ç(x) şi ô(y au fost studiate de noi: ele sínt negative prima pe intervalul (,v0 — h, x (> -f- h), a doua pe intervalul (y0 — k, y0 +  k) şi avem

I  <?{x)dx = 7«80 Уо r-$ <ИуМуi’„ -  /: (2*)5 28SU (25)
Făcînd înlocuirea integralelor din membrul al doilea al formulei (19') cu membrii al doilea din formulele de cuadratură (23), obţinem formula 

de cubatură.

fdxdy
D

^  [/(-vo — Уо) +  f(x0. Уо —k) У  i (xQ +  h,  y0) +
+ /(-vo> Уо ~l~̂) d~ 2 /(•b,. Vo) J r R

(2 6 )



9 0 D. V . IO N ESCU 12unde restul R '  este dat de formula
+  ^ t y f A lX p J l  dy +

D ■ >.-* ■0̂ + A+  2/e C ţ {x)* 4 ± 2 s A dx •» a*4Restul se mai poate pune şi sub forma
hk5 Я4/9 3^2Sv2 ' Ь’ 11 -1Г) f l . v 4

ir r ) _*!i£V /? ,, ,( °’ ™  15 ('’ I ’ >o)

(27)

(28)dacă ţinem seama de formulele (20), (25). în această formulă tj), (1л , y]j) sínt două puncte, anumite, din dreptunghiul D .Notînd
M ' =  sup £7

д  X(*,-*. *• + *)avem următoarea evaluare pentru j R
IR

{ (x,y0) > M i t =  sup Ь ^ ( * 0> >')!
Î | ( 5 A 2A *M 28 + a 4M -o +  â 4A/(Î4) (29)Ţinînd seamă că formula de cubatură (19') este exactă pentru orice funcţie f(x, y) de forma/ =  A(x)y +  B(y)x +  A^x)  +  BS>)  (30)unde funcţiile A(x) , B(y), А г(х) şi B r(y) sínt oarecari, formula de cubatură (26) este exactă tot pentru funcţii de forma (30) în care A(x),  A^x ) ,  

B(y), B r{y) sínt polinoame de gradul al treilea.în  alte lucrări care vor urma, vom face noi aplicaţii ale formulei de cubatură (19') şi o nouă extindere a ei care de asemenea să conducă la formule practice de cubatură.
B I B L I O G R A F I E !1.  A l b r e c h t ,  J . ,  С o 1 1 a t z, L . Zur numerischen Auswertung mehrdimensionaler In - 

tcgrale. ,, ZA MM ' ’ 38(1958) 1 -1 5 .2. I o ii e s c u, D . V . La représentation de la différence divisée d ’une fonction de deux vari­
ables par une intégrale définie, „llath em atica” , 3(26), (1961), 59 — 78
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О Б  О Д Н О Й  К У Б А Т У Р Н О Й  Ф О Р М У Л Б  (Резюме)В этой работе выводится остаточный член кубатурной формулы (1). Устанав­ливаются сначала формулы (4) и (5) потом проблема на границе из §2 приводит « кубатурным формулам (17) и (26) с их остаточными членами.

S U R  U N E  F O R M U L E  D E  C U B A T U R E  (Résumé)Dans ce travail on donne l'expression du reste de la  formule de cubature (1). On établit d ’abord les formules fondamentales (4) et (5). Ensuite, le problème aux limites du § 2 conduit aux formules de cubature (17) et (26) avec leurs restes.


