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EIN WARTEZEITPROBLEM IN DER PROGRAMMIERUNG
DER PRODUKTION

yon
L. NEMETI und ¥. RADO
in Cluj

1. Problemstellung. In vorliegender Arbeit befassen wir uns mit einem
Problem, weclches bei der Lancierung der Fertigung auftritt.

Betrachten wir einen Betrieb, in welchem fiir die Fertigung eines
Erzeugnisses cine Folge von Maschinen verwendet wird, die in einer be-
stimmten Reihenfolge vom Produkt durchlaufen werden. Die Bearbeitung
auf einer Maschine erfolgt kontinuierlich, mit konstanter Geschwindigkeit,
Wir bezeichnen mit §; die gleichbleibende Zeitspanne vom Eintritt einer
Einheit des Erzeugnisses in die i-te Maschine bis zu seiner Ankunft zur
¢ 4+ 1-ten Maschine. Es seien Y, by, ..., t, die bendtigten Bearbeitungs-
zeiten des Fertigungsloses an den nacheinanderfolgenden Maschinen. Ein
Beispiel fiir diese Fertigungsart ist das Kaltzichen von Drihten.

Die Fertigung des Loses kann man entweder in der Hypothese pro-
grammieren, dass seine Bearbeitung an den einzelnen Maschinen ohne
Unterbrechung erfolgt, oder dass gewisse Unterbrechungen in bestimmten
Zeitpunkten zugelassen werden. Im nichsten Abschnitt werden wir die
erste Hypothese voraussetzen: dann besteht die Programmierung fiir
die Fertigung des Loses einfach in der Angabe des Zeitpunktes, bei welchem
der Beginn der Bearbeitung an jeder einzelnen Maschine erfolgen soll.
Die Fertigungsdauer eines Loses ist die Zeitspanne zwischen dem Anfang
der Bearbeitung an der ersten Maschine und dem Ende der Bearbeitung
an der letzten Maschine, ' g

Das Problem besteht in der Festlegung desjenigen Fabrikations-
Programmes, weliches die kleinste Fertigungsdauer ergibt.

2, Fertigungsprogramm ohne Unterbrechungen. Der Bearbeitungspro-
zess auf der s-ten Maschine ist in Abb. 1 dargestellt. Die Abszis-
se bedeutet die Zeit, und die Ordinate stellt die Mengen des Zwi-
schenproduktes dar (ausgedriickt in Einheiten des Fertigproduktes).
Die Strecke AB stellt die in die i-te Maschine eingetretene Menge vom
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;. Ferticungsprogramm ist in Abb. 2 dargestellt. Die par_alleleﬂ_
Streilglpﬁ(;regA.gBE E‘,D; entsprechen den verschiedenen Bearbeltf;gss
maschinen (=12, ..., n). Aus der Eigenart_ des Fertigungsproz iur
folgt sofort die geometrische Bedingung, dass die S’grecke A i Bi+i ).
Ginze rechts von der Strecke C;D; liegen muss (2 = 1,2, 5:6; 8
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Das gestellte Problem erfordert das Minimum der Linge A
den, unter Einhaltung obl_ger Bedingung. .

Aus Abb. 2 ist ersichtlich, dass die Losung dieses Problems unmittelbar
aus der Losung des speziellen Problems folgt, bei welchem S, =8,=...
. =298, =0 gesetzt wurde. Aus diesem Grunde werden wir inz i
gender Arbeit diesen Sachverhalt voraussetzen. Dann fallen die beiden
Strecken A;B; und C;D; zusammen, (Abb. 3).

1D, zu fin-
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Abb. 3.

Fin Fertigungsprogramm, welches auf eine minimale Fertigungs-
dauer fiithrt, nennen wir ein Optimalprogramm und seine graphische Dar-
stellung eine Oplimalfigur. Die graphische Darstellung irgend eines Pro-
gramms, also die Folge von Strecken 4,B,, A,B,, ..., 4,B,, wobei 4;,,B;,,
immer rechts von A4;B; zu liegen kommt, ist eine zuldssige Figur. Ein Teil
ApBy, Ay 1Bpiq, - .., A,Byeiner zuldssigen Figur ist ein zuldssiger Figurenteil.

Die Losung des gestellten Problems ist schnell gefunden, wenn man
beachtet, dass in einer Optimalfigur bei zwei aufeinander folgenden Strecken
A:B; und A B;,, entweder

A; = A;,, ist, oder aber B; = B, (wenn {; = {;;,, dann fallen beide
Strecken zusammen).

Betrachten wir die so erhaltene Optimalfigur (Abb. 4), so sehen wir,
dass, wenn ¢;_, <t < £y oder ti_y > ;> iy, dann beeinflusst die An-
wesenheit der 7-ten Maschine die Fertigungsdauer iiberhaupt nicht. Wir
konnen infolgedessen von Anfang an die Monotonieabschnitte der Folge

(1) b B el

feststellen, konnen die Unterfolge aus den Endpunkten der Monotonie
abschnitte

(2) b
bilden, und nur diejenigen Maschinen in Betracht ziehen, die dieser Unter-
folge entsprechen. Die dazugehdrigen Strecken in der Optimalfigur schlies-
sen sich gegenseitig abwechselnd auf den Geraden ¢ =0 und ¢ = g, an.

R—
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Die kiirzeste Fertigungsdauer ist : _

(3) Tmin e t"l == tnz + tn:; =2 s t.':k'

3. Fertigungsprogramm mit einer Unterbrechung. Lésst man 10
Laufe der Tlertigung des Loses an einigen Maschinen Unterbrechungen
in der Bearbeitung zu, so lasst sich die Fertigungsdauer verkiirzen. Um
diesen Sachverhalt einzusehen, betrachten wir das in Abb. 5 dargestell_ffe
Beispiel. Die Geradenstiicke 4B, CB, CD bilden die Optimalfigur fl}f
das Programmierungsproblem ohne Unterbrechungen ; wir ersetzen die
Strecke CB durch den Linienzug EFGB ; dieser stellt einen Bearbeitungs-
prozess an der zweiten Maschine dar, der eine Unterbrechung im 3_1;
punkt F’ und von der Dauer FG aufweist. Wir erhalten damit die zulflss}?“
Figur AB, EFGB, EH fiir welche die Fertigunsdauer AH’ < AD' it
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Des -weiteren kénnen wir b_EJ emner grossen Anzahl von Unterbrechungen
der Bearbeitung -an verschiedenen Maschinen erreichen, dass die Wargte-
zeiten des Zwischenproduktes vor den einzelnen Maschinen sich verringern
and hierdurch die Fertigungsdauer beliebig nahe zu max ¢ kommt. Damit
wird derjenige Fall angenéhert, bei welchem alle Maschinen dieselbe Bear-
beitungszeit aufweisen f; =f, = ... =4¢,.*) ‘ ‘

Andercrseits bedeuten héufige Unterbrechungen einen wirtschaft-
lichen: Nachteil ; wollen wir die betreffende Maschine wihrend der Bear-
beitungsuntcrbrechung fiir andere: Auftrige verwenden, so verursacht
die Aufnahme der neuen Arbeit verschiedene Zeitverluste (Neueinstel-
lungen an der Maschine, Forderleistungen, usw.), und wenn die Dauer
der Unterbrechungen kurz wird, so kann die betreffende Maschine iiber-
haupt nicht fiir andere Arbeiten herangezogen werden. Man kann deshalb
nur eine beschrinkte Anzahl von Bearbeitungsunterbrechungen zulassen.
Im Hinblick auf obige Uberlegungen stellen wir folgendes Problem :

Es soll das Fertigungsprogramm ecines gegebenen Loses so bestimmt
werden, dass es die kiirzeste Fertigungsdauer ergibt, wobei fiir jede Bearbei-
tungsmaschine hichstens eine Unierbrechung gestattet ist. Gegeben sind die
Zeiten &y, £, ..., t, welche zur unterbrechungslosen Bearbeitung des Loses
an den aufeinanderfolgenden Maschinen bendtigt werden.

Um die Losung dieses Problems angeben zu konnen, benétigen
wir einige neue Begriffe, die wir nachfolgend definieren wollen. Hiernach
werden wir das Ergebnis aussprechen. :

Der Beweis befindet sich in den Abschnitten 4, 5 und 6.

Eine zuldssige Figur (die geometrische Darstellung eines Fertigungs-
programms) besteht aus einer Folge von Linienziigen A4,B,C\D, ,...,
..., A,B,C,D,, die Elemente der zulissigen Figur genannt werden. Jedes
Element befindet sich rechts vom vorangehenden Element (Abb. 6).

ql

o, S ..

o] 2
Abb. 6.

gszeit, gelangt man durch
zelnen Bearbeitungszeiten
anfwelsen. Dieses
einen

*) Zum selben Ergebnis, d.h. zur Verringerung der Fertigun
Regelung der Bearbeitungsgeschwindigkeit, indem man die ein
derart vergrossert, dass alle Maschinen diesclbe Bearbeitungszeit max &
Vorgehen bedeutet aber in vielen Fillen, genau wie die hinfigen Unterbrechungen,
wirtschaftlichen Nachteil : > \ i »
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Unterbrechungsgeraden. Das’ Fertigungs.
programm gilt als angegeben, wenn fiir jede Bearbeitungsmaschine 3
Parameter gegeben sind : der Zeitpunkt des Bearbeitungsbeginns (0 A))
die bearbeitete Erzeugnismenge bis zur Unterbrechung (x;= B,’ B.')'

and die Dauer der Unterbrechung (BiCy)- o
Die Begriffe Optimalprogramm, Optimalfigur und zuldssiger Figuren-

teil sind wie im Abschnitt 2 definiert. . _
Genau wie im Abschnitt 2 leiten wir aus Folge (1) die Unterfolge

(2) ab, welche die Eigenschaft besitzt :
t > tﬂ2) t"2 < t"a' iﬂs > t"" L z'lk_l < tﬂk
1Ln <ny < ... <y L ),

Die Geraden B.C; sind die

»

ﬂl

k—1
= .

und setzen

Wir bezeichnen weiter

ad; = t:,, 2 o tn .
21-1 21 ] = 1 D oo n.
[ baa e irg s

112i+1

Wir nennen das reduzierte Problem dasjenige Programmierungsproblem,
bei welchem die Rolle der gegebenen Folge (1) die Unterfolge (2) iiber-
nommen hat; genau wie im Abschnitt 1 hat das reduzierte Problem im
wesentlichen dieselben Losungen wie das gegebene Problem. Demgemass
werden wir die Doppelindices unterdriicken, und wir schreiben an Stelle
vOon £y, Ay, B,,i, C.; D,,einfacher £, Ay B Co Bile = 1,25 o0n 2 + 1).

~ Wir konstruieren den Linienzug Py, 05, Py, Qs - -+, Poyrs Qomey, Wobe
die Punkte P; auf der Abszissenachse, die Punkte @; auf der Geraden

g = g, liegen und die einzelnen Strecken die Anstiege m; = % besitzen

(4)

(Abb. 7). Dieser Linienzug stellt die Losung des Problems ohne Unter-
brechungen dar und wird Grundlinienzitg genannt.
Fiir die Steigungen m; gilt

oy < My, My S g, Mg < My, ooy Hlay 2> lgypg-
Desgleichen gilt
e £ g— )
P1P3 = ul’ P315 = (Lz, .y .Pz’n_l 1)2,”+1 — am,
QlQa s bx: Q:st = bz: sy Q2m—-1 sz+1 = by

Wir nennen Figurengrundteil (2p 4+ 1, 2g + 1) einen zuldssigen Figurenteil

Agpr1 Bopry Copyy Dapya, A b Cspin s A D
mit folgenden Eige,nsclhafi?gj;z(Az‘ri),g:2 8§p:+ 2 PDaprer -2 Aagir Buas Cagar Duess

a) p<yg
b} Bypr1=Cops1 Bagp1="Cogy,

C) Azh = A2h+1) B2h'= BZII—-l h «
Cz,,zczh.,.p D2h=D2h_.1 =p+1,p+2,..-.q-
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! Bei einem Figurengrundteil gibt es- also keine Unterbrechung bei
der ersten und bei der letzten Bearbeitung und die tibrigen Unterbrechungs-
linien fallen zusammen. Den entsprechenden Fertigungsprozess kann man
auffassen als in zwei Teile zerlegt, welche die Losmenge 0Q’, bzw. Qo

herstellen, und jeder Telzlproz_ef;s _Verléiuft nach einem Optimalpro ramm
1* ohne Unterbrechung. Gleichzeitig ist die Bedingung erfijllt,pda.ss gergPunkt
Bgssq nicht rechts vom Punkte Cy,y, liegt (h = p -+ B 5 s T
Es gibt hichstens einen Figurengrundieil 2p+1, 2¢4+1). In der
o Tat, mit x = 0Q’, erhalten wir aus den #hnlichen Drejecken der Abb. 7
Q und 8
Con+1C2h48 __ @h+: Bahy1 Bapys  bpy,
= ’ SRS h‘ =9, ], ey, —_—
(6) o — ¥ 9o . To P P+ 7 i
hieraus
; Bl t ’V)EqBB‘ 2 8
9 2 == W ay, 1 Dy e .
Q 2p+1 “2g+1 20) 5, h 2p+31 P2g41 4 ’I;H h
S | Es ist aber _
I Caops1 Cogqr = Bapyy Byyyq, infolgedessen gilt
qQ] Q q
f. P
2 (7) X = gy — 2+
T (an + by)
Q Ql‘f Die Lage der Unterbrechungsgeraden und damit der ganze Figuren-
grundteil ist also eindeutig bestimmt.
4 Aus den #hnlichen Dreiecken in den Abb. 7 und 8 entnehmen wir
Q weiter
N
A Don+1D2k43 _ ity h=pp+1,...,q9—1
q_'o o — ¥ 9o
)
L%' < woraus, unter Beriicksichtigung der IFormel (7):
q 2
;s . ( % 1bh)
by h=p+
< (8) B Digay == (1~ _"_) 3 by= e,
— : To’ 1=F42 S (e + ba)
o o = - hept1
< ' Q ' . In Abb. 9 ist ein Figurengrundteil dargestellt zusammen mit dem
Linienzug A, D, PyQ, PyQ, P,Q;, welcher  kongruent ist mit dem entspre-

chenden Teil des Grundlinienzuges. Man bemerkt, dass der Linienzug
- 4,D,P,Q, P, 505 P07 homothetisch mit den Linienziigen B,DyByD;B5D,B,Dy
und AIBIA:,B‘.,A;,B,‘A,B, ist, die jeweiligen Homothetiemittelpunkte sind
D,, bsw A,. Infolgedessen liegen die Punkte D, B, P; bsw. Ay, By, Qg
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auf je einer Geraden. Hieraus ergibt sich folgende graphische Konstruktion

4*‘ far den Figurengrundteil (2p —}-‘1, 29 4 1) : man zeichnet den Figurenteil

| | B Oisn Fae +8@optss -+ +» Pogi1Qog4q aus dem Grundlinienzug und bringt

f die Diagonalen des Trapezes P 2p+1020+102042. P 241 im Punkte M zum

N ; Schnitt ; die Unterbrechungsgerade des Grundteiles geht durch diesen

'\ _ Punkt M und hiermit ist ihre Lage, und somit auch der Figurengrundteil
N - } eindeutig bestimmt. :

1 \\ Man ersieht, dass das letzte Element des Figurengrundteils durch

" den Punkt M geht. '

\ \ . Wenn wir diese Konstruktion bei beliebigen  und 4(p < q) anwenden

\ \ wollen, so ist die Erfiillung der Bedingung, dass die Punkte Bajy; links

zu den Punkten Cyypq fallen sollen, nicht gesichert. Die Bedingungen, dass

\ \ ' : BopriBogr = Copi1Coiny, h=p+1, e g—1

Q

07,Qs
7

~sind notwendig und hiureichend fiir die Existenz des Figurengrundteils
\ (2p + 1, 29 4 1). Unter Beriicksichtigung der Formeln (6) erhalten wir
fiir obige Bedingungen .

“\ ~ \ & : ; i . :
S A 2 BE(L=2) S ai=p -,
]

Pl qo) p=pt1

Qs Os
7

-

oder, indem wir den Wert von x aus (7) eiunsetzen, erhalten wir die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiiv die Existenz des Figurengrundteils
(2p + 1, 2¢ + 1) in folgender Form :

I*/ \
— \ \\ N i q
-— \ B
k NI A L R
3 (9) =P e =P 1=¢$+1,...,9— 1.

i q .
o \\\ S b ¥ b

h=p41 h=p+1

Dy o

//
/

7

/

7
Abb. 9

b,
‘\
\
\
&
J5)

~ Ist ¢ = p 4~ 1, so haben wir gar keine Bedingung, der Figurengrundteil
exustiert also in diesem Falle immer.

-

(10) iy T bl o F Ve

Q \ by " by +b, by + by + oo + by
\ | es sei

Q:')
N
= ,
<(h Wir bilden nun die Folge
m
=

=L (11) e JE St
s f by + byt oo by,

Q + . dasjenige Glied der Folge (10), welches den kleinsten Wert besitzt ; gﬂ?t
: es mehrere Glieder, welche diesen Minimalwert aufweisen, so nehmen wiE
fir 7, den grésstem Index unter ihnen. Nehmen wir nun an, dass die
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., ¥; bereits gewihlt seien ; dann bestimmt man denjenigey,

Indices 7y, 73, -«
Ind fiir welchen der Bruch

grossten Index v,
» arj+1+a,j+2+...~rﬂv,V_____’,j_{_l,...,?%
4 by

(12)

b1+ brjtet <o
den kleinsten Wert annimmt und setzt 7,44

- Die Folge
(13) 1’0 — O, ¥ ?‘2, ey

= V.
re = M

' ir die Folge der Grundindices. .
nennle)?ew];ZSt;;nligg der Folge (13) kann auch auf graphischem Wege.

_ - >
erfolgen, indem man die Vektoren OM, = (brs @r), MMy = (by, as), ...,

oMy My = (bm @) in der Ebene darstellt (ADD. 10).

M

Abb. 10

Dann ist

O_Mri=(b1+b2+ i+ by ata . + a;),

and die Bedingung, dass der Quotient (11) den kleinsten Wert in der Folge:

(10) aufweist, bedeutet, dass kein Vektor 6171-: sich unterhalb der Geraden

oM " befindet. Analog, kein Vektor?fij‘lﬁ (i > r,) befindet sich unterhalb-
1

der Geraden M, M, .
] I+1

Der Quotient driickt den Anstieg des Vektors M, M, ” aus, diese
Anstiege nehmen also zu. Hieraus folgt, dass der Linienzug] oM +}M . My,
ry 1o * ° ’

einen Teil aus der Grenzlinie der konvexen Hiille der Punktmenge ou{M i
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bildet, ¢=1,2, ..., m. Infolgedessen bestimmen dicjon;
konvexen Hiille des Lm-zcm_'-uges oMM, ... M, welc%w zii:; zﬁj'keznii’-’
seile dieser Hiille liegen, dzéz Folge des Grundindices. -

Wir behaupten weiter, dass die Figurengrundteile (2r; + 1, 27 7
- 1 . ; 1
j=0,1,2...,5— 1 aufgebaut auf die Grundindiceé, existi;:;n_.}- I)r;
der Tat ergibt es sich aus der Konstruktion der Folge (13), dass die Exi-
stenzbedingungen (9) fiir den Figurengrundteil (27,41, 2714 1) erfiillt sind.

o}

Abb. 11

Mit Hilfe der Begriffe fiir I'igurengrundteil und Grundindices kénnen
wir jetzt die T6sung des gestellten Problems wie folgt formulieren :

satz.  Das reduzierte Problemm hat ecine einzige Lisung, die man erhdlt,
indem  dicjenigen Figurengrundteile (2r; 4 1, 2254, + 1) aneinandergereiht
werden, welche den Paaren aufeinanderfolgender Grundindices entsprechen
(1=0,1,..., s —1). Die Ordonaten der Unterbrechungsgeraden dieser
Figurengrundleile bilden eine zunehmende Folge (Abb. 11).

Die minimale Fertigungsdauer 7., berechnet sich mit Hilfe der

Formel (4) zu
e\
s—1 s 2 bi
h=r}-+l by

(14) Toia = b 4 2,
7=0  Tit+1
Y a0y
h=rj+l

.. Die Ergiuzung der Optimalfigur des reduzierten Problems zu der-
jenigen des urspriinglich gegebenen Problems erfolgt durch Einfiigung
der Bearbeitungselemente, welche beim reduzierten Problem weggelassen
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die Einfiigung ist in Abb. 11 durch gestrichelte Linienziige ange.

wurden ( A . ;
deutet), was immer moglich ist, und zwar in eindeutiger Weise mit Atis.

nahme der am Anfang und am Ende weggelassenen Elemc_ente. Qas gestells,
Problem hat also, abgesehen von einigen unwesentlichen mdglichen Andemnge") 1‘
eine einzige Losung.

Beispiel. Das Erzeugnis gehe nacheinander durch 28 Maschinen, dje
folgende Zeiten (in Stunden) fiir die Bearbeitung des Loses benétigen -
17, 30, 15, 9, 18, 14, 25, 16, 23, 17, 30, 40, 34, 20, 45, 26, 32, 21, 30, 1§,
25, 37, 27, 17, 22, 12, 19, 15.

Fiir das reduzierte Problem erhalten wir folgende Bearbeitungszeiten -

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

£ 30 9 18 14 25 16 23 17 40 20 45 26 32 21 30 I8 37 17 20
i 20 21
G 12 19
und die Werte fiir a;, ..., aj, by, ..., by, erhdlt man laut Formel (4) zu
h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ap 21 4 9 6 20 19 11 12 20 10
ba 9 11 7 23 25 G 9 19 5 7

Um die Grundindices zu berechnen, stellen wir Folge (10) her:
21 25 34 40 60 79 90 102 122 132
9 20 27 50 75 81 90 109 114 121
Die kleinsten Briiche der TFolge sind:—g =%, wir erhalten somit

HH=29;
wir bilden die nichste Folge (12) mit 7; = 5 :

19 30 42 62 72

f]

6 15 34 39 4
Hier ist der kleinste Quotient ;—2 es ist also
4
die néchste Folge (12) mit.»; = 8 ist
Q 30
5 12

30 - . K &
unter welchen T der kleinste ist, mithin

rs = IO.
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Die Optimalfigur besteht also aus 3 Grundteilen. Die Héhen der
Unterbrechungsgeraden ergeben sich aus Formel (7) zu:

21 +44+94+6420 60 4
T @l 449464200 L O+ 1117 +23 125 10 =5 %
19 4+ 11 + 12 48 5
2= To 4 114 12) + (6L 9 + 10) To = 7% = 5%
20 4 10 30 5
T8 = 20 ¢ Wt ernle = gle=71%

Mithin wird man im Iertigungsprogramm fiir uas reuuzierte Problem

: 2 - 4 5
das Los anfangs in die Teilmengen 35 uncl;g0 zerlegen, welche suk-

zessiv durch die ersten 27, 4 1 = 11 Maschinen bearbeitet werden: bei
der zweiten bis elften Maschine wird die Bearbeitung des zweiten Teilloses
nicht unmittelbar nach Beendigung der Bearbeitung des ersten Teilloses
angefangen, hingegen erfolgt eine solche Unterbrechung nicht bei der
ersten und bei der zwodlften Maschine., Angefangen bei der 12. Maschine

: g ; . 21 7 .
zerlegt sich das Los in die Teillose 3s 10 und;—;qo, welche nacheinander

die Maschinen 12. bis 2¢r, + 1 = 17. passieren, wonach das Los in die
Teile -s—qo und %qn zerlegt wird, bis zum Ende der Bearbeitung.
7

Die Einfiigung der Maschinen, die im reduzierten Problem nicht auf-
treten, wurde in Abb. 11 vorgenommen, welche das Optimalprogramm
dieses Beispiels darstellt.

Formel (14) liefert uns die minimale TFertigungsdauer.

780 34z 12t 122 ;
A 97 2 L 25 90 222 = 9(Qh ] 8min,
Touty =80+ 135 + 76 + 42 399

Wiirde man die Bearbeitung ohne Unterbrechungen vornehmen, so

wire die kiirzeste Fertigungsdauer
Ton =30 + 9411 +7+25+25+6+9419+45+7=I15I%

4. Reduktion der Menge der zuliissigen Figuren. In diesem Abschnitt
fangen wir mit dem Beweis des im vorigen ‘Abschnitt ausgesprochenen

Satzes an. . o
e i i lemente ABCD und A'B'C’'D
Betrachten wir zwei benachbarte Ele 0 e

einer zuldssigen Figur, wobei wir zuerst voraussetzen, das

brechungsgeraden BC und B'C’ nicht dieselbe Héhe besitzen. Wir unter-

scheiden drei Fille: _ ) - -
a) die Linienziige ABCD und A'B’C'D" besitzen keinen ge

Punkt ; wir sagen dann : die beiden Elemente besitzen keinen K‘onte::tn:
b) die Linienziige ABCD und A’B’C’'D’ besitzen euf?h%: ;zenre:‘nsa ¢

Punkt; in diesem Falle sagen wir, dass sie éinen Konta g

-
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’ ’ - . 1
enziige ABCD und A’B'C'D habﬂiizwil ]g{?cmemsame
¢) die leezlzug; Kontakte : einen unteren Kontakt 4
‘s ol

Py, ; ,
nd einen (‘:l’::(:e; ‘ Figur gelangt, oder an ein Element, Welches_ aus ej
&
dann haben s1 12)
Kontakt (Abb.

1 ( k

) }- der eine kiirzere Fertigung‘sqc?gg i;];c;spri
de : f hbarelemente A
i der Bestimmung der Anzahl der Kontakt Cket}. ein Paar Nac
71 b(_l aer :
dann werden wir

80

€ nur die '3 ABCD ist nicht das erste Element der z
: -] {
& D=0' o =
3
0 -
o i 4 Abb. 13
Abb. 12
Al / !’ ID' EX:- (Z D g_
‘gewmeinsamen Punkte der Punktmengen AB_U CD und ).»1 ]ljt L(ll g: i [ o
%rachten d.h. von beiden Elementen werden die inneren Punkte

brechnungsstrecken abgezogen. Auf diese Weise konnen zwei benachbarte

Elemente — beim reduzierten Problem — hochstens zwei Kontakte auf-
weisen.

Wenn es bei einer zuldssigen Figur zwei benachbar_!‘.e 'Merlg'eitreagnl:::
die ohne Kontakt sind, dann kann man eine andere_zulass;ge blgc ki
ben, welcher eine kiirzere Fertigungsdauer e_ntsprlgh‘_t‘._ Die A ﬁer elche
zuldssige Figur zerféllt namlich in diesem Yall in zwei I igurenteile,

= I
durch Parallelverschiebung aneinander genihert  werden ROT}:;W‘:’”? o ' ;
gedessen kann man, zur Bestimmung dey 0f)£17ltal/f-{g'z£78?l, die clelon Gl ol s A'A
zuldssigen Figuren aquf diejenigen Figuren einschrinken, bei wel
aufeinandey folgenden E

; . sen.,
lemente wemigstens cinen Kontlakt aufwe
Wir Eénnen eine weitere

AbDb. 14
i , ; g : tieg
. » nge zuldssiger Figureh . : lement "einen kleineren Anst
h ; : Sanschydnkung der ! j}f"’;ge ‘g:f szsyeglclzen jedes . Eigenschaften der Folge (2) tdz(t; >erts ge 151;:3@5:1 nun BB, parallel zur ﬁlgh-
vornenmen, indem wiy nuy dzeyemgen_Fzguren ehal m’In der Tat sefzel besitzt als_ das zweite Elellnel1 ntels v0121 ABCD ; dieces Element kann keine
Paay bengchbart&r glemen_te genau quwez K%nta/ete besitzt. haben, bei welchef tung des linken Nachbareleme
WIT zuers voraus, dass wir €ine zulissige igur vor uns "
€s ein Paar Nachbarele

i 2 ir das
S sitzen, Mithin konnen wir
Kontakt fehlt. Wetd Punkte innerhalb des D reiecks B,BA besitze
€S en mente gibt, denen der obere Konta i
In diesem Pgay das recht

: wir di hungs-
‘B'C'D’ ers indem wir die Unterbrec g
= f eine einzig¢ Element ABCD durch A B Chp Iferi‘eetﬁ:;lt a(ndene silassige Figur enthilr
Strecke red ¢ S gelegene Element sich nicht audelestﬁf-‘k eine gerade etwas senken); die hier
boeexe teduziert, dany kaun may 4y seinem oberen Gera
) Parallelverschiebung nach i

k mit kann man
¢ das Elementenpaar A'B'C’'D" und AE ohne Konta t, somit ka

k jesem

h nks vor bb. 13). In diese

unterbric t sich aber P &) uehmeu (A )

; i j beitungs-
: ; Iche eine kiirzere Bear
Elemente® ihr eine andere zuldssige Figur zuordnen, welc o s
i . H en »
it Kontakt beim ysketfnenten pglicke dauer besitzt. g : dssige Figur mit einem Flem
Paar, wenn es einey solchen Kontakt 8ab (in Abb. 13 wurde dere;ﬂf’i;u . Betrachten Izvu-tnuu fZi:Ii(’: 31;132?:18 man die Figur in ihrer Ebene um
i - . - ] i a ; I]r
gl?gzgeﬁggﬁa]%i:sfr I%gf;attfln i)lemel{.tenpagr . ememd ‘;gégﬁfr fortgestt®  Wo der untere Kon
¥ a
‘werden, b & Xann dann wiederholt un

o 106
. . ulasso . : .
S man schliesslich entweder ang rechte Ende der 2 6 — Mathematica vol. 5 (28] fascicola 1
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: : hten Fall zuriick. In allen
g auf den vorhin untersuc kt vorkommen,
ok kﬁm%il;;tntenpaare mit nur mPemkﬁIr{ZzliaFertigungs i
F_"_ﬂlen also, ulissige Figuren angeben, denen emed oy e L
ko: nerIilc}z;lr Izﬁ'och mehr, durch wiederholte A’g"‘;ﬁgﬁngsdau@r aufweisende
entspricht. o ir eine kiirzere Fe e -
bgil' 'en'gzoggigﬁ?:ngggsn bvgrwelcher alle Elementenpaare Je zwel Kon
zuléissi ’
takt;ilﬁz‘:; wir jetzt eine zuldssige Figur, welche bei jedem Elementen-

paar zwei Kontakte besitzt (Abb. 15). Ist ihr erstes oder letztes Element:

Abb. 15

keine einfache Strecke, dann k

ann man es durch eine solche ersetzen
(punktierte Linie in Abb. 15)

; auf diese Weise verkiirzt sich die Ferti-
gungsdauer, oder aber ein Kontakt geht verloren; wir kénnen dann eine
andere zuldssige Figur angeben, mit kleinerer Fertigungsdauer, bei welcher
es fiberall 2 Kontakte gibt, und wo das erste und das letzte Element
einfache Strecken sind.

Des weiteren, wenn wir ein
die Unterbrechungsgerade des

9 ) EIN WARTEZEITPROBLEM IN DER PROGRAMMIERUNG DER PRODUKTION
1
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einfache Streck
barelement; - i :

¢) Die Hoéhen der Unterbrechungsgeraden bilden eine richtzunehmende
401 e. -
- g5. Ein lineares Programmwmugspoblcm.
schnitt haben wir die Menge der zuldssigen Fi

en und zeigen einen Kkleineren Anstieg als das Nach-

Im vorhergehenden Ab-
guren auf solche Figuren

qi
Vi 1o Vs
T Xy
L x
" ]
7] f t
Abb. 16
91 @ Qb Q3 6, Qs by Q,

O 2 a BGE & P, ¥

Abb. 17

beschrinkt, welche aus Figurenteilen bestehen, die die Eigeuscha_f@n
a), b), ¢) besitzen und in Abb. 16 dargestellt wurden. Wir werden jetzt
einen solchen Figurenteil getrennt untersuchen um zu sehen, wie mail1
ie jhr zukommende Bearbeitungsdauer verringern kann. Hierdurc
wird man auf folgendes Problem gefiihrt. _ _

Es seien gegeben my, m,, ..., Mgy, q, die Anstiege einer Folge von

Elemefiten d.i. ein Teil eines Grundlinienzuges (Abb. 17), gesucht ist unter

allen Figurenteilen gemiss Abb. 16 — mit den vorgegebenen Anstiegen N

€Tlenige, welchem die kleinste Fertigungsdauer zukommt.
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: benen Anstiegen ;
4 bb. 16 mit yvorgege gen, st
indeutig bcst(i%xrl?xfts dﬁreh die Hohen der Unterbrechungsgeraden,
offenbar eindeutig bt

der Elemente von qy

: chuugsgeraden nge-
Man bemgfkt: dasﬁ1 d;:v i;jcxllgfbreen Unterbrechungsgeraden benachbartey
rader Ordnungsza

0 i i au.f die F .
Elemmlte VeISC.h()beIl wel dell Lounen, Ohne einen E}] 11 I]] SS L
5 uSZui.iben Eine Solche ParalleI Uel‘SCh bu g |St auf ﬁ ] .i i
Uungsdﬂue! a . 1e 1 er tl‘

Ein Figurenteil 8

02/./ = D)[ Dzin
q K
Fir  Cor-
o
4
/
/Bs-1
Cai-1
5, E/ B
S
C i+
Bzm A X
0 |Asy Az =A001 t

Abb. 18

mit gestrichelten Linien gezeigt. Infolgedessen sind nur die Hohen der
Unterbrechungsgeraden der Elemente gerader Ordnungszahl zu bestim-
men. Wir bezeichnen sie mit x, %,, ..., X,.

Betrachten wir (Abb. 18) drei aufeinander folgende Elemente
Ay B Cor Dy vy AgiBpCoDy; tnd Agpy Baiw1CoriaDaey des Figuren-
teils vom angegeben Typus, und es seien E; bzw. I; die Schnittpunkte
der Unterbrechungsgeraden B,,C,; mit den Geraden C,;_,D,_; bzw.
Ay3Byy (=1,2,...,9). Wir bezeichunen: o; = ByF; 8 = Eu
v; = Dy, Dy, ;. Die Dreiecke Ay, By, F; und Cy;Dy;Dy; 4 sind dhnlich mit dem
Dreieck Q1 Ps;,1Qyiyy aus Abb. 17 und “das Dreieck E;Co;Ds; ahnlich
mit dem Drejeck P s Pl 41, folglich gilt

e B B Bi _ w
X go—xi g ey g
woraus 8 AT D
(15) o, = _b_' ag by
’ %o Bi=2(go.— %), v = 2 (g, — %)

9o 74 %

Die Hs e .
werden, Inog:-l Txlfjc ¥ ..., %, konnen nicht ginzlich beliebig gewahlt
festgelegt wurden, 'aci setzen wir voraus, dass die Grossen %, % ...,1%?

» Gann muss, bei der sukzessiven Konstruktion def Ele-

EIN WARTEZEITPROBLEM IN DER PR :
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mente, der Punkt F; bei(jgedem Schritt (4 =1, 2, ..
C,; zu liegen kommen (die beiden Punkte konnen héchst

f;fllen), andernfalls hitten wir beim 2/ 4 1-ten EIEmelslteneSinzuss;nﬂi‘?n-
Unterbrechungsdauer.: Mit anderen' Worten, es ‘muss gelben gative

Pr B,F,BF, . .. F:’—1BziFi-§.Pt E\CE,.CiELC, . .. Cy;_,E,C,.,

"y ?) links vom Pl]_nkte

oder, wenn wir auf die Zeitachse projizieren :

ay + PrFiBy + @y + PrF.Bg + ... + Pr F,_|B,, + o = By b
+ Pr GoE, 4 By + Pr GiE; + ... 4 Pr Gy LE; + B,

Da aber F"_]_Bz,' = C2;_2E;, €S fOIgt a]SO'

(16) o +at ...+, =B+B:4F ... + Bi i=],2,...,p—1,

ist)
(17) Cmt et F o=t Pt oo+ By

Beachtet man die Formeln (15), so kann man die Bedingungen (16)
und (17) umschreiben. Es wird :

(18) E(ah_"bh)xhéQ()Eab 'i=1,2,-.-,ﬁ—1,
i k=1 k=1
bzw.
» 3
(19) 3o (a4 bi)xn = qo ) an
h=1 h=1

Die Fertigungsdauer ergibt sich zu

. ' @ b N
T=tido,+ 0+ . +o=t+ 3 b= =3 b

i=1 %o i=1

85

und weil F, mit C,, zusammenfillt (da das letzte Element eine Strecke

da die ersten zwei Glieder konstant sind, suchen wir, um T zum Mini-

: .
mum zu machen, das Maximum des Ausdrucks Zb,-x,-,

+=1.
Die Bestimmung der Figur vom Typus der Abb. 16 mit kiirzester
Fertigungsdauer ist also gleichbedeutend mit der Losung folgenden linearen

Programmierungsproblems :
Man bestimme die .reellen Zahlen %, %y, ..

Funktion
’
(20) F = bl- X
2um Minimum wird. Hierbei sind die Zahlen x; folgenden Bedingungen
unierworfen : :
(21) , B = A= 2% =20,

oy Xy S0, dass die lineare
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(2, + b))% = Do
[ a + b))% + (as + bo)xy = ‘Iﬂ(al T ay)
\

".?'.i : (‘;1 -_.‘ &15""1 —_— (ﬂz N bZ)xZ + ' T [(ap—l bp_'l)xp__.l <

| ' < goltty + @2 7 + @p_1),

l__,n__,__(v_] L bjx + (et p)xp=§’f;(_a1‘ﬁ—a2+_'_+
(Z3) (@ O T a.. b, b b 4. |

+noq Pestwerte &y, 8z, - o0 Zps O1r 720 - 22 ﬁvmdallePOS

=i | 2tz = - 00 ErUT D = 2

L BLiiq i, dann hat das lineare Programmierungsproblem oy, m,?} A;
25, qurinEds . .
mar sime Lis8mg -

?

2 ai

a=1 - =
24 e =xp:qf1 > = X,.

3 faz +~ bg)

=1

Die gege0ench Tenn das System linearer Bedingungey 21 ity |

s S e e R TN RS LS

)
]
|

|
b
)
{
|

Beweis. Es sei %y, %, ..., %, €INC I6sung des Lﬂgl'i‘iChuIlgssystm ‘

»
(21 ... (23) und setzen wir voraus, dass
b=y = RPN
wo % eine von den Zahlen 1,2, ..., — 1 ist. Wir setzen dann
k
I (ak + bi)e xy + (@k4y + by,
hy Ty = = =2, =2 LTy
| e ' —l’. _.k+l— k+1
l 2| {an + ba)

lx=1", t=k+2, ...,

Es ist ersichtlich, dass das Zahlensystem x;', X0, ..., & die Bedin-
gungen (21)...(23) erfilllt. Durch wiederholte Anwendung dieses Ver- |

f?gircehns erZhaLllten Wir eine Losung des Systems (21) ... (23), die aus lauter
g : ;éxma ‘endl_)estehi_:‘, also ist (%o, %y, ..., x,) eine Losung des Systems
wir diese Losung in (22) einsetzen, erhalten wir

?
E hzlai. :
—L - ]
e (all 1 bh)Qq 7 o gqo Z: ay, r— 1, 2, S ?5 = l’
x.z (an + by) h=t
oder v
i b
{25) ' ‘E‘qh : kEl -
1 =T, 1= l, 2, 5 p — 1
b§lbh ,Elb"

fiir das System (21) ... (23). Gleichzeitiz ist sie auch

EIN WARTEZEITPROBLEM IN DER PROGRAMMIERUNG DER PRODUKTIO
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Also ist Ungleichung (25) eine motwendige Vertriglichkeitsbedingung

weil sie sicherstellt, dass das Zahlensystem (24) die Bedingung (gi’)”ewkzgg)'

erfiillt.

Ein abgedndertes lineares Progfammierungsproblem Ich
Minimisierung der Funktion (20) besteht, mit den i\Tglvaeer(x:b:cslit?gujng:;
(21) und (23) (also olgne (22)), kann man wie folgt 15sen. Die Grundlésungen
dieses Problems erhélt man, indem von den ¢ Stiick Ungleichheitszeichen

n (21), p — 1 Stiick durch das Gleichheitszeichen ersetzt werden. D.h
die Grundlsungen sind rden. D.h.

If 2
h=1
gy mTmmm s —
2 (a5 + bs)
; k=1
m'+1=x"+2=...-_—xp=0, 1:=1,2,...,p.

Die Werte von F fiir die Grundlésungen sind

p i
Xap- X by
h=1 h=1

(27) Fegye " d=1,8 ot

Z (an+ ba)
he=1

Weun wir die Bedingung (25) beachten, stellen wir fest, dass das
Maximum der Werte von F fiir ¢+ = p erreicht wird, mithin liefert das
System (%, %g, --., %) eine Optimallésung fiir die abgeénderte lineare
Programmierungsaufgabe.

Wenn wir nun beachten, dass erstens die urspriingliche lineare Pro-
grammierungsaufgabe von der abgeinderten sich nur darin unterscheidet,
dass ihr Ungleichungssystem restriktiver ist, und dass zweitens, wie vqrhin
gezeigt wurde, die Optimallosung der reduzierten Aufgabe eine mdgliche,
zulissige Losung der urspriinglichen Aufgabe darste%lt, S0 _erg1b1l: es sich,
dass (x,, %,, - .., %) eine Optimallésung auch fir die urspriingliche Auf-
gabe ist. el S

Die abgeinderte Aufgabe kann auch mehrere Optiméllésungen be- -

sitzen, die urspriingliche Aufgabe hingegen hat eine einzige Optimallisung.
In der Tat, das Maximum des Ausdrucks (27) kann erreicht werden, ausser
fir den Index ¢ = p, auch fiir andere Indices, den grossten unt?r (_11esen
wollen wir mit % bezeichnen. Dann steht in der Beziehung (25) fiir i =&,
anstelle des Zeichens = das Gleichheitszeichen :

k 4
Toan L
h=1 h=l

[3 4
> b PR
A=l k=1
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welches in folgender Form geschrieben werden kann 3

b »
4% hzl ay kzlah i
(28) Fy = = “} -
% (an + ba) Y (an +-ba)
B=1 p=1

Die Menge der Optimalldsungen der abgeinderten Aufgabe besteht
aus den Lkonvexen lf;cmbmationen der Grundlosungen. Betrachten wir
die Komponenten mit ‘den Ordnungszablen %2+ 1, £+ 2,...,p irgend
einer O ti i * L % e y
S dé)nn?;;,ilrc;sung Ky Hgy aney &y 0BT abgednderten Aufgabe. Diese

(29) Hpl = Xpga = ... = Xp =V, mit 0 v,
da doch nur die Grundlésung (%, %, .., %) von Null verschiedene

Komponenten besitzt. Die Optimallésungen der urspriinglichen Aufgabe

sind diejenigen wunter den Zahlens T %2 .
I systemen %, %z, ..., %, welche d
tSIystiepl (21) ... (23) geniigen. Indem wir von dler %}leichunpg (23) die kﬁg
ngleichung (22) abziehen, erhalten wir

» »
(30) 2 (an + b)w=qo 2
Py h=ft1

die vom System x; befriedigt werd »
§ en m ! " . 5 [E
Formeln (29) und (24), so erhalten wir iFEeT, DEachiam: o Lobilmy e

»
T a
h=1 2 P
g Y m+b= 2, a
kEl gy T . h=ht1
die zusammen mit (28) ,
' v=1 " liefert.

Das Ergebnis ist somit v = 1 und di i inati
reduﬁgrt sg':::hhagf die optimale Ltis'ltlmg l?xfrz:hnte k: 1)1vexe Kombination
iermit haben wir den Hilfssatz bewiesen, .1.;1,d0. i i
ff;i%ff;:}:t' d(iiss 1;”;” c;l/lle?;Z Figuren vom Typus ’der 1.A bzuﬁlglcgzithga:;l;e;;g
_ i enisprechende Figurengrundiedl (definiert- im AB i
. s . h
g:sde tvzz?r éi;:gezsd;gglﬁgfste Fei:lt‘zgungslpiwuer aufweist. Hierbei wurdsg \;?olzzug-)
g t, ren vom Typus 16 mit den gegebenen Ansti ibt ;
g;;:u v]vs:; dees noéwepdig und hinreichend, dass 'dieg ]§edingunge1:15 Z(Qfg()enbg’}?iii-
My (Til_. s ist einleuchtend, dass diese Bedingungen sich mit den
iy di: élgixilg;;l de52F1gurengrun(_1teils decken, was auch der Fall
v By gen (25) und (9) sich nur in der Schreibweise unter-
Bemerkung. Die Hohen x. ha i
] _ 8. ; 1 %2, ..., %, haben die Fi '
nicht eindeutig bestimmt, obwohl allen PFiguren vom %‘J;pa;:luss ]%rmlﬂ) Izi'e}:f-

_Unbestimm

S————

S ——
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shen #;(i =1,...,p) dieselbe Fertigungsdauer zukommt. Di
. . . : 'D
theit Ve,rsgh;\fmdefc tt))a dem Figurengrundteil, da hier xies=e
... = x,, und hiermit besitzen auch die Unterb

er Ordnungszahl dieselbe Hohe. erbrechnungsgeraden

sel.ben H

= X9 =

ungEIad

6. Die Optimallosung des Problems mit einer Unt .
Abschnitt 4 haben wir die Menge der zuldssigen Figufer: r‘:{ll;tul*{lig.urig
reduziert, welche aus lauter Teilen vom Typus der Abb. 16 bestehen
Infolge der Ergebnisse des Abschnittes 5 konnen wir die zuldssigen Figuren"
weiter beschrianken, uzw. auf zuldssige Figuren, welche aus lauter Figuren-
rundteilen bestehen. ‘

Die Menge der zulassigen Figuren, welche nur aus Figurengrunteilen
bestehen, ist nicht leer. Wenn wir nédmlich von einer gegebenen zuldssigen
Figur ausgehen und nacheinander die im Abschnitt 4 gezeigten Trans-
formationen anwenden, gelangen wir zu einer zuldssigen Figur, die nur
aus zuldssigen Figurenteilen vom Typus der Abb. 16. besteht; fiir diese
Figurenteile sind die Bedingungen (25) (oder (9)) erfiillt, die Figurenteile
konnen also durch Figurengrundteile ersetzt werden. Hierbei verkiirzt

sich die Bearbeitungsdauer jedes einzelnen Figurenteils, es verringert

sich also auch die gesamte Fertigungsdauer.

Wenn zwei benachbarte Figurengrundteile dieselbe Unterbrechungs-

gerade besitzen, so kann man die zwei Figurenteile als einen einzigen
Figurengrundteil auffassen; wenn die Hohe der Unterbrechungsgeraden

des rechten Figurengrundteils kleiner ist, als diejenige des linken Teiles,

dann bilden die beiden benachbarten Grundteile einen einzigen Figuren-

teil vom Typus der Abb. 16., dieser kann dann durch einen einzigenFiguren-

grundteil ersetzt werden, . welcher eine kiirzere Fertigungsdauer aufweisen
wird, und dessen Unterbrechungsgerade zwischen den Unterbrechungs-
geraden der urspriinglichen Figurenteile liegen wird.

Dutrch wiederholte Anwendung dieses Vorgehens gelangen wir schliess-

lich zu einer zuldssigen Figur, welche nwy aus Figurengrundieilen bestehi

und wo die Hohen der zugehbrigen
Folge bilden. Es sei M die Menge der zulidssigen Figuren,

Eigenschaften besitzen. ;
Im Endergebnis also haben wir die Menge der zuldssigen Figuren
auf die Menge M reduziert. Wir betonen, dass bei den einzelnen deuk—
tionen, bei jedem Schritt, bei dem wir von der Menge M; zuldssiger Figuren

zu ihrer Untermenge My gelangt sind, einer jeden zuldssigen Figur aus
der Menge M;\M;,, eine zuldssige Figur aus der Untermenge M, ent-
sprach, welche eine streng kleinere Fertigungsdauer besass als die vorher-
gehende Figur. Infolgedessen miissen die Optimalfrguren in der Menge M

enthalten sein. L, )
Wir beweisen nun, dass die Menge M ein e1mziges Element enthdlt ;
hjermit wird dann der Existenz- und Unizititsbeweis der Optimalfigur

(und des Optimalprogramms) erbracht sein. . _ _
Im Einklang mit dem oben Gesagten ist die Menge M nicht leer.

Setzen wir voraus, dass die zuldssige Figur F € M und dass F aus den
Figurengrundteilen (27, + 1, 27, + 1), (n + 1,204+ 1), ..os @t 1s

Unterbrechungsgeraden eine zunehmende
welche diese
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. Indem wir Bedingung 25
) gung (oder (9)

- 0, ye = Mt
1, 27;4, + 1) anwenden, erhalten Wit o

« besteht (7
2r, + 1) D0 O dteil (273 +

auf den Figurengrunt

kj 141

S ay Y m e _
h=}-‘+1 h__.,j_.-_] kj-—'fj-’—l, ...,?‘J_'_l— 1
__!———_“_- r ‘

(31) & fi+1 7=0,1,...,S—1,‘
by E by
=r,+1

hzrj"'l k ’]+

r andererseits, dass die Hohen der Unterbrechungsgeraden,

beachten wi : : s
wiallghe durch Formel (7) oder (24) bestimmt sind, eine zunehmende Folge

bilden, so erhalten wir :

U "5+
Y G ah
ety +1 he=r; +1 .
(32) St o2 —, §=12...,5 -1
/i it
5 b T b
it=rj__l+l Ix=rj+1

~ Die Aufgabe besteht im Beweis, dass die Bedingungen (31) und
die Folge {r;}, 7=0,1, ..., s eindeutig bestimmen. Zu di(ese)m 1%3@15?1?)
zeigen wir, dass die Bedingungen (31) und (32) gleichwertig sind mit fol’E

genden Bedingungen :

ity i
Z @ X @ ’
h=r; 41 her. 1=17; 4+ 1
i + 5 s wvg T
(33) " s ’ » T4
I+ i o
Z b}l z bb 7—0)1)"lps—1’
h=rj+1 ],=,J_+1
"i+1 i
3 e E ak
=r.41 Hepr, g
(34) 2t M t=hat Lo m
Ti+1 i P
ooz ou 1=01L...,s—1
h:-rj +1 ]‘=,’_+l

Tatsichlich folgt (33 .
(34) eine Fol (33) umittelbar aus (31). Um ‘
o'gerung von (31) und (32) ist, woll)en wir Zzlileiit:giglr gies Sn::'?i;:rl:f

liche Zahl 4, fiir welch
b fe 7 <t K mgi : s
T, da58 Wit 7, i < 7, haben: qarn sgp S 74 % der Weise bestim-

zi @ 'j+" ’j+2
D w4+ 1 ;
h=r, +1 o z ay +... !
(35} 1 _ h_'.i'H h'=14+ +1 7 2 ap + > as
: = I+1 h=y
i r. 1—1+1 hﬂ:f,-f-l
S b Ry T =
R T B, 5 44 !
i h=re, 4 Z o + Y b
J+1 ! ’iaf‘__l-[-] h=r, 41
4

\/
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Andererseits folgt aus (32):
Tite Tt
(g3 X a
h=r; 1 h=r 41
r. > l
jta Tit1
b3} by 3 b
Ip=rj+1+l ll=rj+1
(36)
n Ti41

X e Y e

h=r, 41 h=y.+1
I— it
> ]

i Tj+1
Z ba Z by
hi=ry_ +1 h=rj+1

und aus (81) und (32) erhalten wir

1 Tl F+1

T an 3 Y a

h=r; 41 h=2,4-1 h=r 41
] ]
> >—1

r

37
(37) : i1 Tit1
3 b R YR
h=r 41 R R

Bekanntlich liegt der Wert des Quotienten Attt A ischen
By+ By+ ... + By

14y Ay

dem kleinsten und dem grossten Wert, welchen die Quotienten S
v

aufweisen, wenn alle Neuner positiv sind ; aus diesem Grunlde 2folgt aus
(35) und den Ungleichungen (36), dass die Bedingung (34) tatsichlich

besteht.
Umgekehrt, aus (33) und (34) folgt sofort (31) und

"+1 Tits
Y, ok Y o
hurj-}—] l|=fj+l
v »
it it
3 b Yy b
her 41 h=rj+1

und aus dieser Beziehung kann man dann die Ungleichung (32) ableiten.
Was besagen die Bedingungen (33) und (34)? Die Ungleichungen
zeigen fiir § = 0, dass es gilt ‘

fy '

Y ax Zlah
= .., R
b=t _ min*=——o,
n 1=igm b

Y by T bs
A=l h=l
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g bed mehreresi Indices erreichs

1 . “ff’."‘«(:a “ﬁ"i"" 14 P % 4 e o “ir'j)
sad werD (;‘ dex untef deniselben "f‘t ('}"’n‘;"" el 1 f"‘“’ fZung o Nt
der é’*’"’*"’f"l Ti];—;: s, ist aléo ¢indeutig :rmﬁf;immt, in Cherein,
fetzt). D ﬁ',(.';,.;"f wir im Abschnitt 3 atsgesprochen b

‘f’" K"f‘:im(" wrdimlicm definicrten Ul(’”:m"] ,” l"'"'i.
Frige j f;’ “c,‘_ sen WAT VOTAUS, r]z,;k‘,'s wir die Indices 7, ¥
PY. 8 ‘F;;,m, man ersicht auch hier e bs

) 4% und (34) die Zahl 77y eindentiz

wogen |
geloem TUSS
¥ i
Jjrt
- ag p I
Prre ) . b=y, =1
o BsdEE Vs iy
'J’-;-] 7"9'-12‘::‘!5 i i
b ¥ L
£==f ‘:’1 FE rv-.j

]
e=d, wenn dieses Minimum bei mehreren Indices errsicht wird

der grisste unter denselben ist. Also ist die Folge {7; ) :‘“:—«ﬂ; Ab,,c . i
Ziso besteht M aus einem einzigen Element. =i

_ Die Bildung der Folge {r;} ist somit identisch mit der Konstryky
pﬁ:zﬂfoige der Grundindices, welche wir im Abschnitt 3 beschrieben i bl;:]
I?’L’O.aggdb‘eﬂ ist der Beweis des im selben Abschnitt ausgespr ; !
Satzes abgeschiossen. SE€Sprocheney

Eemerkung. Die Fo p indi 1 P ”

P din Ee F lgedde}' Grundmdlpes kann auch auf andere Weig

2 . Es wurde im Abschnitt 3 darauf hingewiesen, d
igurengrundteile, bestehend aus nur 3 Nachbarelementen, i B,
ten. Betrachten wir eine zulissige Fi R menten, 1Mmer existie
sige Figur, die eine Folge von sclchen Grund-

tedlen ist; die Hohen der Unterb
g s rech: : by
Strecke O in den Verhiltnissen nungsgeraden teilen die senkrechte

38) T T

_ Wenn ¢in Glied% der Folge (38)
;f{:hste, dann_ konnen &ie ZW
DeEn, zu eipem einzigen
Unterbrechu.ng

grosser oder gleich ist, als das

e(l};f tZPI?Chenden Grundteile, wie wir gesehen
ndteil zusammengefasst werden, dessen

sgerade den Abstand 0Q im Verhaltnis i %=1 teilt. Der

Tooen zulassigen Fi
7 4 b = b=
Folge o g“I entspricht dann an Stelle der Foigg (éS) die neue
(39) R
b, A T — T T e ™
Wennﬁinde:F! bi—l bi+bi+1,bi+=,l."§;'
als das nachste, gag C5¢ (39) ein Glied

: ann : gibt, das eross : ich ist
einziges ¢ Onnen d - , das grosser oder gleich 1+
-, 1BES ersetzt we : lese beiden Glieder genau so durch €

an »
g€ entspricht eix‘;:n der Folge (38) zur Folge (39) gelaﬂgt
neue zuldssige Figur, welche aus laute

DU

rimors eEmeE AT
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Grundteilen besteht. Durch wiederholte Anwendung dies

elangt man zwangsldufig zu einer zunehmenden ZahlgenfolgeciS (3\8r')erf:v];le;(cﬂli:
'gegebenenfaﬂs auch aus einem einzigen Glied bestehen kann). Die ent-
sprechende zuldssige Figur besteht aus lauter Grundteilen, bei welchen
die Hohen der Unterbrechungsgeraden eine zunehmende Folge bilden
demnach gehort sie zur Menge M und stellt die Losung unseres Problems
.dar. ; s

Nehmen wir das am Ende des Abschnitts 3 behandelt ispi

Die Folge (38) ist in diesem Falle ' elte Zahlenbeispiel.

21 4 9 6 20 19 11 12 20 10
9’11’ 7’23’25 6" 919" 5 7
S N e Ne— o = e Vet
Die nicht zu1_1ehmenden Abschnitte dieser Folge ersetzen wir durch
je ein einziges Clied, welches im Nenner die Summe der Nenner und im
Ziahler die Summe der Zahler der Glieder im Abschnitt enthalt :
25 15 20 42 30
20" 30" 25" 34" 12
N’
Indem man weiter so fortfihrt, erhalt man nacheinander die Folgen
40 20 42 30

50°25° 34" 12"
N——

G0 42 30
75 34" 12"

Die letzte Folge nimmt monoton zu. Wenn wir die Iundices der Glieder
verfolgen, welche zu je einem Glied der letzten Folge zusammengefasst
worden sind, erhalten wir die Grundindices.

Dieses Ergebnis ist identisch mit demselben im Abschnitt 3.

Wir bemerken, dass die Zusammenfassungen auf verschiedene Weise
durchgefithrt werden kénnen, die Endfolge aber nicht von der gewihlten
Reihenfolge abhingt, da wir dic einzige Folge der Grundindices erhalten
miissen.

7. Eine Verallgemeinerung der linearen Pregrammierung. Das Problem
des Optimalprogramms mit hochstens einer Unterbrechung je Maschine

kann auch rein analytisch formuliert werden. Ein Element A,B‘.C‘D,-

(Abb. 19) ist durch die Angabe dreier Parameter festgelegt :
x. — die Ordinate des Punktes B;

y: — die Abszisse des Punktes 4; und
2 = B,'C,' (Z = 1,2, S @ n)

Fs wird das Minimum der Fertigungsdauer

(40) T=9Ynt+ 2t t—N
gesucht, bei folgenden Nebenbedingungen :
{41) 9 =0
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[O= % 5 ie=12 i0am Es sind -diejenigeg reellen Zahlen x;, x, . . ., %, zu bestimmen, die 1

(42) 1zi Z O’ folgellde BEdlnguugen 3 -
(43) y"gyi-l-l' 1,:1,2,...,”—'—1 (48) xjé(), j=1;2, v @ vy T
—_ . 7 = 2 . e e B it

(44) (tips — W Fier + 0o Wit Bl 5= eugy B (49) : ;au el S ¢ i
— {)%; f —yi)+f]n(zs+1—zi)20: i=1,2,._,,n\ . - ‘

(45) (tH-l tl)xa + qO (y +1 1 (50) E a:} x-? ——b:>0 “—"> 2 a:.:’- x} — b;’ 2 0, Zz]) 2’ by 3ol iy P‘ l
=1 e

? and fitr welche die Funktion

. (51) K= El 6 ¥; i

1= i

Maximum (oder Minimum) wird. g A & . 1

Dieses Problem unterscheidet sich von der linearen Programmierung i

dadurch, dass bei ihm, ausser den litearen Ungleichungen, auch ‘Nelgen-- F

i pedingungen in der Form von Implikationen auftieten, deren zwei Seiten

lineare Ungleichungen sind. l

Eingegangen am 3. jan. 1983, " |‘

|

7] { 1
Abb. 19 ‘.::‘

(46) Fivy > %9 (lips = B)%is1 + go (Vigy — 9) — 020,
1'=112J "c,n—'l
(47) Bigr > %59 by — Ligy) % + GoVit1 — Vi) — qoz; =0,

b LA e L.

Die Bedj ; 5 . "
der Li éimfgﬁgungeﬂ (43) ... (47) driicken den Sachverhalt aus, dass

: 1 i+1841Ci31Di,, sich recht ini {.B:C:D: befi
D +105410 i iy echts vom Linienzug A, B;CD; befindet.
Aj%ﬁieedgltng;ggin(ﬂ) sagt aus, dass Punkt Biyy recht‘g von der Geraden
licgt. Wonn . g;ng- (43), dass"Punkt C; links von der Geraden CiiDig
Bedingungen (:1%1 *i, dann mussen diese Bedingungen noch durch die
g ) und (47) verstiirkt werden, die vorschreiben, dass Punkt

B, rechts zur Gerad : ;
zu liegen kommt. raden C.D;, bzw. Punkt C, links zur Geraden 4,;.,Biys  »

Beachtet man die F
tleo / : < .
%; gegebene Konstanten :Sizfgbusgg (41) sowie die Tatsache, dass die Werte

(40) amn man die Funktion 7 durch
T = 5
ersetzen. o B



