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SUR CERTAINS POLYNOMES D'INTERPOLATION
_ |
D. RIPIANU
a Cluj

1. Dans le travail [1] le professeur TIBERIU POPOVICIU donne un
procédé pour construire les polynomes P,(x) de degré m =1 (=0, 1, ..., m)

qui jouissent de la proprieté que si la fonction f(x) définie sur I'ensemble de
points E = {%g, %y, . . ., %, est convexe de I'ordre # pour toutes les valeurs
de n = —1,0, ..., m — 1, le polynome ' '
(1) P(x) = 2 f(x) Pil#),

) 1=0

dénommé dans [1] ,,polyuome d'interpolation” de la fonction f(x) est
convexe d’ordre # dans Uintervalle I = [a, b] (a < b). A la fin du para-
graphe 14 du travail cité on définit certains polynomes ,,minimaux”’
d’interpolation, choisis parmi les polynomes d’interpolation sus-mentionnés
et 'on détermine le polynome minimal d’interpolation (1) aux cas oll m =
— 1 et m = 2 4 noeuds quelconques (on suppose toujours x, < % < .
... < %,) et au cas m =3 au cas oil % + %y = %y + %3 ,

Dans le présent travail, on détermine, en utilisant le procédé indiqué
par le professeur Popoviciy, le polynome (1) au cas ot m = 3 4 noeuds
quelconques, ensuite I'on donne — en utilisant toujours le procédé du
professeur T. Popoviciu — un procédé a I'aide duquel on peut déterminer
le polynome minimal d'interpolation P(x) de (1), quon désigne pour
abréger par ,polynome P(x)” pour quelconque et pour des mnoeuds
Xy, %y, -+ .., %, ¢également quelconques. _

Le procédé indiqué par le professeur T. Popoviciu est gompris -dans
les formules (15) et (17) de [1] et consiste dans ce qui suit:

On considére les expressions :

m

) Sos () =0 Sii(#) = —2 P:la

=i+l
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m s—1
53,,'(x = maE ) j=t S v
DAt .
m i—1
(3) IR D 10D | £ %
Sit1d (x) = iﬁl(x‘ - =i+l o
=0 '
5 § (X-—E)j_”
=) () — S (%) — 7\“___1
4) A = SUP [Se—ff- () — Siis(0) — Mt T
: ' x€l (i=0,1;-+»9)s

v

j—1
j= 0, la somme Zosoﬂ: remplacée par zérg et

1=

3 1a condition qu'at cas olt
! (x-—a)'.—j
(5) Py%) = Sitaé (%) + ]Eﬁ Ajs T
toutes ces expressions % =01 ...,m— 1. 8i 'on connait
b3 (xl))a;ia(x), e Py 08 QECTIINE P;(x) de la_maniére suivante:
" "V1e, On détermine So,,-(x)), Spi(x) @ Paide de (2) et S,i(x), Sy (%), ..
S;4p4(%) @& Paide de (3 o
2°;+]0n détermine hoqr s o0 Mg @ Vaide de (4).
3°. On délermine Py(%) @ Paide de (5).
On pose P, (%) = p(¥ — a)", olt p est une constante positive et 'on
détermine stccessivement les polynomes P y(%) Ppo(%) - - -, Po(%), auquet
cas (1) donne le polynome P(x) en question.
9. On déterminera d’abord le polynome (1) au cas m =3 pour des
noeuds %o, %, %2 %3 quelconques. On posera donc Py(x) = o(x — a) et
on fera tout d’abord ¢ = 2. (2) donne en ce cas

So2(%) =0, Si2(%) = — Py(x)

L 4

. ey

et (3)

(x:l S xn) (xs == xl) Pa(x)-

(xg — %o} (%3 — xy)

Seal) = — D=2 Py(3), Spa() = —

o N

Avec ces expressions, (4) donne

Mo = sup (SE3(x) — ST (x) = 6p sup La= Lo = 28] (5 o).
‘ €l . 2E1 (¥ — Zg) (¥ — %)
donc .

7\0,2 = 69 (g = ) (4 — =) _
e L
Mg = /
©) 1,2 leélg [S1(%) — S3a(x) — Aoofx — a)] =
=3 Fs— A

Pt S0 [+ 5= g — ) (2 — )2 — 25y — ) (p—2) (=)
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gi l'on introduit pour la commodité la notation:
(7)’ ; x—a=(b— amu,
alors '
A _— 3p Ay — Fg Lo 9
i (% — _xo) (%3 — ) (b a) uesg,ll)] Ql(u),
avec '
Q1(1e) = (%2 + % — %y — x)0® — 2(x; — x))m.
| Tableau Z By On considérera une fonction ¢(u) de
& 0 B 1 la variable u, continue pour « & [0, 1]
MJ 0 4+ et dontla variation dans cet intervalle

o) | #0) N o) 7~ o(l) est donnéepar le tableau 1.
Si ¢(1) > (0), alors max o(x) = o(1) = o(0) + o(1) — ¢(0), tandis

i CP u€E[0,1]
que si o(1) =< ¢(0),
alors max ¢(u) = ¢(0) = ¢(0) + 0,

wef0,1] .
par conséquent aux deux cas max o(u) = ¢(0) + Fle(l) — ¢(0)], oit I'on
we[0,1] :
a désigné par F(x) la fonction
1 x si x>0
(8) Fx) =— (2 + |x|) =
( .2 ( : i 0 si #=0

Il est évident que si ¢(#) est monotone pour #e [0, 1], la relation
ci-dessus subsiste. Par conséquent, si la fonction @(u), continue pour
ue [0, 1] est monotone dans cet intervalle ou bien varie conformément

au tableau 1, alors max ¢(#) = 0(0) + Flo(l) — 9(0)].
€[0,1]
Il est d'ailleurs évident que si le polynome Q(u) remplit les condi-

tions requises ci-dessus pour la fonction o(x) et si Q(0) <0, alors le poly-
nome R(u) avec R’(u) = Q(u) remplit également ces conditions. On en

déduit que le polynome Q(#) = > aut avec a; =0, =12 0cr B— 1)
=0

remplit ces mémes conditions (cé qui d’ailleurs devient évident si l'on
utilise le théoréme de.Descartes pour Q' (u)).

Par conséquent :
n

valle [0,1] ou bien varie conformément au tableaw 1 (avec Q(u)

a la tlace de o(u) alors sup Q(u) = max Q) = Q) +
uef0,1] ue[0,1]

©) +F [0(1) — Q). | |

b) Sz en particulier a; 20 =12 000 B 1), alors la

méme relation a lieu.
c) St a,-gO(i=1,2, ..,n—1)

- sup Q(u) = FQ(1)] =0

& ay=1, alors

ue(0,1]

a) St le polynome Qu) = > aut est monolone dans inter—
) i=0

e e e A
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onditions @) (b) de sorte que

") remplit les ©
or, i F(x, + % — Xo — %) (b — a)?

-1 T Xo ¢
Me = 3p Z;,, — xg) (2 — )

(10)  Per="SUB [Soz(x)—sa,2<x)~xo.2 s

el | . . N
= sup @a(#), ott
- p(Xz — xg) [(¥2 — %) w€01

g Xy — x4 — 3%y — xl)(xs — X, ul —
Qy(u) = (7':3_ 3(;5:)-(— xg)F(;:l % g = 20

9) (c), de sorte que

remplit les conditions
b= _F[(s— %) (— %+ 3% = 2%) —
22T (4 — %) (P2 M

(1.1) — 3(x — x9)F (%1 + %, — %o — %) ]-

On déduit donc de (5) avec les expressions (6), (10) et (11)

P#) = Suals) + 122 (x — @ - M (= @) F D =

- P{_(xa— 2o (%3 — #1) (x _ a)3+3(4'a — 2)(x3 — %) (b . a)(x _ a)2 3

(#g — #0) (%2 — %) (#g — Zo){¥2 — %)

X3 — %
(%9 — %) (%2 — %)
(b — a®

(#2 — %g) (%2 — %)

— 3% — %) F#; + 2% — X9 — x3)]}

{12) 43 F(x + % — % — %) (b — a)*(x — a) +

Fl{x, — %) (— %0 + 3x, — 2x,) —

On fera maintenant i=1. En ce cas (2) donne S,,(») =0,

Sia{%) = — [Pa(x) + Py(x)] = (%, —(':z)(xg -i—)(*’a — %, )— ) (x — a)® —
; 2 = Aol ¥ — %
ol —x) (5 — 1) y
3 3 1 3 2 - R
P vm— 6—a)(x — a2 -3 D" % F(x + % —

(79 — xg) (22 — 2y)
b — ap

(%p — 7g) (% — #y)
=3 = Bl 3 — 3y — )],

Spu(#) = — I

o = 5P + (1, — 59 Pa)] =

= (3 — #g) (2, — X
WZ‘)(“““)“-M’L‘_’W”LQIJ i s
o) (#3 — %) . (”2—4’1)( —a)(x —.a

— % — %)(0 — a)’(x — a) —

F(x— %) (— %o+ 32y —2%) —

e

T e AT

SUR CERTAINS POLYNOMES D'INTERPOLATION

113 I

; ' (%3 — #3) . 7
.,3—-——————(%_%)(%_;‘1) Fry + % — % — ) (b — a)¥(x — a) — :

= Fl(x, — - -
-~ T ) B %) [( 3 xl) ( %o + 3x2 - 2xa)‘ -— 3(:63 = xB)F(xl 4 x, —
I - xo e x3)]:
de sorte que

Moy = SUP [Sta(r) — Soa(x)] =2 -V (n—=)
R : (%1 ~ o) (%3 — o)

sup [(% — %) +VF("1 + %, — %o — %g) — (% — %)(1 — w)2].

ue(0,1)

(b —a)*(xg — )
(71 — %) (¥2 — %o) (% — % + Flx, + % — % — %)]. ' |

Ay = SUP [— Saa(%) — haa(® — &)1 = plb — a)? sup Qu(a).
w1 uE[0,1]

(13) Aoa = 3p

avec : ‘
Qs(u) = — s = o) (75 = %) 5 s B (#a — %) (B3 — %) S o

(% — 7o) (%e — %) (% — %) (43 — %)

+3xa—”z[_"’=—fﬂ+ F(’-’1+x2_xo“x3)]."+

X — %,

(%3 — %q) (%2 — 7))

1 Fl(% — %)(— %o + 3%, — 2%,) —

(% — %o) (%2 — 21)
— 3(x3 — %) F(x, + %3 — %9 — %g) 1,

de sorte que si % + % — %, — % =0, alors ' 1

Qs(o) <0, Q’ (1) = 3(”3 — %) (¥ 4 %3 — %1 — xz)ZO.

(g — %) (%2 — %)

et si % + % — %o — %3 >0, alors
s(u) =3 o

Q3( (%) — %) (#a — %)

Les conditions (9) (a) étant remplies, on 2 donc 1

(14) Ay = p(b — a)S{

(1 — w)[(xy — %)t — %o + 22y — %]

L F[(s — m)(— %+ 3% — 2R -

(%, — %) (g — 1)

e x el __ﬁ:iL__F[ L (—%m—
B(a — WPl + % — %0 — W]+ S0 T et

— 32 + Bxyn; + Yo%y — 2%o¥g + 3% — %) + 3F (% + % — Xg— %) ]} ’

La relation (5) donne par conséquent avec les expressions (13) et (14)

8 — Matkematica vol. 5 (28) fascicola 1 ‘
i
|
|
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' _ o Fa— % (¥ — )
(15) Pi(x) = 52,1(:() + Ayals = a) + Ma P{("Vx T I (% ~ ajp _
l s — %) (53— #)

i o — a3 _
% (b a) (x a) + (x1 == 2-‘0) (#s — %) ;
1

Flatta— o~ @O E—a4

% — %2

(x!. —_— xa) (275 = x])

x—% _F \#-_l__— (— % — 345 4 8xg%; + Xgx, —
¥ (25 — %) (B2 — %) x— %o .
— 2% + 3%% — Xy%g) + 3F (% + %2 — %0 — x,)] (b — a)3}‘
On fera enfin i = 0. En ce cas (2) donne

u—mm—mb_xs—b~aﬂﬁ:ﬁ&f”
L (lm—m) = %)
(16) 51,0(") =e ((a’:— o) (%3 — %o) ( ) ( )

(71— %) (#, — )
“+

-
1

(%g — %) (ra— %1

| L (—x —3af+
(%3 — #o) (%2 — %) #1— %o

+ 3xa%; + Fo%e — 2Xo%s + 3,4, — %a%y) + 3F (2% + % — xp — %)

il

de sorte que (4) donne
o =D [— Spo(#)] = o
x€l

(23 — %)) (x5 — %)

(%7 — #g) (#5 — %g)

1
(%2 — %) (g — #)
Xy — % F[ 1

(%2 — 20) (% — %)

,+Mm+%—%—m”@—m.

Fl(#3— %) (— %o +3%3—225) — 3 (03— %) F (%, %, — %o — %3]+

% — %

1‘1 La relation (5) donne donc avec 1’ expression (16)

(17) PO(x) = Sl,n(x) + )‘0,0 =p (%3 — 2y) (x5 — %) (b _ x)3.

(#, — %) (#2 — %)

L fay— ) (— ot 37— 28) —B(ts— %) F (- 2y mo— x4

(—#5—8x1+3% %+ XX — 2% %y + 3%, %3 — %a %) + |

Si dans les expressions Py(x) = e(x — a)3, (12), (15) et (17) on fait p = 1.

x = i
o+ % = % + %,, on obtient les expressions
P

+ O —aF(l — &), Pyx) = — (@& + 1)(x — @) +
'+%@—ﬂu—dh+w—@wuhkyx s
?Veck=""”°=”8“ . 5

x! s
w5, dounées dans [1].

x,—xl

o(2) = (b = %)%, Pi(s) = — 2k + 1)(b — 2)s + 340 — @b — 2 T |
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3. On indiquera a présent un procédé de calc " o
Jo (3 pOUT " QUIICODGUE. €6 DOUT 7y, 4, .., % Cgaloment. mrbIILE:
A des fins d:e goquodlté on prendra le coefficient p de I’expresion reds.
pn(x) ¢égal 2 I'unité de sorte que P, (%) = (x — a)™. Si p5£1, on déduii
de (2), B) (4), (5) que les polynomes P; (x) s’obtiennent en ;:ntﬂtipliant
par p les polynomes P;(x) obtenus dans I’hypothése o=1.

Si Pon introduit la notation '

=0 (G =51
A,(%) = P,(x) = (x — a)",

alors (3) et (5) donnent

oy SN (x—a)T
(18) {AW):E%“‘ j

i (xj - :co)(x}. = x-l')' (xj - .v‘._l)

=it (#; — x)(x; — xl) cee 2 —xp ) J(x)

(19) Pi(x) = 4;(x) —

Si de plus on désigne par my(x) le polynome

?
(20) mp(x) = M (z — ),

s=0

alors

(21) Pufs) = T oetless

7
s=0 Tm—s (x:)

Aps(%),
G=0,1,...,m—1).

La relation (21) ressort de maniére évidente si 'on remarque d’une
part que (19) donne

— - T e ) '
P,,,_l (x) . Am_1 (x) . (x,,, xo)(x,,, xl) Xy Ty P,,,(Z) e
(g — ) x4 — x]) s (.rm_1 - xm__z)
e Am—l(x) 4 (% — xo)(xm i xl) . xm—-l) P,,,(x) =
(xm—l - x[)) (xm—l - xl) et (xm—l - xm—Z)(xm—-l - xm)
n;”(xm)
= Am—](x) + g P,"(X),
e 'rrm(xm_l)

de sorte que (21) a lieu pour i=m — 1 (pour 1 =m |e11e est évidente),
et d’autre part que si I’on suppose que (21) a lieu pour ¢ =m, m — 1, ...,
.«.,m — p, alors la méme relation (19) donne .

‘\\\’_,———":T_______ff__________“----—s\
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o A il ™ » )
gl = et T iy oty ~ il =2 o x"'_p_j, y Pilx) =
i i Fop—p1 ™ “m—p—2
o . (37 .-P—'l = *9 m—pP—L1
ng-—ﬂ m ’
= A —l(x-) i m—i T oo (xm_s)
! B T U (# — 5,,,-1)-—2) —E— .,,_‘(x) =
3 o )...(# 1"‘7»—#-—2’ =T s ()
= Ep(‘ p-1" 0)(#,,,_;;-1_”’1 RS :
jem—p m=
= A.,,,.-p—l(x) - ’
= (xj - xo)(‘,- = ”'1) (XJ' — xm—P—Z) M_-“s(L__
s E A ,—s(%) p Fmep—1™ #) Fppp-1 #g) oo Pinmp1 ™ *m—p—2) Tm~a(¥)
s=0 j=mmpr el

de sorte que pour prouver que (21) a lieu pour 7 =m —p — 1, il suffit
e s

d’établir que

- (H= xu)(x’. — xl) it (KJ = xm_P_z) L -:m —§ (xm—s) _ . (xm_‘
m—S$ i
—-1'='M—P (’m-p—l-xﬂ)(xm—}‘—1_xl) e (xm—ﬁ-—‘l—xm—P—2) Tim—s (x i) ﬂ'm_s( M-—p_l)
Or, éette relation s'écrit
m—s _1__0, avec n(x) = (¥ — Fm-p- & — Zm_g) oo (% — Xy
j-mp—1™ ) _

et s'obtient pour 2z = Fm_p-1 %2 = Fm-_ps - In = Zpstz = Tm_s de la re-

Tation -
noog
=0, avec w(z) = (2 — )z — 22) . .- (z — 2zu),
(22) ,Eﬂr’(z) vec (z) = (¢ — )( 2)
qui est une identité elementalre bien connue.
I/on déduit donc de (21) et (18)
(23) Zco, e e
ol
2 : Ton—s (xm s)
(~4) 95 = E)\M G—s, m—s T

a=0 L (x )

a la condition de remplacer A

— 5 —8L€0
Les relations (2), (3) et (23 ) m—o—s,m—s Par zéro quand m — ¢ —°

donnent par conséquent
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m (x — a)® m ’ " o
Siix) = — s — e = (% — a)“
#(%) . ,-2,;, o! ;;,]C ? o! ,-;,1 Coss
_ (x — a)® <=~ (# Il PRLER : g) e {2 )
(25) 2 al J;H (x;— Xi )( ) - (x:—x::s::) Cﬂ'vir
Surait) = — 3> Fma” g8 - ey =23 e = i)
+1,:(%) ;} — J‘§H TR Ty (xJ — I_C.j.

§ — %)

On déduit donc de (4) et de (25) (dans laquelle on remplace lindice-

4 par et l'on fait ensuite s =1 — )

Rivs == Sup[ 2 (% — =) 6)('_'1) R T | e A R e Y
7,9

xcT =il (x'. - :V‘.__l)(x‘. e x.;__z) “en (x - x_.,+l) Sl 23
n 2 ((x — a) )(4":') i (x"_ — :u:l.__l)(z:ljl —_ ”i-—z) . (_vp_ - :ro)
&0 w7, — # ‘fl)(xi —x_ ) . (3 —x) om
j=1 —a)i
- E lf&i (x a) ]
=0 G—w!
a la condition de remplacer au cas § = ¢ — 1 I'expression
(%, — :‘i—1)(xu — & _g) s (xu - xj_,n)
(x; — x'._l)(x!. — x'.__z} cee (%, — xj_h}
par 1. Si l'on introduit la notation
(:ru — ;rj)(xu — ’T:i~:) (”u — xD) 4 (:r|Jl - xi)I(xu. Fy i Hp By a oo xo)
(%; — xj)(x‘. - xj__,) v {2 = 3 (#; — 2)(x; — xj_l) v wp — 2y 3
de sorte que
(26) (%, %5 %j %jogs o0 %o) =
(%, — xj)(xy_ — "'j.,,) v (i = xo) — (%, — x’-)(x,. — xj_l) e (Ep— )

xu—-x’.

Ion remplace dans V'expression ci-dessus de 2;;, Co, DAt son expression
(24) et 'on tient compte que

" m—u m—i—1 m—s
=~
E ; z : Cs.u. = E / 2: Cs,y.n
p=i+1 s=0 _s=0 u={+1

alors on a

g = sup | 13 TS B By el X

s=0

AU 7
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o (o — g = #ae) o Wy = g T BT S ) _
2 SN ¢-1
8 wortr % 2 W =% gl =+ (x; = %o s (%o
ji (¥ —a)i™® . i
_27\#,; 3 '——]’(7-:0’1,'..,‘_—1),
=4 (—w!
mox— @)° m—i—1 ,
z€l | o=0 Bl sl
R R L TR R e | g
\ s g e
. WS 3 — Fi x;_g) ooe (3 = FgTps (B u=0 =i
c’est-a-dire
,.. : 5 M ((x — a)u)(i“‘j) m—1-1
(2") )‘j.i = sup { | M—qg—§m—F X
zel L 6=0 a2 s=0
(s — %o (Fpp_s — .rl) v (B, g xm'_s;_l) - = JE—l N (x — a)) ¥
(= wg)lry — #,) - (1 — %) R et |
28 ”m (x — a.® m—1i—1
(28) Ny = sup LZ% T 2y Pmemsm—s X
X (xm—s - xo)(xm—s B x:.) P (x'm—s B xm—x—l) b = 5 (x — “)i—p‘
g = ”o)(xi__ #) o (x5 ) & ; i (i —w! ]
oit
Aiis = ](A'H"l’ Ay K e "'o) +
p  —x ), —a). .. (7, ) e " oar —
" 1T e ) B I~ =) (g )
+ 5 ( R T I/ UL A
pee By, — #Mx, ~x) ... — x)Mx, — X
¥ ® L 1 (xu xJ)(”u ”i+1)(”y. - xi+2) ("'u - xu-l)
29) X :
("’u. o xu_+1)(xu — xu+2) o (xu eoE xm_s) )
m—s
bi,s = 1
peitt 5 — %), — 2).. (2, - 2, — X
S f ;-;1)(“]; )=, — ez, — "‘u.-l)
X , ;
(A’u e Xu_l_l)(xu s xp,+2) s (B i

w xm._;)

Si I'on tient compte de (22) et de (26), on a 4
‘ e onc
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e G T =) (=) S ‘
R {— Xy x‘-—xl - x;—x' X a
. ! ';)(xu — xo)(xu——xl). o x,— %y ) (a)
1
(% = Fpgg) ¥y — ) - - (#, — %) (#, — #)(F, — Hogg)eo By — Hp ) -
m—s 1
= —(%;— %) (Xi—%1) . -« (% —%; X (b
. ol 1) |,¢E=t (2, — #)E, — 7)) - (5, — %) (b)
B s !
(7, — #)F, — Fgpg) - (o, — #y Ny = T ), — Ty By~ Ty
(G=1)
: (©
a i, == - C
! ” (% — #p40) (% — Zigg) -+ (Fo — Fpps)
bis = — : (@
(%, — Fy ) (% — Fppg) - (B — Zpy_s)

Avec cette expression de by (28) s’écrit

(31) X =sup{_— {j _(i::z_)im—c—l (Hp_g — %) (Bipy_s — i) s W™ Hy o) y
=&l a=0 cl 5=0 (xi = xo)(x'. — xl) " (;r‘ —x.__l)
1

Am—o—s,m—s +

(o — Hp Ity = Bpp) 5o (7, = %y}
i—1 (x__. H)'-—y' *
+ 3 i T

Dans les expressions (27) et (31) on respecte, ainsi qu'il a ét¢ mentionné,
la convention introduite dans la relation (24). On a dans ce cas, si I'on
remplace dans la somme double de (27) les indices ¢ et s par les indices
p=o0c-+7—1et eg=m+fj—t—p—S et I'on fait le changement (7)

mtj—1 SRy 1)
(32) Aj; = sup [ _(L_a)__y___ X

w€(0.1]1] =0 !

whizimt (%_jrpre = P Fimgrute = %) o+ icjrute ~ Fimjrute=t) o

X
(%, — Z) (=, — xl) S (x‘. - x'._l)

____(b '_Ellf_ul‘]

o=F(j+1—u)
‘ i
X @Rjimtj—i—u—9 Agi—jtute — E{ Aj—ui !
; w=

(1.=0,1,.--,'i"—1)l
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est donné par (

1

29) ou (30) (ot Ion remplace pyy, dice

Hopay 543 %Sm0 70
8;; mii-s—b—% == 55— xo)(x.._h — xl) coe pgq — xj)
: +
. Foqq — FirdFit ~zyg) o Wi T Fisjrusd)
i—jtpie Ixg %y %p Fi " o) o "
: e - '
+ F&g (=, — xo}(:a - xl) i (R = xj)(xa x’.+1)(xa x’+2) Een
I - —
(74— xc-—l)(xa i xu+l)(xa - xa+2) e {2g— x"—j+p.+q:>)
< *
s 1
§ — " . X i
5 = (= %o) (v %) - - - (% ;) Z_E (g — #)(7g — %) -+ (Fg = %oy) (b)
: X
33
( ) (%, = xa+l)(’:a G 'rd-!-!.’) e lxg — xj)(xu - xi+1)(xc = xf'f‘z) :
1
X =
- %g = Fi_jiuto
i—jt+ute 1
=—(2;— %)X — I - L 1
e P DR v PPy Ry P e
1 (@
c
(g = %14g) -+ (g — Zo)l%q — ZqyM¥g — Fopg) - (% — Xijtute)
=1
1
Boim_i—n—p = — @
(g = %40 (%g = #pp) -+ (%o = Fig o)

_Si, & des find d’uniformité de notation, ’on remplace de méme dans

i {31) les indices ¢ et s
LE: | obtient

(34) x

"

Mg = sup {55 LA o
uE[0,1] =0 u!

T = % Fute = 7)) - Futo ~ Futro1) .

o=FGF1-p)F; =% (5, ~2). .. (#,—;_ M~

‘f;+1)(xi—z£+2). o (x'.—-xu_'_q,)

+E7‘5—u.s L uu]} .

,w=1 !

par les indices p =c et ¢ =m — p — s, l'on

Aouto T

e
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Dans les expressions (32) et (34) la fonction F (%)

> ) est la f i sfini
dans (8) et I’on respecte la convention de (4), c’est-a-dire aungzlo;nﬁd;;f:}%

o (32) et 1 = 0. dans (34), les sommes simples se remplacent par zéro
nElE calcul de @;;m4j_;—u—p ON peut utiliser une quelconque des expres-'
sions (33), respectivement (29) ou (30), selon que les valeurs numériques
de i, 9» P rendeunt plus commode pour le calcul 'une ou Pautre de ces
expressions. o

D’ailleurs si Ton désigne par =, .. () le produit (x — %)
. xl,xz,...,x? 1
(x — £5) bas 1 — ¥,) et par | —*——Z: {!la somme
A N A

» flx)
ey

Xy Xy »aoe ¥ 1 b: SR - 4
__];_E__...._“._t.;f — ___1 ? L,f 2
x,:l:,...,.‘l‘” ; xr — X Koy Hosyi o

T R i

(p <<n —1), il est évident que

x,x;... X
2’73 TP .
9’ 3----,3” A

de sorte que si l'on fait f(x) =1, on obtient la relation

. (xs)

p 1

] 2 1 £ 1
iy (%) ¥~ Yy 5= Tty Zar oo Fpy (%) =2 L Ay eem %y, (%) i ’

s=1 " Ap—1

qu'on peut utiliser pour le calcul des expressions (33) (b) et (c).

Ainsi qu’il a été rappelé ci-dessus, dans (32) et (34) interviennent
les expressions Agm Am - or Amm ,

On prendra
(35) Aom =1, Nm=0 (=12 ..., m).

Avec ces valeurs et avec la convention Spyiym (¥) =0, (5) donne la valeur
(x — a)” adoptée pour Ppn(x), tandis que dans l'expression (32) on peut
diminuer d’une unité si p < m + § — 1, la limite supérieure de sommation

de la somme E, parce que si p=m +j—1— 1, alors pour ¢ = m +

P
+f—1—p=1 o0na dpi-jrure = dom = 0, de
s’écrire |
(xm—xo)(xm—xl) £is .(xm—xm_l)

(36)  Aj; =y;-1[1£] 7m(1_n —1)...(m +7 e 1) o
, et g o
% Bt (b . a)m+j—i pm+i—t + E (___Lu__

p=0

X
w!

m+j—i—p—1 (xi—j-i-u.+:p“ Zo) (x'—_H‘IH'Q’— L AREE (x,'-j+p,+q; - xi—f+u+¢_l) X

X

(x4 — xo)l#i — &) oo (ET— Xi—1)
' o dy b—a*
; e : 4 i . "
X @jimyi-i-p—v Moi—jtute 21 7‘1—;1,) o
. =

i sty Ly anon® = 1P

o=F (j+1—n)

sorte que (32) peut
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122 ‘duire, si p=m — 1, d'une ,. _ " ¥, s ’ A E
o ettent de réduire, =5'd Unjtg D’ailleurs si 1 on calcule 31 aide de (2), (3) et (4) Mmoy (1=0,1, ;. !
Ces memes valg“ﬁ’e P:;E::nation dans la somme § e (34) m— 1), Ton obtient les expressions (38) et (39). e (
it érieur
la limite sup

Les relations (5-36), (3(;17), (181), (21) et 1(31( )co(lilstitueut le

_ ) sl = e : la détermination du polynome x) de (1). (36

(5,s = %) P — 1) o . 1) —un, : I;\‘."-’r (=7 —1), respectivement A, 3 l’aide( )de( :

{-[(b--a)’"("“r_‘_;-)_x_.—xl)" _(x‘__x’._l)(:t"--— i+1)(xi'— 20 '(xl'-xm) (é"_—; w — 1, m — 2, .0y 1 + ].) et de }\o'i' ).1’5’ -
/ "' 0 ¥

procédé proposé
et (37) donnent
Bids., Vig, sxie Pag

{37) M= SUP

<=y Aj_y4 Tespectivement
By ;
ue[01] — g ) e g ™= ”p.+tp—1) R, Ao -o0 Mgy i .
; u m—p-l (Fute — s ¥p1e — M1 )(i %, Ve (r.—x “)%.u+¢+ 0 Si I'on a les coefficients 2;; (j =0, 1,. L ] ..70)
e TP A T e (18) et (21) donnent les polynomes Py(x) (i =m, m — 1, ..., 0), puis (1)
" !  p=FlEFl-w) Vi 0
u=0 ]

_ b — a)e Je polynome P(x) en question
+i\, Mo #uu]}. 4. On fera quelques remarques & propos du procédé indiqué.
u=1 . 1°. Les relations (38) et (39) donnent immédiatement I'expression
: (37) au cas oit 4 exl)licitg) ((ie) 7lj.m—1_(7.l =0, 12, S (; m -a 11) On ?‘dédwla)it alé.orce‘{ effet sge‘g(a?’lS)
s (36) et a t (34 de e] que 8l Npwj == =41 e f = 1), S Aj, m_y est égale-
E:H(;’u,(gn)a respectivement dans (32) et ( ) : iﬁeut 1(1011—négatif. O, la méme relation (38) donne
s i s ) ae t
] —p=Bl Il =Tt —RE
0=<j+1—w

— m — 1, les sommes doubles manquent,

5 s 1 B~ x_[)(xm - ’72) oo (#y, — xm-]_) 0
O gz + 1 —u= F(?/ + 1 "'". {‘!‘) — m L. (40) )\o,m—.l = m ! (% -y~ xo) (xm_l . -'UI) . (xm_l _ ﬂ’m_2) (b == a) >0,
.. a . até spécifié relativement aux expressions (32) et | - . i 8 t"
De)me‘;née, alIEBSé)%}l il(?oetfed:im(g’?) I;': 0, les sommes simples manquent | ((1e) 53;:51 gﬁe Mmoa =0 (G=0,1,...,m —2), auquel cas (38) /e ©
(34), st dans {99) ] = 30) (b) donment donc . c
es expressions. (36) et (30) s}
e p ) ( ) - : (% — xﬂ)(xm - xl) oy (B = x’ﬂ—-‘z) J
— —_— ivw (B — & \ e q —_— -
1) G +2) ( (%, = %) Ty — % m m-g Al Ry =F [m(m ... 1+2 ((”m_l—”a)("‘m_l“"‘ﬁ) el R
(38) Ajm-1 =uselit})1] mm —1) ... P [P ) (O s S “
) ' ‘ (%, — %, ) (%, — #;pa) ...(xm—xm_z) bl
(Fp = %4 = Fjgg) - B — Fon_g) — (- a)y+1 Wi — - - — £EL e ’_+2 = o (b — a)i !
_( ) Hing) o gy — Fopg) I T U |
iy~ T Pmer T Fiad o V1 T Fms . |
1 2 J b . ] L] N j—1 N » (_b ___a)J"y-],
— 3 Numa™ “!“) M"] O=7=m-—2), uzmo T ;;
u=1 #

avec la convention adoptée dans (38) relativement aux valeurs f =0 et

a la condition de remplacer au cas ot § = m — 2 l'expression j=m —2, tandis que (39) et (9) (c) donnent

R

i A l'aide de (41) et (42) on peut calculer successivement
m—1 E
7y E lﬂ—l-u.m-q E:iu u"']. i ceey _M—Lvn—r

pl

1 k]_'m_]_, lz,ﬂ—-l’
1
w=1

o _ (xm—xj+1)(xm-xj+2) (xm”“”m_z) .‘ (#,, —xo)(xm— xl) (xm—-xm_a) (b —a)"‘_' |
_ (g = Hp ) gy — #10) - oy = *mg) ‘ (42) Rpeit, g =P [ (=) g —3) - (g =)
par 1 et au cas oll § =0 la somme simple par zéro. m—2 I il ‘
_Z l[;,m—lm " {
39 : (%, — e, —2) ... (2, — 2 Qb — e i u=0 . f
( ) )‘u—1,m_.1 = sup L " Lo u" — & i !
d u€{0,1) (x"'—l ~ &y (xm_l - xl) _— (xm—l — Xpy_g) !‘ !
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On a ainsi, paf exemple, 17 YRS PINTEREOLATION 125
MNm-1— | ~ ", — "‘:’+2—u)(xm =5 W] s i = ay)
gl a)g_(ig_:i-"-_).(_’i"l:—is) Y b (g — %= oy = Fpaged -+ (B — ) ) (b — a)i+1-w = i’
= A e P e ", P hemei R bt i %f
(m§3) =0 G+1l—-—p—0al w! e ; Aj—pm_g (b — a)uﬁT}. !
i 1 m= w H
(3 — = 59 - O = Fmo) le derni : |
43) | _mlg g 5 5. Dans le dernier paragraphe de 1 |
: Agm—1= ( (7~ = # Yool —%, gplicite de P(x) de (1) au ¢ * de la note, on donnera I'expression i
‘ 31! w10 Fm—1" "1 m—1 —2) ,g’eIs)t- . fives 4 ﬁ( (1) as particulier oi1 les noeuds sont équidistants, ;
i X F[—-(x,,, = xm_l)(xm—], -+ 2%,”) il (x()_}_ %1 + xe) Xm_1 + . 3 » 5 4 ! : it
| =%+ (s= :
| +(-x0+2x1-|-2x2)x,,,+x0x1+x0x2—2x1x2—— _ . - . 8 =By doen BRL 1 L.
|  8(sm B Fl + fma — %o — ], (225} - - A gst affely v profivet Saband. G ';
1 .= : . . § o ____—m : m—i l .
| et ainsi de suite {45) Y B— a7 hgp=0 F=12 .48
9° En particulier (41) domne avec m =3, § =0 et § =1, les expres- | ; | ‘ _ .
sions de Agq €t Ao de (6) et (10); (42) avec m = 3 I'expression de de. : G=mm—1,...,0).
(11); (36) avec m =3, | = 0 et 7 = 1 I'expression de %, de (13); (5 : Y P ) ]
ey N e R L A fig Gmahation s, sl (1) of, Bl O Hams
sion de Ag, de (15). S 3y =m—1m—-2,...,.m—p(l=p=m-1).
3° O:; déduira encore de (36) la relation qui donne Z;,_, (7 =0, 1 En ce cas (36) donne . )
...,m—4; au cas ol § =m — 3, 'expression subit de légres modifi- | : 0
cations). iy (46)  Njm—p—y = (b — ay*F+t sup lm(m —1) ... P2 mm—1) x.
: ) Moy = sup domfm — 1) ... (j +38) X -. X e (o= DY Gy W
. . wE0,1] ! Fih 4
; ) i + w — — 7 — (m— —— i
X [ - (1"' = xo)(xm e .Tl) “ee (xm — xm_a)(xm — x m_.l) { ul ( ? + ] 7 ; )("n' P-l_p' 7 2) e
(Hpy_g — F Mg — T} <o (g — Foe_ ) me_y — '-"m.ﬂg) %+ . " - - S p
('rm — ”o)("m B .1’1) e (x,,, = ) % g+ I~ b ! aj.m_ﬁ—l'fi-j-‘-l—u;_l » :
(x"‘—l_xﬂ)("’m._l_xl) o ‘(,vm —x)(x il " -2 _ i" ‘ .
| ( —x P A CR /DRSBTS A L5, b—a)f* i a L
U B ) o — ) (b—a)f H#H1 ,.2=o TR ] !
g = %) %y — ) s B g~ ] (b — a)i*+? wi+? L _ g ;
1T e g : N<ism—p—2). ;
X e ;
+ E [ (x”'—], ”0) (xm—]_ - xl) s (:‘Vﬂ!—1 — X 3) 01', (30) (b) donue |
u=0L \*m_o — xo)(xm_g = xl)_ $ort (xm..o -z, ) - ‘ . . . |
e ot 2 -3 . 47) a0 (— 1) ii—1) ... (t. — ) m=s (— 1% L 7!. !
— % — xﬁ-l)( m—1 xj+2) o '-(x'ﬂ—-:l = xm_a) ! Im—s—i u-=i(ll' i) lm — s — ) 1l — H...e—7 1
~ i1 m—g = x1'+2) g (xm-z - % ) ] A t s . .\ m—s—1 @ % - ? !
i ‘ = (_ 1)'»—:—:’+1 e A ]), _ (=% Coosi : - b
(i g B I i [ A~ P o I} s ()

= I

(=

X F‘ m — I 5y A A ) X — —_
m( )'--(?+3—‘])( (ﬂl 0("‘ .1.'1)...(1( i 2)
m_ (4’ — —_ ; Iq IV de la Ielath
\ 1 ) xo? m 1 X ) Sk (,1,’ ; Zm 2) H ous auons nous se ir i
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M Co "
(48) :/;0(’ 1)“(¢+};)(a+k+ 1) ... (@+4+2

(n—1)"

By
= T+ h+ D0+ 3+ (M AR

(M, h, » entiers; M=0,h=1 hs0,
dont la démonstration est jmmédiate, si dans la relation

on

c X i

Sc"‘.l(l — c)MdG"‘E(— L Cl—

a=0 o+ k
0

on fait = ¢ et '0

n intégre ensuite les expressions obtenues par rappoy
:‘;«pentreOet x: :

x

z L4 ‘
[ [ttt — opdo =0 — o)¥ds | dg =
0o 0 ‘ =

0
5 . M xa+i:+1
- o
=S(“ — 6)o*"Y(1 — o)¥do = a;, (=D Cn T+ ht 1)

0

Si l'on fait dans la relation obtenue x = ¢ et 'on intégre ensuite les ex-
pressions obtenues par rapport 4 ¢ entre 0 et x, il vient

M atht2 = ’ %
— 1)=Co - =S A1) — ) =9
¢=o( *Ci (@ + B)(o + b + 1) + & + 2) k. . g1 -
0

En continuant le procédé, on obtient la relation

M x

o+ k-2 1
— 1) C # Y b = ]
,;,( ! M(a+h)(a+h.+1)...(a+h+z)"S° i =M s
0

qui donne pour x = ]

1

L (‘-‘l)ﬂ- Ca
49) ) 1
u--.zo(a'-i- Mo+ k4 1) ... to T & e =;_So-lr—1(] . G)M+Ldﬂ.

Or,

1
(1 — g)M+A g h—1 )
§ e = e e s (=2,

0

SUR CERTAINS POLYNOMES D'INTERPOLATION

gj I'on remplace dans cette relation 4 par 4 — p,

01 A par A + $ puis qu'on
fasse p—‘ r‘ r": o ;

., b —2, on obtient la valeur de
‘ 1I : 13
Soh—l(l — )M+ g %)
0 ,,
ce qui donne avec (49) Ia relation (48). Si on y fait M — m — s — i
h—1i—7, A=7, il vient & l'aide de (47) ,
(50) @iss = (T :
gds T i

lm—s—i i 1

(m—s—i) M m—s—itj+ 1) (m—s—itj+2)...(m—s)
auquel cas (46) s’écrit (en faisant dans la premitre somme p = o + j)

m! ; p ;
Mt = g T & = 3R | G

P+1 . j+1)! =1 (b ).i—lf- o 5
XE:_IUC ug__(ilz__*z: il MY
( ) p+1 m!l{b — a)?+J+1 u=o7‘!-'--'"—P~1 G— ! uiTul,

a=1
done, conformément 4 la formule du binéme

m!

(51) Ajm—p-1 =

b — a)t+i+1 sup JCL i wl|1 — (1 — w)p+t )
kP 1 1)!( % "6[‘{)‘3{ e [ : ) ]

G4 & (5= .
: Ry e PN
m!(b-a)?ﬂ'“;, vEPml T —

de sorte que

m
iy s TP e P
(52) R T T
et :
Am_pog = —— (b — a)p+ sup [—u(l — uP+] =0.

»+ 1! w€[0,1)
Si
Ampa=00G=12 ..., jp=<m—p—3)
alors (51) et (52) donnent

m! - (b — a)#+igt? sup [— witt (1 — )] =0

- VO
j,F1m—p @ + DG, + n! u€o.1)

Par conséquent

: s i t coincide avec la
*) Au cas oit h = 1, la valeur de Vintégrale obtenue directemen .

valeur obtenue en faisant k = 1, dans V'expression obtenue.
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=0 (1‘_-:1,2, .»..;m—p—Z)_ ;z%‘

(53) Al de (45) (qui est vraie éar h i
. QT 3 2 'd e A :"
La ssetton (BF) SO0 5 et de (52) et (53 TPotli,
1=1m, — I, .ie |

— " (h — a)" sup {— umTP1 ’
(54) Aptmp1 = Com =4 ue[‘gl{ [1 L

=

R e '“p“”‘ é

u=m—p

“E[ol]]

-t [ e =9 =0. |

Or, (41) donne

by =F [l =14 9/0 = ¥ hn, £
w=g F=uip 3

de sorte que Agm_;=m!(d—a) et Xn, = 0. Si donc 3, \('
=12 ...,y =m—3), alors la relation ci-dessus donne .

2 A.l. =
de sorte que Ajm, =0 (f=1,2...,m—2), auquel cas J(Tlf‘értllong

Am_ymy = 0. Ainsi donc, les relations (45) ont lieu pour ¢ = g — | (pou
i = m elles sont redues évidentes par (35)). Or, (53) et (54) attesteutpom.
si (45) ont lieu pour 4 =m — 1, m — 2, ..., m — P, elles ont liey ki
pour ¢+ =m — p — 1, ce qui prouve que ces relations i
les valeurs m,m — 1, ..., 0 de cet indice.
On déduit donc de (18), (45) et (21)

(55) Pife) = (1P 2oy (- e b o0 — w0

-

~Calr—afli—2, =0, 1.

On peat remarquer 35
B u D que (55) donne 2
= (¥ — @)™ adoptée. ILes relations (1)

e, m — 1)

ussi_g_)our t = m la valeur PL(x) :
et (55) donnent done 1

P(I) = ?ﬁl\u T — gls
(36) ] T4 (x — aje,
' “u = (—— 1)6 _'__'u__:__ (b _ d)‘_s T:\ ("l?‘_F‘{x‘F
{m — g} ) )
o = ills— i)

I'express; ¢ Berustein : . ) ,
Sxpressio de degre m relatif 4 Vintervalle [a, 8]?
Bg(.“) = 1 =
‘ & — g™ .S: Ci,[(;t.::}-g.-z" — @%b — +vim—a
on : =y} ‘ 2% X .

ont lieu pour touts:

SUR CERTAINS POLYNOMES D’INTERPOLATION
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. P .
(57) Yo=0a+——(b—-ap=0,1,...,m).
gi l'on tient compte qﬁe 35 Coo = e C
‘ go;w 0 c;o& o0, ON a domnc
1 B m9
Bu(#) = ——— 2 C3f (%) Y (— 1)1 Ct,_ (b — a)w—o— (1 — a)ste —

(b —a)" 50 £=0

— = - — 1)eCe - — 1\ (Co— — a\m—o — aglo —
e a)’"@zo( )2 CE f(%6) GEW( 1)°Crz2(b — a)m=o (x — a)e =
: > @a (% — a)°, avec @, donné par (56). Par conséquent
b — “)mu=0

(58) P(x) = (b — a)™ Bu(x).

Si donc dans (1) les noeuds % ont la distribution de (57), le polynome (1)
est — abstraction faite d'un facteur constant — le polynome de Betnstein
de degré m relatif a l'intervalle [a, ] qu'on vient de prendre.
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