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INTRODUCTION A L’ETUDE COMPARATIVE
DES ENSEMBLES DE FONCTIONS INTERPOLATOIRES

par . ;

ELENA MOLDOVAN

a Cluj~

. L. L’étude des ensembles de fonctions interpolatoires a ouvert la voie
d d'intéressantes recherches sur la meilleure approximation et sur le com-
pPortzment de certaines classes de fonctions par rapport 4 un ensemble inter-
polatoire donng. Ces deux directions de recherches ont été d’abord entre-
Prises sur I'ensemble interpolatoire formé par les polynomes d'un degré
’(IOI‘UIé et sur les ensembles engendrés par les fonctions formant un systéme
fchebycheff. Ies ensembles de fonctions ainsi considérés étaient toujours
.S ensembles linéaires. Plus tard les résultats trouvés ont été étendus
4 des ensembles interpolatoires non linéaires. i s i ;
. En ce moment I’étude comparative des problémes cités plus haut,
*Impose. Plus exactement on peut se demander, I'allure du‘ne fonction
“tant definie par la facon dont ellese comporte par rapport 4 un certain
tnsemble interpolatoire, quels sont les ensembles interpolatoires par rappor
AUxquels 1a fonction considérée se comporte de la méme maniére; il
S recherches faites dans les 15 derniéres années sur les ensembles
olatoires ont réussi a préciser plusieurs Prol)r}etes des f%nctlo}ls ;33;
\efiqs Par rapport 4 un ensemble interpolatoire d'un ordre donné. 0
Préciser 1eq problémes soulevés par 1'étude comparative que nous avoue
pJualée plus haut nous donnerons au préalable quelques définitions qu

Mous utiliserong plus loin.

ell, S considérons uniquement

¢

illterp

des fonctions réelles d’une _, variable

Un ensemble (} de fonctions continues sur 1'mtervail‘leerélennj1 b?g if;grf
thoirg qrany I type Tnfa, blis 2 1) 0 i:llsjpcilzee-:gisesnt les points dis-
et g o LTS sur lintervalle [z, )] < i%nt les nombres ¥y, ¥a, -+ Vs
T By e de [a, b]et quels que SO i vérifie les conditions
L e dans rF,‘l;‘ne foriction et une seule ¢(x) qui veér _ ,
Plyy) P 5 e 1'1 2 cHon
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Dans cette définition on peut_d’aﬂleurs remplacer I'intervaje forr
[a, b] par un intervalle ouvert, un intervalle semi-ouvert et méme pa(;rmQ
ensemble de points quelconques. Dans la suite nous utiliserons ], 110{'“
d’ensemble interpolatoire seulement rela?lvement a un intervalle fiuimn
fermé, sauf si on ne spécifie pas expressément le contraire. et

Dans les travaux [1], [2] et [3] j'ai étudié quelques proprigtgs g

ensembles du type I.[a, 0] et j'ai défini la propriété de (F — convexi; |

(7 — concavité, (F — non-concavité, (# — non-convexité, (F _ .
lynomialité) d’une fonction délinie sur [a, b]. Nous allons rappeler Ic)ﬁ-
définitions. Nous désignons par L((F; %y, %s, - -+, %n; ¥|x) la fonction d:
(# qui sur les points

(1)  re e W g sy B

de [a, b] prend respectivement les valeurs

4

(2) . y]_;yzp Ry J,n-

La fonction de (7 qui sur les points (1) prend les valeurs de la fonction
f(x) sera Lconséquemment désignée par L((F; %y, %y, . - -, %n; f|%)

‘Considérons maintenant les points (indexés d’aprés leur ordre &
grandeur numérique)

(3) : o ‘ xl < x2< & Gedn <-x”<x"+l

nge[a' Gb:]' UII;;I fonct'icin S (x) définie sur les points (3) est dite (F — 901:‘
» \" — polynomiale respectivement (F — conca sur les points

(3), suivant que la différencep nt (7 — concave, su p

) b fltg) = LU iy 20y, 20 fle)

f,sifltlggszclllve, nulle respect@vement négative. Une fonction f(x), définie st
vemet (}e_[i, b], est dite (£ — convexe, (F — olynomiale respgc,t;-
: oncave sur [, b], suivant que la différence (4) est pOSItl\b ].

nulle respectiy Soati :
Fameqne pectivement nezgatlve sur tout systéme de points (3) de [

6 M) 2 LR w5 - ement
: St) UE; =, o oy B flanga) = 0, TeSPeCtivement =0

sur tout g g g S : . i : g

concave rzzgi?teiviifeﬁ?t(;(3) de [a, b]1a fonction f(x) est dite F~ .

- J’ai appel¢ 7- — non-convexe sur [a, b]. f

a (F si, q11)11;11: ;&Le igliltcnon f(x), définie sur [a, [.b], n-valente Pa]e sur A%

g g foomnts distinets de [Ga(fé la. différence f(x) — g(») s'an™
a fonction f(4 5 : i

g bn nous a\rggls) = @*Convex@ et si Xy < Xg owie- = o

ENSEMBLES DE FONCTIONS INTERPOLATOIRES
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6 (=07 [0 = L(FE: % %, -, 20 f12) >0
pour % € (%, %iv1), 2=0,1, ..., % L’inégéh’té subsiste pour i=l'0 si @ =

= %y < %, et pour ¢ =7 si %, < b = %,4,. Nous avons une propriété ana-
logue pour une fonction (£ — concave, pour laquelle Ies%négalités ]?6)
avec le signe < sont valables. Remarquons qu'il existe toujours au moins
un indice 7, 0 << i < n(n =1) tel que % < xi4,. ‘

Si 'ensemble (£ est du type I,[a, {J], de la continuité de f(x) sur
[a, b] et de sa m-valence par rapport (£, il résulte [4] que cette fonction
est (£ — convexe ou (£ — concave sur [a, b]. La notion de n-valence par
rapport 4 l'ensemble des polynomes de degré # — 1 a été introduit dans
le travail [5]. :

Pour concrétiser par un exemple simple, considérons la fonction f(x) =

=1 —x -+ ‘% sur l'intervalle [0, 1] et désignons par P, I'ensemble du

type I,[0, 1] formé par tous les polynomes de premier degré. La fonction
/(x) est 2-valente par rapport & (P, et on sait qu'elle est aussi (P, — con-
vexe. Si nous considérons 1’ensemble @ﬁ” de tous les polynomes de la forme
x -+ ¢, ot ¢ est un nombre réel quelconque, la fonction f(x) est l-valente
par rapport a cet ensemble, qui est du type I; [0, 1]. En effet, tout poly-

1 .
nome x + ¢ coincide avec x* — x - - sur at plus un point de [0, 1].

vraie si, au lieu des polynomes de la forme

Ta propriété de l-valence reste
i ble des polynomes de la forme ax + ¢, avec

X 4 ¢, nous considérons 1'ensem
un ¢ €[1, 4 c0) donné. |

3. Définition. 1. Les ensembles (F et
nows dirons que (F est n-valente par rapport 2
est n-valente par rapport & G.

. La relation de n-valence d’un ensem étrique
4 un autre ensemble du type Ia[a, 0] eStlsym exgml;les
Pour concrétiser nous donnerons quelques

L : n—1
p ) olynomes %"+ a;% "+
Désignons par Pu{a, =1} 1ensembie dge;'. %ga); 3 1 et par Py l'en-

+ ... 44, de degré n avec le coefficien : ; — 1). Ces
semble des polyngmes de degré n— 1 (%eed:gslfr efgiectlfn’frézalie. )Consi-
fux ensembles sont interpolatoires d’ordr 1} est n-valent par

€rons un intervalle [a, b]. Tout glément gpe” ff{’;('{‘_‘_g ﬂ est donc #n-valent

Tapport 4 1’ "~ I’ensemble ; g =13
DSt Tapport 5 s o6 i Py estovalent B8 PR LU port
Dans cet exemnpﬁz tout élément de Pu B = }Iesco'incide sur au plus #
A l'ensemble . En effet, tout P Pn {ﬂod,_- }il résulte le caractere de
DPointg (distinct's‘)ﬂ avec un élément de Pn-1d0Y

3 _sur lintervalle [a, Iﬂ
o té ou de concavité de P Lo rAPEOTE S ¢)"=l 1} est positif et il ré-

sulfy 08 icient de " dans £EDe 1 ui coincide avec
e aloi'-, L\fe coziflgctlelllle soient les points (3) €¢ F E>¢1)3" Umi), donc P(x) est
SUT Tes 7? pl‘,e?niers de ces points, on 2 P(xn+1) I

flvexe par rapport & PPu-1-

4 étcm't du type I [a, b],
g si loute fonclion de (F

emble du type L[4, b] par rapport

Co
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On peut évidemment construire un exemple analogue Prenant ,,
lieu de I’ensemble @n {ao = 1}, I’ensemblt_f @n {a, =" =1} ’de tC:US les poly-
nomes de degré n dans lesquels le coefficent de x" est €gal a —1, Dics
ce cas les éléments de D. {ay = —1} sont concaves par rapport 3 Pen

mble Py_1. )
L En ?articulier, pour n = 1, (P, {a, = 1} est I'ensemble des Polynomes
de la forme x + ¢ et (P, est I'ensemble de toutes les constantes. Op peut
facilement énoncer les résultats précédents pour ce cas.

Considérons I’ensemble P, des constantes et I'ensemble 7, (q, = ()
des polynomes de premier degré de la forme‘ Ay X (donq qui s’annule 3
l'origine). Alors (P,{a, = 0} est un ensemble interpolatoire d'odre 1 sy
tout intervalle qui ne contient pas l'origine. Soit [7, ] un tel intervalle,
avec b > >0. L’ensemble (P, {a; = 0} est divisé en trois classes: celle
des fonctions convexes par rapport a (2, celle des fonctions concaves par
rapport & @, et la classe formée par la fonction nulle, qui appartient
aussi & P,.

Un exemple analogue est donné par la paire formée par 1’ensemble
P, et l'ensemble P, (2, = a, = 0} des tous les polynomes de la forme
agx%. L'intervalle de définition est toujours [, b] avec b > > 0.

Dans les exemples jusqu'ici nous n'avons considéré que des ensenr
b}es de polynomes. La construction de ces ensembles peut étre généra-
lisée 4 un ensemble interpolatoire qui s’obtient en considérant toutes les
combinaisons linéaires d’un suite de # fonctions @.(%), @a(x), - Galt
formant_ un systéme de Tchebycheff sur un intervalle donué [a, b]. Dans
ce cas intéressants sont les sous-ensembles interpolatoires de 1’ensemble

des fonctions de la forme Y ¢, o; (x), sous I'hypothése de 1'existence de tels
) ]

sous-ensembles. On peut aussi considérer des exemples qui SlObtjem{ent

€ partant de 2 systémes de Tchebycheff différents, contenant un méme

nombre de fonctions définies sur un méme intervalle. On peut obtems i

IC:(?l exemple en considérant l'ensemble des intégrales d'une équation dl:

Szz(:;;ﬁellife rﬁal)lf:lfﬁl i(ll(én;PgeHE) avec des (’:oc?fficients, ’c011s!:a11teS, 1%1_‘1’1‘3;10_
et I'ensemble des intégrales de I'équation (non

gene) qu'on déduit de la précédente en remplagant le second membre pa:iété

1 les racines de I'équation caractéristique sont toutes réelles, la prop; i

lgT;Z?ngiag?é;E sﬁ’roi(il)ft ?%ileérggrdre de I’équation, de‘l'ensemble des II

& Dansly suite, pour Si‘}lplifier I'exposé, nous écrirons ‘GE >< gs 5

et 8 type Iy o, ] sont mvatents un par rapport 41745

Lla, b et si Y St les ensembles de. fonctions (% ot 4 sont oils
F 2% @, alors les fonctions de (F qui coincident s " 2

avee une méme oncti ¢S
[a, b]. fonction 4e G sont toutes G-comvexes ou G-eONe

Pourla démonstr

F >< 4, 1a fonetj

. | S : , s
ation soit un ¢lément g ¢ g. Par suite de lh}’po’chSllr
on g{x) est n-valente par rapport 2 ’ensemble.
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6], donc elle i
S["[lzllppc])srmS qu’il e(;‘;t;t:uurl:l?;l @-Con".exe ou bien (Z-concave sur (a, D]
b BT e Bk esltepqg qui coincide avec g(x) sur Jes pc;ints'
A (1\5) o o8 T 4-convexe et un f, € (£ qui coincide avec
g : 1S <o < a et qui est g-con : X
V= Bye=ll, & =4 & s i ;LR

o i - » Ol peut trouver un indice i de manicre que
(,:_1) ' [fi(*) —g(®)] >0 pour x € (x;, x.,,) et on Al 1
;hale)jn j(n[ofn pPas mnécessairement égal 2 ’1)1 de mal?izge (rlﬁlévell;oﬁu 11};
- = 2 (X) — g(x ; i Lot al
(= C(ilgtl).,ldié.’(:\)l <0 pou%' X € (xj, %i11). De cette maniére nous
s ¢ adiction avec le fait que g(¥) est F-conve
@, b]. La conclusion du théoréme ] (31:13 résulte, ey

Lemme L S (F et G sont des ensembles duy bype I, [a 0] et si
F KT, alors ou bien fous les élén E bl g
< 4, o1s les éléments de (F sont G-convexes, ou bien

lous sonl G-concaves sur [a, b]. :

Pour Ia_ déjnonstration remarquons que, sous les hypothéses de I’énoncd
quel que soit < € [a, b] et quel que soit le nombre ¥, il existe une p : .
de fonctions (et une seule), f€ (F et g€ g de manidre que f(E) = g(l"im—L
=y et que f(x} 3 g(x) pour tout ¢ [a, bl x # & Supposons qué F
f_nntlelme.des fonctions G-convexs et aussi des fonctions g-concaves 51;7;
1@, b]. Soit donné un point £ ¢ [a, b] et soit & < &, < b. 11 existe alors
uu‘um’n_b_re vy de maniére que pour la paire de fonctﬁns LeF g e g
qui vérifient la condition f(£) = g,(£) =y, nous ayons f(&,) ,<glv ().
De méme, il existe un nombre ¥, de maniére que pour la paire de Eoffc-
tions f, € 7F, g, € G qui vérifient la condition J2(8) = g5() = y» nous
avons fy(&,) >gy(Z,). Pour fixer les idées supposons que l'on ait Yo <
< % (ce qui ne restreint pas la généralité). A tout Y € [¥2, ¥,] correspond
une fonction (et une seule) L(g; &;y|r) de G qui sur £ prend la valeur
Y et deux fonctions distinctes de & ne coincident sur aucun point de [a, 0].
Lorsque y décrit I'intervalle [y,, ¥,], la valeur sur le pointf, de la fonction
L(g; E; y|x) décrit un intervalle d’extrémités o = fo&1) < B = £1(8,).
Cette correspondence définit une fonction continue L(G;E; yl&) de y

Sur [ ys, ¥,1, que nous convenons de désiguer par ¢ @( y). La continuité ré-

(F-colcave sur

Sulte du fait que c’est une fonction monotone qui prend toutes les valeurs
Comprises entre « et B; cette continuité résulte aussi directement de Ia
Propriété interpolatoire [3]. Un raisonnement analogue nous montre que
les fonctions de (7, L(F;%;y|%) qui sur & prend des valeurs y € [y, ¥,]
Ot sur %, des valeurs comprises entre y = gx(&;) < 8 = g(§) et que
Lz, &;9[8) = o __(y) est une fonction continue de y sur [y,, y,]. La di-

(y) — <p (y) est une fonction continue qui est négative sur y,

onséquent, un point y, € (3’2:)’1) tel que
fie que les fonctions L(&; &; y,[x) et

[érence ©

°t positive sur ¥y 11 existe, par ¢
(P(E (30) = ¢ (v,), ce qui sign
L(@; &; ¥ol#) coincident aussi sur le point £, ce qui est en contradiction

a .
Ve Ihypothése F > 4.

Le lemme 1 est donc démontré.
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Dans ’exemple considéré au no. 3, dans lequel le rdle de (F est S
par (P, {a, =0} et le role de g par (P, remarquons que nous n'avons pas

F > g, puisque Py {a; = 0} contient et des éléments convexes et des
¢léments concaves par rapport a (P, sur (7, b].'En effet, les deux ensem-
bles considérés ont un élément commun,'la fonct101_1‘ nulle sur [, b] et qui
ne peut étre remplagée par une autre fonction de maniere que Dy L =0 rosts
du type I,[y, 8], puisque deux fonctions distinctes d'un tel ensemble pe
peuvent coincider sur aucun point,

5. Dans I'étude des ensembles interpolatoires (F, d'un ordre n > |
sur un intervalle [a, ], intervient souvent le sous-ensemble de (Z formé
par les fonctions qui sur les points donnés x; < %, <, ... < x,_, de [a,h]
prennent les valeurs correspondentes données v;, ¥, ..., v, ;. Cet
ensemble est dit un épi interpolatoire [3], relativement aux points
%, %3, -+, ¥s_1 €t aux nombres correspondents ¥, ¥,, ..., v, ;. Nous le

xl.xa,...,xn_ll

. Il est utile de souligner que I'ensemble
J’1vyzz---»y,,_.1l

désignons par § {r} ;
X Xay ovay L . ¥ : )

I - est interpolatoire d'ordre 1 sur chacun des inter-
Yo Yo oo Yy

valles (i, %i1), 1=1,2, ...,n — 1 et aussi sur [a, x,), (¥, 1, 0] lorsque

a 7 %, et %, 7 b respectivement. Si (Z 3 g, nous désignerons par
$ {Gf a;
S {,a;

Fr gy ieiBy_y

A Pl s B Xy v SIG_g
’ la réunion des épis & {(F; = " }C‘t

6 O TR Yol oo Yy

’
" - n—1
T T o ¥,

n—1
Y1 Ve n e ¥y

Pour donner un exemple, considérons I’ensemble (D, {a, = 1} des
polynomeé'de degré 2 de la forme a2 4 a,x + a, que nous désignerons
par (£ et l'ensemble (D, des polynomes de degré 1 que nous désignerons par

é_l‘ fNous avons, dans ce cas, (F >’< 4, lintervalle sur lequel nous col”
sidérons les éléments de ces ensembles étant un intervalle fini et ferme

quelconque [a, b]. Pour simplifier, su — 1. Tous les
qu , , supposons que ¢ =0, b= 1. 1
€léments de (£ sont g-convexes (cest la proprié*lc:lé de convexité habituelle):

5 l. ¥ k - .
Lépi § !a, i] contient tous les polynomes de degré 1 et qui s'annulent

1

. . o :
1 i . . 1%
Su' &8 [ 4 2} contient tous les polynomes de la forme %2 — (25 g 7] 2l

oll O : .7 lest
B prend toutes leg valeurs  réelles. I'ensemble’ § {(F; ,z}e
sembles de polynomes considérés.
)

Lemme 2 ; ; j
11, si pour un e @G sont des emsembles du type Dby

un Systéme de y - e a,
Xp— b 3 points x, < xy < ... < Kpors B LTl
n-1 <0 et pour un Systéme de n-1 norlnbreszyi Yaihe 2 ;n s lgnse’”b
s Mggbs oy Y=

ENSE g
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151

¥y Xy vera ¥

a‘{f;é:-(i:1

conitent une fonction de (F qui est G-convexe et

une fonction de (}quf est G-concave sur (@, b], alors les ensemble (F et G ne
sont pas n-valents U'un par rapport a I'autre. '

Pour la démonstration il suffit de supposer que (F >< g et
de nous baser sur le théoréme 1, compte tenant des remarques faites

sur les propriétés interpolatoires des 'ensembles & l F: TV "
?
_1’11 ."2: 5@y _l’,,_l

Yio¥as vviailiy

) ETTE TR
514, :
Moo Vai v vy g
6. Définition 2. Deux épis & {Cf; R s ¢
Y Vo v - ":Vﬂ-.—l

,\',,-rz,....xm ) i
S {:}; ,J I} de Uensemble OF, supposé du type I,[a, b], n > 1, sont

Sp Tas wees Sy
constdérés distincls si pour au moins un indice 1, 1 <i{<<n — 1, nous avons
Vi % Zi.

Nous avons le

THEOREME 2. S7 (F et 6 sont des ensembles du type I,(a, b] (n = 1),
ol st (F < . alors ou bien tous les ébéments de (F sont G-convexes sur
la, b]. ou bien tous sont G-concaves sur [a, b]. -

Pour la démonstration, le cas # = 1 résulte du lemne 1 et pour # > 1
considérons » points distincts de [a, b, % <% < ... <y, OU X < b.
Il existe alors, pour tout y, ¥, .-, ¥» une patre de fonctions fe€ (F et
g € G telles que l'on ait f(x) =g(x) =y, += 1,2, ..:, n. Supposons
que (F contienne une fonction g-convexe sur [a, b] et une fonction &-
concave sur [a, b]. Soit, par exemple, yi, ? _=t1, 2, o n les V&ileélrs que
la fonction G-convexe f, € (F prend sur les points % et z,¢= 1,2, ..., %
les valeurs ?ue la 'fonctlion g-concave f» € (F prend sur les points x;. On

X: v X, ves ¥ . . ¢
; 5ok L i Ty tn—1 =i, <1 i 58, s
peut alors construire unépi S{&4; ' ,° . 4 A e s
,i‘

gt e iy

5 A IS - ] "
’ ) ; - T -1l contienne une
= 7 de maniére que 'ensemble d {@ » (FS " }

onction g-concave sur [a, b].

1'“"2' Gt
fonction g-convexe sur [4, 0] et une f
L'épi & { a; Fge Fy e e T } contient une fonction qui sur le point x, prend

Yo Vs - x Vn - T Y

la valeur z,. Des hypotheses faites il résul i B "}

O l Ky X3, o2 ¥
e. Sid [Q; (F;

Contient au moins une fonction 4-convex  Zm Ve eV
. théoréme est démontré. Dans le cas con-

te que,cf’ {&; (F;

} con-

tient une fonction g-concave le th
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traire nous considérons I'élément de I'épt J [@— ; } qui sur ],

21 Y8 Y0 -y,
TR T T :
contient

i By, Yy eey Wy e

point x, prend la valeur z, Si J'I@; (F;

fonction g-concave le théoréme est démontré. Dans le cas contraire, ngy

continuons la construction précédente avec le point ;. Dans le cqq i

E ST TS

" . . ’a 1o 8 ) . - n--1 S

moins favorable nous arrivons jusqu’a 1'épi {él 8 i de man;.
iy B w5 4

>"n—1

R gy vy Xy 1

ére que § {g; F; contient une fonction &-convexe qui preng

S %oy e .,Z"_Jl

la valeur y, , sur x, et une fonction &-concave qui prend la valeur z, syr
% En appliquant le lemme 2, la démonstration du théoréme en résulte

7. Les ensembles du type I,[a, b] qui sont n-valents par rapporta
un ensemble donné (£ du type I,[a, b], peuvent étre: ou bien avec
tous leurs €léments (F-convexes ou bien avec tous leurs ¢léments (F-con-
caves sur [a, b].

Definition 3. Si (% et G sont des ensembles du tvpe Ifa, b]d
F S G, alors (F est dit un ensemble sur-& lorsque lous ses éléments

sont €-convexes sur [a, 0] el est dit un ensemble sous-& lorsque tous ses
éléments sont G-concaves sur [a, b].

Nous avons le

Lemme 3. Si (F est un ensemble sur-€ el f(x) wune fonction f-con
vexe sur {a, b], alors f(x) est aussi & -convexe sur [a, b]. :

~ La démonstration résulte imniédiatement si nous tenons compte dt

fait que f(x) étant (F-convexe sur [q, b], elle est aussi #-valente par rapport

a I'ensemble (£, par conséquence, quels que soient les points (3) de [a, 6]
nous avons ;

(7) | f(x"+l) > L(t}:; xll xz; vy Xy ;f!xiH*l);

donc aussi
(8) f(xn-{-l). > L(a, xl, x217 e, Xy, f[x,,}l)_-

Lemme 4. §; (F est un
(F-concave suy (@, b], alors f(x)

(F. Les relations (£ —< 8, g =~ (F sont dot

vité : ; enlmes 3 et 4 la propriété suivante de tr

9 ENSEMBLES DE FONCTIONS INTERPOLATOIRES

153
si
9) (F= @G et a« 70, :
alors
(10) o  FE=m

o

#. Dans la théorie des ensembles interpolatoires on connait[1] un théo-
réeme de la moyenne relativement ay comportement sur un nombre finj
m = n -+ 1 de points, d’éléments d'un ensemble interpolatoire d’ordre # sur
[a,b]. Ce théoréme peut étre étendu 4 un triplet d'ensembles interpolatoires
duméme ordre, de la maniére suivante. Considérons les ensembles (%, &, 4
du type /,fa, 0] et les points ‘ ' i ‘

(1) H<H< . <Hm=a4l
de l'intervalle [a, 0], o# x, < b.

THEOREME 3.'Si & =2 (F et 6 < G, nous avons

(12) C min O L(#; Xy Xigty - o en Kipn1 YIE) <
j::r'-l. i'l-}-l. con T —ndl " k )

H

< L(G . B, By oo B 386 < ‘ : i
max < LUE 3 % By - o B3 918)s
Bt il e et i '

0% <Esbet lgiy<iy<it. <h=m

Pour la démonstration nous nous appuyerons sur lé théoréme que
fous avons démontré dans [1]:

(13) min

J=iiFl ..., iy —ntl

L(FE: % %isny oo Fioagrs YIE) =

gL(‘/E; xil) xizr D | x",p y[i) é

max L(F; %y Gian - o Fnm 5 Y18
J=i ikl iy —at] 1 ]

) 5 S ini fi-
Les inégalités (12) résultent de (13)et des inégalités analogues appli
Quées 3 & et J et si nous remarquons que

14 L@; 5, 2410 mpness 918 LGS 5 Hipns 2o A



BT

T
bl S 1

e

SRR A

Ry o

oo

AT s,

il e T R

I R e

s

R

154 10

et

(15) L(G; %, %41 -0 Fra-t3 V18 < LUES Xy Bns o) Ganoa 5 95)

pour j = ,,%, + I, e, =1t n <ESH

9. Les notions introduites dans ce travail et les propriétés ¢noncces
permettent d’attacher a un ensemble 111te{r1)(l)].31t01-1e ci 0‘1(%1'? donué # syr
[a, b], tous les ensembles qui sont #-valents par rapport a lui.

’ b4 _ v

Titant donné un ensemble (Z du type I, [a, 8], !’eusemble form?f par
(# et par tous les ensembles n-valentes par rapport a ¢ sera appelé une
classe de n-valence et sera désigné par @ (7). On peut se poser le probleme
de T'existence d'un ensemble du type [,;i[, 0] f01'113é par des fonctions
appartenant a la réunion des éléments de @ ((}), oit (£ est un ensemble
du tvpe I, [a, b]. On peut aussi poser le probléme de la classﬁ;catugn de
tous les ensembles interpolatoires d'un méme ordre sur [a, 0], d'aprés
leur n-valence,

L’exemple suivant nous montrera que ces problémes se posent effecti-
vement. Considérons l'ensemble (P, , des polynomes de degré n — 1 et
tous les ensembles P, {a, = A} des polynomes de degré = avec le Foef-
ficient de x* égal 4 A, olt le nombre réel quelconque 4 est douné (on
a évidemment @, {a, = 0} = D,_;). Remarquons que @ (Pu 1) coil-
tient, en particulier, tous les ensembles de la forme B jag &= Ay« En méme
temps les €léments de @(P,-,) contiennent tous les polynomes de degré n,
qui forment I'ensemble (D,, interpolatoire d’ordre # + 1 sur tout intervalle
de 'axe réel, quoique tous les éléments de @ (Pn_,) sont du type I.[a, b].

10. Comme application des résultats précédents; considérons le pro-
bleme de la meilleure approximation d’une fonction continue sur [;’" g
par des éléments d’un ensemble (F du type IL,[a, b]. On sait [6] que lex}ss
tence et I'unicité de 1'élément de la meiileure approximation sont assuree-
pour toute fonction continue sur [d, 0]. Le probléme de la meilleure appro

- . - . . - 3 ar
¥imation dont il est question ici est celui au sens de ‘Tchebycheff P
rapport a la norme "

max |f(x)| = ™
_ %G[m]lf( )l HfII‘ |
S ) es
) Lor§que f(%) est (F-convexe ou (F-concave sur [a, 0], le nombre dur
%)omtls d’alternance au sens de Tchebycheff, relativement 3 ¢* € (7 L
eque ,Iélra;xb]u(x) — ¢*(%)| = max |f(x) — o(x)|, © € (F, est égal a #

- % € [a, b

-y i
Désignons par & C(F) 1a me: o . C [, b] de
fonction f(x) par les Eé{ém(Qts d?e}],].eur? ,gpplommahop sur [

THEOREME 4, S x
[a, b] et si g est AW

. P ﬂ)ﬂﬂ{

. . ,T tg /
est une fonction (F-convexe Sur “Z; ;a)'
un ensemble sous-(g, nous avons 8(f; F) < °
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tohy)
THEOREME 5. Si f(x) est une Jonction (F-con
=-conca
ensemble sur-CE£, mous avons 8(f; F) < &(f, 7(5- R
Les démonstrations des théorémes 4 et § résultent de Ia propriété
que si (F est du type L.[a, b], la convexité et Ia concavité par rapport
a (f sur [a, 0], impliquent que le nombre des points d’alternance au sens
de Thebycheff soit exactement égal 4 n 4+ 1

¢ . D-autre art, les fonc-
tions de 4 sont toutes (Z-convexes et les fonctions de P@ sout toutes
(F-concaves sur [a, b).
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