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L'INTEGRATION NUMERIQE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

par
D. V. IONESCU
& Cluj

C. STORMER [5] a donné une formule d’intégration numérique pour
I’équation différentielle

y' = f(x, ).

On sait que si les noeuds x,, %;, ..., ¥ sont en progression arithmétique-

dont la raison est égale 4 h et sont situés dans l'intervalle d’existence de
la solution y(x) de cette équation, on peut calculer y(x,), si y(x) a été
calculée au préalable sur les noeuds %, #;,..., %5 par la formule de
Stormer

Apg(%g) | Asg(xs) Ag(xy) Asg(#s)
y(x.,)=2y(x5)-—y(x4)+h2[g(x5)+—%’J‘-+v—iﬁ+ 19 ‘240L+9 120 ]+R.

ot g(x) = f[x, ¥(x)]. _ _
Nous avons donné dans un récent travail [2].1’express1on du reste de
cette formule sous la forme d’une intégrale définie et nous avons montré

qu’il est de_l'ordre de A°. . _ .’
Dans ce travail nous traitons un probléme sur l'intégration numeé-
rique de I’équation différentielle

(1) y" = flx 9 %)

Nous désignons par y(x) la solution de cette équation qui satisfait aux
conditions
(2) (%) =0 ¥'(%) =50

.., ¥g €n progression arithmétiqe

et nous considérons les noeuds %,, %2, . : :
bt és dans l'intervalle d’existenc

dont la raison est b = x; — #, et qui sont situ
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(x). Nous allons donner des formules pour le calcul de 15

de sa dérivée sur les noeuds’ %Xy, ¥3,...%g €I supposant
) ont été calculées au préalable sur

de la solutio)n y
solution y(x) et v ,
que la solution (%) et sa dérivée y'(*

Pun des noeuds %y, % -+ %o . -
Ce probléme est 1ié au polynome d _iu!:erpolatwn de Lagrange-Hermite
avec les noeuds £, £, triples et 3 sa dérivée. En prenant les valeurs de ce

polynome et de sa dérivée au point £,, nous avons des formules de dériva-
tion numérique de la forme

(K) f(az) = Aof(Eo) + A1f'(io) id Azf”(z.o) T+
+ B,f(&;) + B,f'E) + B,f"(E) + R
(L) ' f'(az) = Cof(zo) + CLf’(Eo) + sz”(z.o) +

+ Dof(Ey) + D,f'(E) + D,f"&,) + K

es R et R’ de ces formules sous la forme d’une

Nous étudierons les rest ] .
intégrale définie en supposant que la fonction f(x) soit de la classe C'® sur

{"intervalle sur lequel on a pris les noeuds &,, &;, &,. Nous insisterons
surtout sur le reste R’, dans le cas olt £, < &, <&,

Des formules diverses de dérivation numérique sont établies dans tous
les livres sur I'analyse numérique. Nous citons notamment le livre de
L § BEREZIN et N. P. JIoROv [1]et lelivre de s. E. MIKELADZE [3]. L'aca-
démicien T. POPOVICIU a publié & ce propos un trés important mémoire [4].

Evidemment ce probléme peut-étre étendu de diverses manicres et
nous .comptons revenir sur ce sujet dans d’autres travaux.

§ L

La formule (K) de dérivation numérique

1, Considérons une fonction f(x) de la classe C® sur lintervalle
[£,, E,] et désignons par £;, un noeud compris entre &, et &, Pour le caleul
de f(¢;) nous avons la formule (K), dans laquelle les coefficients Ao, A
A,, By, B, B, sont donnés par les formules

A= — BBl (e g3, — B, — &) + 66 — %]

(& — &)°
_ (B — &) y
@) 4,= ———(Ej - E:), (B2 — &) [B(Ex — o) + (E1 — &o)]
A, = — (Ey — &) (E; — o)
2(8 — E)®
et

=B = &P )
Bo= SR 6, — g — 15, — 2) (€, — Ko) + 106 — 5

— (Bs — Eof®
(#)  Bi=2T e — ) — 3 — )]

(& — )t
B2 —= (& — o) (€3 — E)?
208 — g8 -
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I,e reste de la formule (X) est donné par la formule

: E:
(5) E= S o(x)f© (x)d.
Eo

ot la fonction ¢@(x) coincide sur les intervalles [&,, &], [§;, E;] avec les f
polynomes v G2 l

o (1) = — A @ g By &P
5! 41 31

_ (* — &)°

(6) ¢a(%) = T

On démontre que la fonction ¢(x) est positive sur Vintervalle (&, &,).

I
En posant ' i
i
4

(7) Mg = sup | f®(a)].
(& E)

on a pour R, l'évaluation

(8) IR|< (€2 — Eo);(fz — &) M,

2 Lorsque & < & <& etla fonction f(x) est de la classe C'® sur
intervalle [£,, ] on a pour la calcul de f(§;) la méme formule (K)
avec les coefficients (3) et (4), mais pour laquelle le reste que mnous
désignons par R,, est donné par la formule

G

(9) R, = S ¢ (%) f© (x)dx b

%o

ou la fonction {¢(x) coincide sur les intervalles [&,, 5], [ E1] avec
es polvnomes

Blo) = ==l =y, 4, A

51 41 23 {i

(10)

‘Pz(x):Boﬁ:?g_ﬂi_ B1%f¢+ Pca

On démontre que la fonction (%) est. négative sur Pintervalle (Eo, &1)-
En posant

(11) M = sup |f®(x) .
: [Eo: El]

¥ — &)t A (x — &) }

3! b
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nous avons l'évaluation
(12) |Ry| < (B — EO);(!EI = Bof8 M,

§ 2

La formule (L) de dérivation numérigue

3. Si la fonction f(x) est de la classe C“‘)ysur I'intervalle R
et si £, est un noeud compris entre & et &, nous avons Ja o 2

(L) pour le calcul’ de f(§,), dans laquelle les coefficients Co, C, Ca D,
D,, D, sont donnés par les formules (¢
C. — _ 30— &P (E — &)
’ (& — &)°
(18) C=—Le= 5 3, — gy — (5, — 210502, — ) + (5. — &
! (8 — &) ? ) ! WS EPNER %) + (% — %0)]
e (E! ~& )2 r v -
Ce = m&z — &) [5(8, — &) — 2(%, — &)

et
Do — 30 (Ea — E!)s(gz — Eo)z
(El - Eg)s

(4) Dy = — =5 E, — &) — 26, — £)]05(2, — &) — 6, — &)

_ (& — £o)? S5(¢
D, = m (& — &) [5(&, — &) — 3(&:1 —&)]

Le reste de la formule (L)

est donné par la formule
t
(15 ’
) R =S 0(x) fO(x)dx

s )
ou la fonction 0(x)

i coincide sur les intervalles (€, &1, [y, Eo) avecles
Gl(x) = F—EW (¥ — Eg)t (x — &)
(16) Y Ty T Gy T

By(x) = L= &1
41

que /g

On démontre
luatjon Jonction 8(z) est positive sur Uintervalle (Eo &)

et qu'on 5 éva
(17) Rigd
'S 6l (& — 50)2(5.»2 - 51)2[(52 — E) + (8. — &)] My

f(x) est de la classe C® sur I'intervalie (B ]
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4. Lorsque le noeud £, est compris entre £, et &1, et la fonction

' 5 nous avon
calcul de f'(£;) la méme formule (L) avec les mémes coe;icilggltlsr x 13
et (14), mais nous avons pour le reste R 1a formule (13)

)
(18) R| = S x(x) fO(x)dx
131

ot la fonction y(x) coincide sur les intervalles (& o [

polynomes Es &) avec les

R e
(19) ‘ : 3
Afad =D =8 o (- E) (% — &)
?{-’X 0 5 Dl ‘——4 ] .|_ D2 =

La discussion du signe de la fonction X (%) sur I'intervalle (£,£,) met
en évidence trois points importants sur l'intervalle (Eos%y)

(20) Xy == E.o +%(E1 - go): %) =‘E°_-;§“l': ay = & +%(E1 - Eo)

Nous avons les conclusions suivantes :

1° Si €y < &, < «, la fonction %(x) est négative sur I'intervalle (£,,£,).

2° Si oy < &, < a, la fonction %(x) s’annule en un point £* de I'in-
tervalle (&;, &,); elle est positive sur_lintervalle (£, £*) et négative sur
I'intervalle (E*, £,).

3° Si £, = a, la fonction y(x) s’annule pour x = a,; elle est posi-
tive sur l'intervalle (£, «,) et négative sur lintervalle («,, &)

4° Si u, < £, < a4 la fonction x(x) s’annule en un point £'* d_e I'in-
tervalle (£,, £,); elle est positive sur l'intervalle (&,, £'*) et négative sur

2

lintervalle (£'*, £,).
5° Siay < &, < £, 1a fonction x(x) est positive sur I'intervalle (&g,£,).
Nous avons

&

(21) {xmax = oo (6 — B (B — G (8 — 21
Ell

et par suite le degré d’exactitude de la formule (L) est cing si §; 7 «, et

il augmente d’une unité lorsque &, = «,. . i’ A
On démontre que le graphique de la fonction y(x) sur linte

(€, E,] a l'une desq formes suivantes selon la position de &, par rapport

aux points «,, o, o :

i
|
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E o ™2 X3 5 . ‘
A : 4 3 On démontre que la fonction w(x) est positi 3 {4
% 18, 3 positive sur l'int R
Eor\‘i\i/ i et quelle a le graphique donné dans la fig. 2 ntervalle (&, &) i
| 1 N T
b | ik
| . : ‘ 2.
| 1 ! ! | ! di ]
I P ! |
i S — - i
I '
: | : K : | Fig. 2.
1 ! ! ! 1 |
l/\ ! ! * En posant
oi O(.I Ocz: a'l : f ! IW'? = [iulﬁj]‘f(”(x)l
: : : . : i 0, S
! S | | : on a l'évaluation
Ir | 1 | : ‘
L - . | ! (25) IR, | < X M,
% °‘1T°‘2T PR \/TE' ; 7!
: iy : |
. » : § 5 |
I : : ! L’intégration numérique de P’équaticn difiérentielle (1) avee
§o* 5, , les eonditions (2)
| 5. Nous allons faire maintenant l’application des formules (K) et
R L ; ,’ (L) a 'intégration numérique de I’équation différentielle (1), avec les con-
emarque. Lorsque la fonction f(x) est de la classe C? Uinter | ditions (2). . "
valle [&), £ ] et £, = %, on a la formule de dérivation numse’l:-;que , Supposons que la solution de 1'équation (1) qui vérifie les conditions
15 7 (2) existe sur lintervalle [%, %, + a] et que dans le parallélépipede
” FlEy) = = Ef(g") e I_Gf:(go) _ %f”(io) + . (w) définie par
(22) e g | %y < % < %, + @, g — | LB, |y =<
¥ ' : » . ,
+—=f(&) — —f (&) + if”(il) + R, ! la fonction f(x, y, »') est continue et a des dérivées partielles successives,
162 16 16 2 i >y I i ) P ti Dans ce cas
ol Xe=§£ | par rapport a x, y, ¥’ jusqu'au quatrieme ordn?,‘ continues. Dan ;
e~ & =& — &, Le reste R, est donné par la formule ; par des dérivations successives, on déduit de l'équation (1)
(23) R ¢ | (26) Y= fy(% 9, ) YO = fu(% 3, )
g = — (7) | ;
2 S (%) (x)dx j ol les fonctions f;, ..., fy sont continues dans (7).
i la f & | Nous désignons par
ou la fonction - ' . ? 5
polyriomes (%) coincide sur les intervalles [&, £,], [£, &]avec Ies (27) Fg= 5(‘,‘:}) | fulx 2, 9)
E ’ : 4 i t sa dérivée y'(x) au
5 (v : ~ Supposons que 'on ait calculé la solution y(x) e .
(24 (%) = 6n EoB 7 g, 2 (r— | point . Alors lcalour calculer y(#) et y'(%) au point &, on peut Appliques
) : PO U | 16 4! | les formules (K) et (L), oit on va remplacer y (%) par
B e | /
Wy(%) = o =g +7 G-8F 2 -8 [ (28) g(%) = fl#, y(%), ¥'(x)]-
% B 16 51 16 41 l
|
(
I
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Les formules d’intégration numérique que mNoOuUS avons en vye sont
alors

y(E;) = Ao ¥(Eo) + A15'(80) + 42 8(&) +

(29) + Bo__y(El) + B, y'(&) + B, g(&) + R

o1 le reste a I’expression

EI
(80) R = o fulx y(x), y'(x)] dx
v ED
si Eu<€1<§,2 ou
&
(30, R, =S $(x) fo[x, y(x), ¥'(x)] da
&

Si EO < EZ < E.vll et
¥ (8) = Cy ¥(&) + Cy ¥'(&) + C, g(&) +
+ Do y(&) + Dy y'(&y) + Dy g(&y) + I

31)

oit le reste a I'expression

1
(32) R =(0(2) f,[x y(x), y'(%)] dx.
En
si & < E < £, ou
51
(32,) Ry = (@) fulx, 3(2), (%)) dx.
1

si & < < £,

Pour R, nous avons I'évaluation

148) | R|< KF,.
ol
(34) K = (8 — o) (8 — &)°

6!

g AP e AR . ML A S e AL e e
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et pour R,, nous avons l’évaluation

(35) | R |< K, F,
olt :

K. — (B — Bo)* (& — &)
80 e ALEL

Pour R’ nous avons 'évaluation

(37) |R'|<K'F,
oll

{ [ p—— 1 2 go + 51
(38) K= = (G — & (- 200

" Quant 4 l'évaluation de R’; mnous distingons plusieurs cas.

17 8i By < Eg € & +%(E1 — E,) nous avons

(39) |R1| < KiF,.
ol
(40) K= 5_1' (Ez — Eo)* (&2 — E?| & — E_Og‘—él

2° Si g, + % (£, — &) < E; < &, nous avons

(41) |Ri| < ! Fy
ol
“2) Ki=L(f — b (B — B (= 2

y$%+%ﬁrﬁﬂ<@<g+%@-%Mmmwm

(43) IR < Ki Fy
ol
EL
(44) 1(;==S|x(x)idx-
EB

— Mathematica vol, 6(29) — fasc. 2.
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En particulier pour &, = —"—2——1 nous avoms
&

Rl = 2S y(%) dx.
&

(45)

6. Dans le cas de la suite de noeuds x,,%y,...,4; on prend &y = %,
et £, = x;, (1 =1,2,...,6). Lorsque &, est un aes nceuds x,,%,,...,x, diffé-
rent de x;, il se présente les circonstances suivantes:

1° £ >§
20 Ez - GL2

3° &, €(&, =] on & € [« &)

Dans tous ces trois cas on peut calculer facilement le coefficient K’
ou le coefficient K');, avec l'une des formules (88), (45), (40) ou (42).

Nous terminons ce travail en donnant des tableaux avec les coeficients
Ao, 4,, 45, By, By, B,, K ou K, pour construire des forniules pratiques
(29) pour le calcul de y (&,) et aussi des tableaux avec les coefficients
Co, C1, Co, Dy, Dy, Dy, K" ou K'; pour construire des formules pra-
tiques (31) pour le calcul de y' (&,).

19 & = %9, & = %,;

Go = Xy, X3, X, X5, X,

y(Es)
2 4, 4 Ay B, B, B, Kh® ou K,h®
1
% —31 —14h | —2m 32 — 164 4h2 —t 0,0112
9
% | =512 | —240h | —36k2 | 513 —270h | 54 203
10
x| —2043 | —1404h | —21602 | 2944 —1586% | 288h2 L. 5.4
5
S P
% —10624 | —51204 2 . 100 g
5 —80072 | 10625 —5500% | 1000k | — < 11,111
o | —29875| —14250h| —22508| 29376 —151204| 270042 B_ a5
2
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1
¥'(&,)
—__fﬁm—*_
£ C, c g 3l B | T
2 0 ! Jh . b, D, KK ou K'js
I A
120 120
%y - — |-—55 —8h — | _e4 ; 1L
P 14k e S
' 4 20 008
o
1080 1080
L A —78h | —ser 108 %= 0,75
4320 4320 2
WL 1
=7\ 5 —2079 —324h 5 — 2240 408h ; =42
12000 12000
| g | TS 5824 1 920 ; - 6175 11004 15
1 .
'! 27000 27000 165
X | —— | —13175 | —2100% | == —13824 | 24304 — = 41,25
‘ i h h 4 ’
2 &y =%, & =ay &= X1 %3, Xy, X5, X
(&)
i.ﬁ_-i_— .
i €, l Ag A, Ay B, B, B, Kh® ou K}
|
1 5 1 1 5h 1 1
x S —h — }2 — s — h? 556 < 0,0014
2 16 16 2 16 16
= 19 33h 9)2 27 _ﬂh _2_7},2 3=03
L. = )
8 8 16 16 16 16 10
2 2 o7z
R —31 | —28h | — 8K 32 — 32k 16 4 = =0
621 | 2295 B g BB o e ) LB, 7 _ 46875
*s I T T 16 16 . 16
69
2 — = 19,2
%, —512| — 480 | — 14482| 513 — 540k | 216# 5
L .

]
i
4
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y’(«iz)
e
P D, D D K'B® ou K s
b Co 6; o 1 2 W
IR B S T
15 7 1 1
15 2% -— % —— < 0,00053
2| == 6 16 ’
" o 16 16h 1 1920
S T
135 “ 119 185 _ 185 8 h 2 = 0,6
£ | " len 16 16k 16 16 5
: 60 8
_6__0 _ 55 —_ — 64 28 h — =16
x, B h 5
3375 | 3159 3375 | _ 3575 | 1425 L.
% | " en | 16 16k 16 16 2
540
JU R PP = | —567 | 216k 24
L] B h
30 ED = xo, El = xs; Ez e xl: x2! x4! x5' xﬂ
Y(&2)
E, 4, Ay B, B, B, Kh® ou Ky
84 '
" BB ¥ ) o2s | Ep ! <0112
81 87 81 9 27 90
R —
17 2
% L (. e | _16 | 4. | Loz
81 81 27 27 90
-~
47 20
R I 128 " 82, | L o088
27 81 27 45
. -
n | M| 8| _100 | 625 250 | 250 25 _ | 3889
81 9 h e ——h| — —<h
81- 27 27 18
| -—/
% - 31 - 162
] 42 h — 18 12 32 48] 36 A2 -;0—-——'&1
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’
y'(Es)
& | & “ G D, | Dy D, KW ou Ky
% — ﬁ)_ 0 i ) ﬂ)_ _ ?_Q 1_2_} 1
1 81h 81 81h 81 T B Liiey
40 39 12 40 , 6 1
= e - —u==s )y — — =
* 81h 81 81 81k 81" o0 < 0.0167
160 207 8 160 192 | 264 1,
e A e — A - - S i
s 81h 81 81 8th |- 81 81 A
1000 1344 | 570 1000 1575 | 1200 35
g | m | ——— | mmh | — | m o Sk | T <267
81k 81 81 81k 81 | 81 12
L 55 2% L 64 42k 2 1215
s B - - h - 20
40 = %y, & = %4; Ey = %1, Xay ¥g, Xg Xg
y(&2)
L]
& Ay Ay A, B, B, B, Kit ou Kb
i3 1 168 A o2 2 B 0,0375
e 512 | 512 128 512 256 128 . | 80
4
1 5 1 1 5 1., iy 9
1 5 3 Ly N ¥ < 0,088
EA ” 8 h e h 2 8 4 45
. 53 | 39 8 g By IE 2l 2 oms
? 512 | 256 128 512 256 128 80
A Wi S
; 118 | . 95 25 | 625 | _128, | 128, _2% < 0,1737
’ 512 256 128 512 256 128 144 5 .
S T
' 19 33 ol . Bar| Eogi
% _ — = | = ™ 4 5
¢ 8 8 8 8
e

i
]
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y’(Ez)
e ——‘_———_ .
5 D 1.6 :
g, ¢y é Gy D, Dy 2 KR ou Kijs
135 95 21 3
_ eS| B Bl 2 — k| — =007
" s12n | 256 | 128 | S1Zh 256 128 40
15 7 1 15 & Ly L
it o ——h — - 1 < 0,016
s 390 16 8 32k 16 8 60 d
21 135 81 927 3
o L1859 |2 = ——=— | ——=h = = 0075 |
3 512k 256 128 512k 256 128 40 I
375 319 85 375 175 325
2y Joim—0—| =2 LT h o i —h — = 0,625
512h 256 128 5124 256 128 8
135 119 33 135 135 81 24
2 | =— | —— | ——» sy - — — & = —48
32h 16 8 32 16 8
8 & =%, B =Xy &= Xy, X, X Xy Ky
¥(&,)
E A, 4, A, B, B, B, Kh® ou Ky ht
2944 512 64 181 68 16
2 6 4
& ok =R | — | ——=h] — — < 0,0889
3125 625" | 250 3125 625" | 250" 45
2
& | = S| 2R G BEL) B, A
3125 | 625" | 125 3125 625 | 125" 0
S N -
992
o [ 86,1 38, | 2133 | 504 st | 3 _os
; 625 | 125 3125 625" | 125" 0
Wl ey R R
181 68
x —_— 2 S 2944 !
! 325 | 625" | 1o5" L
S S 3125 625 125
el a s L
331 138
g | ——= | - 18 345 :
©oaizs | T Emt | Tt s 2| Ty | B
3125 625 125 10

—
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’
(&)
!
£, Co G ‘l Cy D, D, D, KR ou K\
96 64 40 96 35 20 1
O — | - — — | = =il —=o02
6251 125 125 625k 125 125 5
216 a7 0 216 64 20 | 3
2 6254 125 625k 125 125" | 9o 01°
216 64 30 216 27 . ois
% 6254 125 125 625k 125 ="
96 35 20 96 64 I,
g, | ——— | = | =2 - — | - =a| —<o02
625k 125 125 6254 125 125 2
6 1 60 216 270 21
w | =28 R _F, =2 0 |l S =108
6254 125 125 625h 125 20
6° Eo = Xy, ‘51 = Xg., Ez = Xy, %, ¥z %4 Xg
(&)
[ L]
£ 4, A, A, B, B, B, Kh® ou IGA
625 125 |taes | om |30 B B _ony
,, 625 125 248 oy
. 648 144 432 648 432 432 144
il AN N
32
64 32 wa ) Bl 12 8 2 <0712
x” 81 27" 27" 81 27 27 45
T | 81
1 15 9.1 L |- B, | 2 = =1,0125
s “2— ES 16 9 16 16
E el
17 4 Bl Eo 16 1 2 <oz
%y - P 27" 81 27 27 45
[ P
) I I
. 25
23 35 25 | 625 | 1% 128 — <077
* | s | 132" | 32 144 | 144
; 648 432 432 648 et

R e e S
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¥'(Es)
C Dy D, D, KBS ou Kllhs
EO Cu C]. 2
5 125 93 65 5
125 275 175, _ s e, -
——akk | a8R 432 | 432 12
|7 Tooen | 432 | 482 12964
4 20 13 8
L - i Y —e — < 0,5334
- . b 27 27 15 ;
2 814 27 81h il N
7 3 81
> ~ L -k = T i ~— < 0,1266
ST 16 16 16 e | 18 640
4 8
& 81h 81 27 81 27 15
275 175 5
- e = = 7an | a0t — < 0,4167
i 1296h 432 432 | 1296k 432 432 12
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